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为 读者 方便 。 现代 数学 的 起 始 。 数 学 家 是 什么 样 的 人 ? 拙劣 
的 模仿 。 数学 进展 的 浩瀚 领域 。 先驱 者 与 斥 侯 。 走出 迷 
宫 的 线索 。 连续 与 离散 。 非常 珍贵 的 常识 。 棚 棚 如 生 的 
数学 还 是 含混 的 神秘 主义 ? 数学 的 四 个 伟大 时 代 。 我 人 ] 自 
己 的 黄金 时 代 。 


第 二 章 古代 形体 中 的 现代 头脑 TT 19 
芝 诺 (Zeno, 公元 前 五 世纪 )、 欧 多 克 斯 (Budoxug, 公元 前 
408 一 355) 和 阿 基 玉 估 (Arohimedes, 公元 前 987? 一 313) 

现代 的 古代 人 与 古代 的 现代 人 。 毕 达 哥 拉 凑 ,伟大 的 神秘 
主义 者 , 更 伟大 的 数学 家 。 证 明 还 是 直觉 ? 现代 分 析 的 主 
根 。 一 个 乡下 人 搅乱 了 哲学 家 。 芝 诺 的 朱 解 之 述 。 柏 拉 
图 的 贫穷 的 年 轻 朋 友 。 无 穷 的 穷 举 。 有 用 的 圆锥 形 。 阿 
基 米 德 , 贵族 , 古代 最 伟大 的 科学 家 。 关 于 他 的 生活 和 品 
格 的 传说 。 他 的 发 现 及 对 现代 性 的 主张 。 一 个 坚强 的 罗 
马 人 。 阿 基 米 德 的 失败 与 罗马 的 胜利 。 

第 三 章 ”绅士 .军人 和 数学 家 esse. ‘98 
简 卡 儿 (Degoartes, 1596 一 1650) 


过 去 的 日 子 。 一 个 孩童 后 学 家 而 非 冒 充 学 者 的 孩子 。 
鲍 在 床上 的 难以 估量 的 优越 性 。 令 人 鼓舞 的 疑点 。 战 争 
中 的 平静 。 恶 梦 带 来 的 转变 。 分 析 几 何 的 显现 。 更 多 
的 残杀 。 马 戏 团 , 同行 的 嫉妒 ， 虚 张 声 势 ， 与 人 方便 的 女 
相好 。 厌 恶 地 狱 之 火 与 崇敬 教会 。 被 一 对 红 衣 主教 拯救 。 
伤 脑筋 的 罗马 教皇 。 二 十 年 深 居 简 出 。< 方 法 »。 被 名 声 
出 卖 。 宠 爱 伊丽莎白 。 笛 卡 儿 实 际 怎样 看 她 。 自负 的 克 
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里 斯 蒂 娜 。 她 对 笛 卡 儿 做 了 些 什么 。 他 的 几何 的 创造 性 
的 简单 。 


第 四 章 “ 最 杰出 的 业余 爱好 者 .pp 62 


费 马 (Fermat，1601 一 1665) 


十 七 世纪 最 伟大 的 数学 家 。 费 马 繁忙 和 实际 的 一 生 。 数 学 
是 他 的 爱好 。 他 对 积分 的 责备 。 他 的 深奥 的 物理 原理 。 又 
是 解析 几何 。 算 术 与 逻辑 。 费 马 在 算术 中 的 霸权 。 关于 
索 数 的 一 个 未 解决 的 问题 。 为 什么 一 些 定理 是 “重要 的 “? 
一 个 智力 测验 。“ 无 限 下 降 法 ”。 费 马 对 后 代 的 仍 未 解决 
的 挑战 。 


第 五 章 “人 的 伟大 与 不 幸 ” oonsuooooseoseoosesesatseosooatote ose oor) se0eee 


帕斯卡 (Pasoal, 16238 一 1662) 


一 个 神童 埋没 了 他 的 天 才 。 十 七 岁 的 大 几何 学 者 。 帕 斯 
卡 的 美妙 定理 。 极 坏 的 身体 和 虚 诚 的 酒 徒 。 首次 计算 自 
找 烦恼 。 帕斯卡 在 物理 学 上 的 辉煌 成 就 。 虔诚 的 妹妹 雅 
克 琳 , 灵魂 的 拯救 者 。 醇 酒 和 女人 ?“ 你 进修 道 院 吧 !“” 一 次 
沉 顷 于 狂欢 的 转变 。 史 入 偏执 的 文学 。 几 何 学 的 海伦 。 一 
次 绝妙 的 牙痛 。 死 后 揭示 了 什么 ? 一 个 赌 徒 之 于 数学 史 。 
概率 论 的 范畴 。 帕斯卡 与 费 马 一 起 创造 了 这 个 理论 。 与 
上 帝 或 魔鬼 赌博 的 轧 硬 。 
六 章 ”在 海边 eee i 
牛顿 (Newton, 1642 一 1727) 


和 牛顿 对 自己 的 评价 。 一 个 无 法 证 明 的 年 轻 天 才 。 他 那个 
时 代 的 混乱 。 站 在 巨人 的 肩 上 。 他 的 一 次 恋爱 。 在 剑桥 
的 日 子 。 年 轻 的 牛 下 掌 握 了 使 吓人 受 昔 的 无 用 的 事 。 大 
冶 疫 , 更 大 的 福气 。 二 十 四 岁 ( 或 不 足 ) 成 为 不 朽 。 微 积分 。 
牛顿 在 纯 数学 上 无 与 伦比 , 在 自然 哲学 上 至 高 无 上 。 小 虫 
子 , 大 黄蜂 和 愤 经 。《 原 理 ?。 塞 乡 尔 : 佩 皮 斯 和 其 他 搬 弄 
是 非 的 人 。 历 史上 最 无 聊 的 虎 头 蛇 尾 。 争 吵 , 神学 , 年 表 ， 
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炼金 术 , 政府 职务 ， 死 亡 。 
第 七 章 ” 样 样 背 通 的 大 炳 ecco eno 134 
菜 布 尼 效 (Leibniz, 1646 一 1716) 


两 项 极 大 的 贡献 。 一 个 政治 家 的 后 代 。 十 五 岁 的 天 才 。 被 
法 律 引诱 。“ 普 遍 特 点 ”。 符 号 推理 。 出 卖 给 野心 。 一 个 
老练 的 外 交 家 。 外 交 就 是 外 交 , 这 位 大 师 的 外 交 业 绩 留待 
史学 家 去 评述 。 狂 独 的 人 成 为 史学 家 ， 政 治 家 成 为 数学 
家 。 实 用 伦理 观 。 上 帝 的 存在 。 乐观 主义 。 毫 无 意义 的 
四 十 年 。 象 块 破 布 似 地 被 抛弃 。 

第 八 章 先天 还 是 后 天 ? PT EE A 151 

伯 努 利家 族 (Bernoullis, 十 七 .十 八 世 纪 ) 
三 代 中 的 八 个 数学 家 。 不 偏 不 倚 的 遗传 证 据 。 变 分 法 。 


第 九 章 ”分析 的 化 身 ppp。 160 
欧 拉 (Buler, 1707 一 1783) 
历史 上 著作 最 多 的 数学 家 。 侥幸 逃脱 神学 。 统治 者 负担 
费用 。 不 实际 的 实际 。 天 体力 学 与 海战 。 一 个 由 机 会 和 
命运 注定 的 数学 家 。 在 圣彼得堡 陷于 困境 。 沉 默 的 好 处 。 
在 壮年 时 期 半 失 明 。 逃 往 开明 的 普鲁士 。 腓 特 烈 大 帝 的 
慷慨 与 粗鲁 。 回 到 好 客 的 俄国 。 叶 卡 提 琳 剖 大 帝 的 慷 低 
与 仁慈 。 在 全 盛 时 期 完全 失明 。 一 个 世纪 来 大 师 们 的 老 
师 和 鼓舞 者 。 
第 十 章 “一 座高 从 的 金字 增 pe ,1177 
拉 格 妆 日 (Lagrange, 1736 一 1813) 
十 八 世纪 最 伟大 最 谦虚 的 数学 家 。 财产 被 自给 了 他 机 会 。 
十 九 岁 时 设想 出 他 的 巨著 。 欧 拉 的 高 尚 行为 。 从 都 林 , 到 
巴黎 ,到 柏林 ; 一 个 感恩 的 私生子 帮助 了 一 个 天 才 。 在 天 
体力 学 中 的 成 就 。 腓 特 烈 大 帝 的 恩 让 心不在焉 的 婚姻 。 工 
作成 为 一 种 坏 习 惯 。 算术 中 的 杰出 大 师 。*《 分 析 力学 >,， 一 
部 不 朽 的 巨著 。 方程 论 中 的 一 个 里 程 碑 。 在 巴黎 受到 玛 
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一 -一 一 一 


丽 安 托尼 内 特 的 欢迎 。 中 年 时 期 的 精神 衰竭 .忧郁 和 厌倦 

一 切 。 被 法 国 革命 和 一 个 年 轻 女子 重新 唤醒 。 拉 格 朗 日 
怎样 看 法 国 革命 。 米 制度 量 衡 。 革命 者 怎样 看 拉 格 朗 日 。 

一 个 哲学 家 怎样 死亡 。 

第 十 一 章 从 农民 到 势利 小 人 ppp 199 
拉 普 拉 斯 (Laplace, 1749 一 1827) 

象 林 肯 一 样 谦逊 ， 象 晨星 一 样 骄 傲 。 冷 痰 的 接待 和 热烈 的 

欢迎 。 拉 普 拉 斯 对 太阳 系 的 宏伟 进攻 天 体力 学 ?他 对 自 
已 的 估计 。 别 人 对 他 的 看 法 。 物 理学 中 的 “位 势 "基本 原 

理 。 拉 普 拉 斯 在 法 国 大 革命 中 。 与 拿破仑 的 亲密 关系 。 

拉 普 拉 斯 的 政治 现实 主义 胜 过 拿破仑 的 政治 现实 主义 。 
第 十 二 章 ”皇帝 的 朋友 们 eeeeseseeeeeenee nen. 219 
莹 日 (Monge，1746 一 -1818) 和 传 里 叶 《Fourier, 1768 一 

1830) 


一 个 磨 刀 人 的 儿子 和 一 个 裁缝 的 儿子 帮助 拿破仑 打破 了 
贵族 的 计划 。 在 埃及 的 喜 歌 剧 。 蒙 日 的 画 法 几何 与 机 器 时 
代 。 传 里 叶 的 分 析 与 现代 物理 。 信任 帝王 与 信任 无 产 阶 
级 的 愚者 。 令 人 厌烦 得 要 死 与 厌烦 得 要 死 。 
第 十 三 章光 荣 的 上 日子 pe 和 240 
彭 赛 列 (Ponoeleb, 1788 一 1867) 
从 拿破仑 的 屠杀 场 中 复活 , 光荣 的 道路 通 向 监狱 .1812 年 在 
俄国 过 冬 。 天 才 在 监狱 里 做 什么 。 几何 在 地 狱 中 的 两 年 。 
天 才 的 奖赏 : 愚 塞 的 日 常 工作 。 茧 赛 列 的 射影 几何 。 连 续 
原理 和 对 偶 原 理 。 
第 十 四 章 “数学 家 之 王 pe 254 
高 斯 (Glauss, 1777 一 1855) 
在 数学 上 与 阿 基 米 德 和 牛顿 同等 地 位 的 高 斯 。 卑微 的 出 
身 。 父 亲 的 粗暴 。 无 与 伦比 的 早 慧 。 他 在 十 岁 时 交 了 好 运 。 
十 二 岁 时 他 梦想 革命 性 的 发 现 ,到 十 八 岁 实现 了 它们 。< 算 
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术 研 究 >。 其 他 划时代 的 工作 的 概述 。 谷 神 星 灾难 。 拿 破 
仑 , 间接 掠夺 高 斯 , 败 于 对 手 。 归 功 于 高 斯 的 数学 所 有 分 
支 中 的 重大 进展 多 得 不 胜 枚 举 : 见 所 列 清单 。 闪 出 的 贤 
者 。 不 受 欢迎 的 死亡 。 
第 十 五 章 - 数学 与 风车 Oooseoss0ooooomeooso oor sero ro oo ss ottaor oooes 313 
柯 西 (Qauchy, 1789 一 1857) 


十 九 世 纪 数 学 性 质 的 改变 。 法 国 大 革命 中 的 童年 时 代 。 柯 
西 的 早期 教育 。 拉 格 朗 日 的 预言 。 年 轻 的 基督 徒 工程 师 。 
马 吕 斯 预言 的 准确 。 群 论 。 二 十 七 岁 时 居于 前 列 。 费 马 
的 一 个 定理 得 到 证 明 。 温顺 的 河马 。 被 查理 这 头 山羊 效 
进来 了 。 关于 天 文学 和 数学 物理 的 论文 。 无 敌 的 温和 与 
区 强 。 法 国政 府 恩 弄 了 自己 。 柯 西 在 数学 上 的 地 位 。 一 
个 无 可 指责 的 性 格 的 弱点 。 


第 十 六 章 ”几何 学 中 的 哥 和 白 尼 A a 341 
罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobatohewsky，1793 一 1856) 


寡妇 的 孩子 。 喀 山 。 被 任命 为 教授 和 间谍 。 多 方面 的 才 

能 。 罗 巴 切 夫 斯 基 担 任 校长 。 理智 和 焚香 与 霍乱 进行 斗 

争 。 俄 国 式 的 感激 。 盛 年 蒙受 侮辱 。 象 弥 尔 顿 似 地 失明 ， 

罗 巴 切 夫 斯 基 口 述 他 的 杰作 。 他 的 进展 超过 了 欧 几 里 得 。 

非 欧 几何 。 一 个 有 才智 的 哥 白 尼 。 
第 十 七 章 ”天 才 与 贫困 tt :ss 
”和 阿 贝 卫 (Abel, 1802--1829) 站 

1803 年 的 挪威 。 被 神职 人 员 们 窒息 了 。 阿 贝 耳 的 觉醒 。 一 

位 教师 的 慷慨 。 大 师 们 的 学 生 。 幸 好 他 犯 了 一 个 错误 。 阿 

贝 耳 与 五 次 方程 。 政府 援救 了 他 。 阿 贝 耳 去 数学 的 欧洲 

的 伟大 旅行 并 不 伟大 。 法 国人 的 礼貌 与 德国 人 的 热诚 。 克 

列 尔 和 他 的 杂志 。 柯 西 的 不 可 原谅 的 罪过 。“ 阿 贝 耳 定理 ”。 

够 数学 家 们 忙 上 五 百年 的 东西 。 死 后 的 荣誉 。 
第 十 八 章 “伟大 的 算 学 家 pp 380 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


vi 自 间 
雅 可 比 (Jacobi， 1804 一 1851) 
电镀 术 与 数学 。 出 身 富裕 。 雅 可 比 的 哲学 才能 。 献身 数 
学 。 早 期 工作 。 一 无 所 有 了 。 狐 群 中 的 一 只 笋 。 艰难 时 
期 。 椭 贺 函 数 。 它 们 在 一 般 发 展 中 的 地 位 。 颐 倒 过 来 。 在 
算术 、 力 学 、 代 数 和 阿 贝 耳 函数 中 的 工作 。 傅 里 叶 的 武断 
意见 。 雅 可 比 的 反击 。 
第 十 九 章 “一 个 爱尔兰 人 的 悲剧 pe 395 
哈密 顿 (Hamilton, 1805 一 1865) 
爱尔兰 最 伟大 的 人 。 认 真 而 不 恰当 的 教育 。 十 七 岁 时 的 发 
现 。 独 特 的 大 学 生涯 。 失 恋 。 哈 密 顿 与 诗人 。 派 往 邓 辛 克 。 
光线 系统 。< 光 学 专 论 >。 锥 形 折射 的 预测 。 结婚 与 酒精 。 
域 。 复 数 。 否 定 交 换 律 。 四 元 数 。 堆 积 如 山 的 文稿 。 
第 二 十 章 天 才 与 恩 细 ee 496 
件 罗 瓦 (Glaloig,，1811--1832) 


轧 硬 的 一 个 空前 的 世界 记录 。 伽 罗 瓦 的 童年 。 教师 们 超 
过 了 他 们 自己 。 伽 罗 瓦 十 六 岁 时 重 犯 了 阿 贝 耳 的 错误 。 政 
治 与 教育 。 考试 成 为 天 才 的 裁判 者 。 被 一 个 教士 追 逼 得 
要 死 。 再 一 次 入 学 考试 失败 。 又 是 柯 西 的 粗心 。 被 迫 反 
抗 。 十 九 岁 的 数学 大 师 。“ 用 尸体 去 唤起 民众 ”巴黎 最 
脏 脏 的 阴沟 。 爱 国 者 突然 挑 起 决斗 。 伽 罗 瓦 的 最 后 一 夜 。 
方程 的 谜 解 开 了 。 象 狗 似 的 被 埋葬 。 

第 二 十 一 章 不 变量 的 挛 生 兄弟 ppp 439 
饥 菜 (Qayley，1821 一 1895) 和 西 尔 维 斯 特 (Sylvester, 
1814 一 1897); 

凯 莱 的 贡献 。 早 年 生活 。 剑桥 。 娱 乐 。 当 律师 。 十 四 年 
的 律师 生涯 。 凯 莱 遇 到 他 的 合作 者 。 西 尔 维 斯 特 不 平静 
的 一 生 。 被 宗教 摧残 。 凯 菜 与 西 尔 维 斯 特 的 对 比 。 西 尔 
维 斯 特 赴 弗吉尼亚 任职 。 又 走 错 了 路 。 不 变量 理论 。 应 
聘 到 约翰 斯 -上 霍 普 金 斯 大 学 。 扑 不 灭 的 活力 。 罗 萨 琳 德 ”。 





A 
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救 了 。 一 个 著名 的 猜想 。 在 格 丁 根 的 生活 。“ 一 种 新 数 
学 ”。 物 理 研究 。 拓 扑 学 在 分 析 上 的 应 用 。 关 于 几何 基础 
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早 逝 。 
二 作证 类 过 园 [00 643 
诛 托 尔 (Cantor, 1845--1918) 


老 对 手 , 新 面孔 。 腐 朽 的 信条 。 康 托 尔 的 艺术 遗传 与 父亲 
的 回执。 逃脱 了 , 但 是 太 迟 了 。 他 的 革命 性 工作 使 他 一 事 
无 成 。 学 术 上 地 位 低微 。“ 安 全 第 一 ”的 灾难 性 后 果 。 一 
个 划时代 的 结论 。 是 悖 论 还 是 真理 ? 超越 数 的 无 穷 存 在 。 
员 吊 允 人 地 前 进 , 朋 以 地 退却 。 进 一 步 的 惊人 主张 。 两 种 
类 型 的 数学 家 。 疯 了 ? 反革命 。 斗争 更 激烈 了 。 诅 中 敌 人 。 
普遍 动 悉 。 今 天 数学 的 状况 如 合 ? 明天 的 数学 又 将 如 何 ? 
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第 一 章 ”导言 


本 章 称 为 导言 而 非 绪 言 (尽管 它 确 是 绪 言 )， 希 望 能 借 此 吸引 
习惯 于 跳 过 绪 言 的 读者 , 使 他 们 在 认识 一 些 伟大 的 数学 家 之 前 , 为 
了 自己 的 便利 , 至 少 读 一 读 直 至 第 一 行星 号 以 前 的 部 分 。 我 愿 首 
先 着 重 说 明 , 在 任何 意义 下 , 本 书 无 意 写 成 数学 的 历史 , 或 这 样 一 
个 历史 的 任何 部 分 。 

这 里 所 展示 的 数学 家 的 生活 是 为 普通 读者 ， 以 及 那些 希望 了 
解 是 哪 一 种 人 创造 了 现代 数学 的 读者 而 写 的 。 我 们 的 目标 最 终 是 
要 谈 到 一 些 统治 着 当今 数学 的 广泛 领域 的 思想 ， 我 们 是 通过 揭示 
提出 这 些 思想 的 人 们 的 生活 来 达到 这 一 目的 的 。 

在 选择 本 书 所 收入 的 人 物 时 , 依据 了 如 下 两 个 标准 : 他 们 的 工 
作对 现代 数学 的 重要 性 ， 他 们 的 生活 及 品质 对 人 们 的 吸引 力 。 有 
些 人 在 两 方面 都 有 资格 入 选 , 如 帕斯卡 、 阿 贝 耳 和 人 项 罗 瓦 ， 其 它 人 
主要 是 由 于 第 一 个 标准 而 当选 ,如 高 斯 和 凯 莱 , 虽然 他 们 两 人 都 有 
着 吸引 人 的 生活 经 历 。 当 作出 一 项 特殊 进展 的 荣誉 有 几 个 待 选 者 ， 
而 这 两 个 标准 发 生 冲 突 或 仅 只 部 分 一 致 时 , 则 优先 考虑 后 者 , 因为 
我 们 此 处 首先 关心 的 是 作为 人 的 数学 家 。 

近年 来 , 人 们 对 于 科学 , 特别 是 物理 科学 , 以 及 它 对 我 们 关于 
宇宙 的 、 迅 速 变化 的 哲学 观点 的 影响 , 产生 了 莫大 的 兴趣 。 出 现 了 
许多 尽 可 能 用 非 技术 语言 写成 的 , 描述 当代 科学 进展 的 优秀 著述 ， 
它们 的 出 现 缩小 了 专业 科学 工作 者 和 不 可 能 专门 从 事 科学 工作 的 
人 们 之 间 的 差距 。 在 很 多 这 类 文章 、 特别 是 关于 相对 论 和 现代 量 4 
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子 理 论 的 文章 中 ,出 现 了 无 法 期 望 普通 读者 会 熟悉 的 名 字 ， 例 如 ， 
高 斯 . 凯 菜 、 黎 曼 和 埃 尔 米 特 。 了 解 了 这 是 些 什么 样 的 人 ,他 们 在 
为 自 1900 年 以 来 物理 学 的 爆破 性 进展 进行 的 准备 中 所 起 的 作用 ， 
并 欣赏 他 们 多 彩 的 品格 ， 我 们 就 能 对 科学 的 伟大 成 就 有 一 个 更 真 
切 的 看 法 , 并 能 领会 它们 所 具有 的 新 的 重大 意义 。 

伟大 的 数学 家 在 科学 和 哲学 思想 的 演进 中 所 起 的 作用 ， 可 以 
与 哲学 家 和 科学 家 本 身 所 起 的 作用 相 媲 美 。 下 面 各 章 的 主要 目的 ， 
在 于 通过 数学 大 师 们 的 生活 勾勒 出 这 种 作用 的 主要 特点 ， 并 以 这 
些 大 师 所 处 的 时 代 中 出 现 的 一 些 主要 问题 为 背景 来 呈现 这 些 特 
点 。 重点 完全 在 现代 数学 ， 也 就 是 说 ， 在 数学 思想 中 那些 对 现存 
的 .创造 性 的 科学 和 数学 仍然 至 关 重 要 的 伟大 而 平凡 的 指导 思想 。 

决 不 能 认为 数学 一 一 科学 的 婢女 一 一 的 唯一 职责 是 为 科学 服 
务 。 数学 也 被 称 作 “ 科 学 的 皇后 ”。 即 使 她 偶尔 向 科学 乞讨 ， 她 也 
是 一 个 非常 高 傲 的 乞丐 ,她 既 不 向 她 的 更 为 富有 的 科学 姊妹 请 求 ， 
也 不 接受 她 们 的 恩赐 。 她 所 得 到 的 她 必 偿付 。 数 学 有 它 自己 的 见 
解 和 智慧 ， 超 越 它 对 科学 的 任何 可 能 的 应 用 。 任 何 帝 见 了 数学 对 
它 本 身 的 意义 的 聪明 的 人 , 它 都 悚 慨 地 予以 奖励 。 这 并 非 为 艺术 
而 艺术 的 陈旧 教条 。 这 是 为 人 类 的 艺术 , 毕竟 科学 的 全 部 目的 不 
仅 是 为 了 技术 一 一 要 知道 我 们 已 经 有 了 足够 的 新 发 明科 学 还 探 
索 这 样 一 个 领域 的 奥秘 ， 这 个 领域 人 类 无 论 如 何 想象 也 永 不 会 涉 
及 ， 它 也 不 会 影响 到 我 们 的 物质 存在 。 所 以 我 们 也 将 注意 那些 由 
于 其 内 在 的 美 而 被 伟大 的 数学 家 认为 值得 热爱 和 理解 的 事物 。 

据说 柏拉图 曾 在 他 的 学 院 入 日 处 刻 上 “不 懂 几 何 学 者 幼 入 。 
此 处 无 需 类 似 的 警告 ， 但 是 一 句 忠告 的 话 可 以 使 一 些 过 于 认真 的 
读者 免 去 不 必要 的 烦恼 。 本 书 的 要 旨 在 于 现代 数学 缔造 者 们 的 生 
活 和 品格 , 而 不 在 于 那些 散 诸 于 各 种 教科 书 中 的 公式 和 图 表 。 成 
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到 上 


3 





rp 7k. wr whe 


千 上 万 的 劳动 者 据 以 编织 出 全 部 浩瀚 而 错综复杂 的 现代 数学 的 那 5 
些 基本 概念 是 简单 而 极其 广泛 的 ， 任 何 具有 正常 智力 的 人 都 能 很 
好 地 理解 。 拉 格 朗 日 ( 稍 后 我 们 将 论 及 他 ) 认 为 , 一 个 数学 家 , 只 有 

当 他 能 够 走出 去 ， 对 他 在 街 上 磁 到 的 第 一 个 人 清楚 地 解释 自己 的 
工作 时 , 他 才 完 全 理解 了 自己 的 工作 。 

这 当然 是 一 个 理想 , 而 且 并 不 是 总 能 实现 的 , 但 是 人 们 可 能 会 
记 起 ,就 在 拉 格 朗 日 说 这 番 话 的 几 年 前 , 牛顿 的 重力 规律 甚至 对 于 
受过 高 等 教育 的 人 也 是 一 个 难以 理解 的 谜 。 而 昨天 ， 和 牛顿 规律 已 
为 一 切 受 过 教育 的 人 所 接受 , 并 被 认为 是 简单 而 真实 的 普通 事情 ; 
今天 爱 因 斯 坦 的 引力 相对 论 正 处 在 牛顿 “规律 "在 十 八 世 纪 早 期 记 
处 的 地 位 ; 明天 或 者 后 天 , 爱 因 斯 坦 的 相对 论 将 如 牛顿 “规律 之 于 
昨天 那样 “自然 "。 随 着 时 间 的 流逝 , 拉 格 朗 日 的 理想 并 非 永远 不 
能 实现 。 

另 一 位 了 解 自己 的 困难 不 亚 于 他 的 读者 的 伟大 的 法 国 数 学 
家 , 劝告 认真 的 人 不 要 在 困难 的 地 方 过 分 纠缠 , 而 是 “ 读 下 去 , 自 会 
有 信心 ”。 简 言 之 , 要 是 偶尔 遇 到 某 个 过 于 专门 的 公式 、 图 表 或 一 
段 叙述 , 就 跳 过 它 , 后 面 还 大 有 天 地 。 

学 习 数 学 的 学 生 都 熟悉 “ 慢 慢 演变 或 潜意识 消化 的 现象 ， 初 
次 学 习 某 种 新 知识 时 ， 各 种 细节 似乎 过 于 浩 繁 而 训 无 希望 地 混淆 
在 一 起 ,不 能 在 头脑 里 留 下 一 个 连贯 的 整体 印象 然而 ,过 一 段 时间 
再 回头 看 时 ， 就 会 发 现 一 切 都 处 在 适当 的 位 置 上 一 一 就 象 一 幕 生 
动 的 电影 一 样 。 大 多 数 开始 认真 研究 分 析 几 何 的 人 都 有 这 种 经 历 。 
另 一 方面 , 人 们 通常 很 快 就 掌握 了 积分 学 , 因为 它 的 目标 从 一 开始 
就 很 清楚 。 甚 至 专业 数学 工作 者 对 于 其 他 人 的 著述 也 经 常 是 先进 
行 浏览 , 以 便 对 它 有 一 个 全 面 的 理解 , 然后 才 注 目 于 他 们 所 感 兴趣 
的 细节 。 尽管 清教徒 式 的 教师 告诉 我 们 当中 的 一 些 人 , 略 读 是 一 
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种 恶习 , 但 实际 上 它 并 非 恶 习 , 而 是 明显 的 优点 。 

至 于 了 解 本 韦 的 全 部 内 容 一 一 有 些 人 会 明智 地 路 去 一 些 一 一 
所 需要 的 数学 知识 ,老实 说 ,我 相信 和 高 中 的 数学 课程 就 够 了 。 远 远 超 
出 这 些 课程 的 内 容 会 不 断 被 提 到 , 但 是 不 管 它们 出 现在 何 处 , 已 经 
给 出 了 足够 的 说 明 , 使 具有 高 中 数学 知识 的 人 能 够 理解 。 要 了 解 所 
论 及 的 与 它们 的 创造 者 联系 在 一 -起 的 大 多 数 重 要 的 基本 概念 ， 例 
如 群 .多 维 空间 、 非 欧 几何 和 符号 逻辑 , 较 高 中 知识 略 少 的 数学 知 
识 就 足够 了 , 所 需要 的 只 是 兴趣 和 冷静 的 头脑 。 人 们 将 会 发 现 , 领 
咯 现代 数学 思想 的 这 些 令 人 鼓舞 的 概念 ， 就 象 热天 喝 冰 水 那样 使 
人 清新 , 象 一 切 艺术 那样 令 人 感 奋 。 

为 了 方便 阅读 , 重要 的 定义 都 在 必要 时 予以 重复 , 并 不 时 引证 
以 前 各 章 的 内 容 以 供 参考 。 

读者 无 需 按 各 章 的 顺序 阅读 。 事 实 上 , 那些 长 于 推理 ,具有 哲 
学 头脑 的 人 可 能 愿意 先 读 最 后 一 章 , 除了 为 适合 社会 背景 而 作 的 一 
些微 不 足 道 的 改变 以 外 ， 各 章 均 按 编 年 史 的 顺序 排列 。 

要 陈述 所 论 及 的 人 物 做 过 的 全 部 工作 是 不 可 能 的 ， 即 使 对 其 
中 著述 最 少 的 人 也 是 如 此 ， 在 为 普通 读者 写 的 书 中 试图 这 样 做 也 
不 适宜 ; 况且 , 其 至 过 去 时 代 比 较 伟 大 的 数学 家 的 大 量 工作 也 已 经 
包含 在 更 一 般 的 观点 中 , 现在 只 有 历史 意义 了 。 因 此 , 本 书 只 根据 
每 个 人 所 做 过 的 工作 在 现代 思想 中 的 独创 性 和 重要 性 ， 有 选择 地 
论述 了 一 些 引 人 注目 的 新 内 容 。 

在 选 出 来 陈述 的 论题 中 ， 我 们 可 以 提 及 下 面 一 些 可 能 会 使 普 
通读 者 感 兴 趣 的 部 分 ; 无 限 的 现代 学 说 (第 2 章 、 第 29 章 ); 数学 概 
率 论 的 起 源 (第 5 章 ); 群 的 概念 和 重要 性 (第 5 章 ); 不 变量 的 意 
义 (第 红 章 ); 非 欧 几 何 (第 16 章 和 第 14 章 的 部 分 内 容 ); 广义 相 
对 论 的 数学 起 源 ( 第 26 章 的 最 后 部 分 ); 普通 整数 的 性 质 (第 4 章 ) 
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及 其 现代 推广 (第 中 章 ); 所 谓 虚 数 一 一 如 MV 一 I 的 意义 和 用 处 
(第 14 章 ,第 19 章 ); 符号 推理 (第 23 章 )。 而 任何 人 想 要 了 解数 
学 方法 的 力量 , 特别 是 应 用 于 科学 的 力量 , 只 要 看 看 积分 是 怎么 回 
事 就 行 了 (第 2 章 ,第 6 章 )。 

现代 数学 始 于 两 大 进展 : 分析 几 何 和 积分 ， 前 者 明确 形成 于 
1637 年 , 后 者 约 1666 年 形成 , 但 直到 十 年 后 才 为 公众 所 接受 。 虽 
然 分 析 几 何 背后 的 想法 简单 而 幼稚 , 它 所 用 的 方法 却 非常 有 力 ,就 
连 普 通 十 七 岁 的 孩子 都 可 以 用 这 个 方法 证 明 出 足以 使 最 伟大 的 希 
腊 几 何 学 者 一 一 欧 几 里 得 ， 阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 奥 斯 一 一 感到 困 
惑 的 结果 。 最 后 提炼 出 这 个 伟大 方法 的 人 笛 卡 儿 ， 站 
实 而 吸引 人 的 一 生 。 

当 说 到 分 析 几 何 的 创立 应 归功 于 箭 卡 儿 时 ， 我 们 并 不 意味 着 
说 这 个 新 方法 全 盘 出 自 他 一 人 。 他 以 前 的 许多 人 都 曾 为 这 个 新 方 
法 的 建立 做 出 过 重大 贡献 , 但 只 是 到 了 笛 卡 儿 才 完成 了 最 后 一 步 ， 
确切 地 提出 了 这 一 新 方法 , 使 之 成 为 几何 证 明 、 发 现 与 发 明 的 有 效 
工具 。 但 即使 笛 卡 儿 也 必须 与 费 马 分 享 这 一 荣誉 。 

对 于 现代 数学 的 大 部 分 其 它 进 展 也 可 加 以 类 似 的 评论 。 一 个 
新 概念 可 能 对 许多 代 人 都 是 “在 天 上 的， 直至 某 
是 两 个 或 三 个 人 一 起 一 一 清楚 地 看 到 了 他 的 前 辈 未 曾 发 现 的 本 质 
细节 , 这 个 概念 才 终 于 形成 。 例如 , 有 时 人 们 说 ， 相 对 论 是 时 间 特 
地 为 闵可夫 斯 基 的 天 才 保 留 的 伟大 发 现 ， 但 事实 上 闵可夫 斯 基 并 
没有 创造 相对 论 , 创造 相对 论 的 是 爱 因 斯 坦 。 如 果 说 , 要 是 情况 不 
是 那样 , 某 某 人 可 能 已 经 做 了 这 件 或 那 件 事 , 这 种 说 法 是 毫 无 意义 
的 。 要 是 我 们 和 物质 世界 都 与 现在 不 同 的 话 , 我 们 中 的 任何 一 个 
无 疑 能 跳 上 月 球 , 但 事实 却 是 我 们 并 没有 做 这 一 跳 。 

不 过 , 在 其 它 例 子 中 , 一 些 伟 大 进展 的 荣誉 并 不 总 是 公正 地 归 
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于 应 得 的 人 ; 首次 以 比 创始 人 更 有 力 的 方式 应 用 一 个 新 方法 的 人 ， 
有 时 会 得 到 超过 他 所 应 得 的 荣誉 。 例 如 , 非常 重要 的 积分 , 其 情形 
似乎 就 是 如 此 。 阿 基 米 德 就 有 了 积分 由 之 产生 的 极限 和 的 基本 想 
法 , 他 不 仅 有 了 这 个 想法 , 而 且 表 明 他 能 应 用 它 。 阿 基 米 德 在 他 的 
一 个 问题 中 也 用 了 微 积分 的 方法 。 当 我 们 接近 十 七 世纪 牛顿 和 莱 
布 尼 兹 的 时 候 , 积分 的 历史 就 变 得 非常 复杂 了 。 在 牛顿 和 莱 布 尼 
效 使 这 一 新 方法 成 为 现实 以 前 , 它 并 非 仅 只 “在 天 上 ”; 费 马 实际 上 
已 经 知道 它 了 。 他 也 独立 于 笛 卡 儿 而 发 明了 坐标 几何 的 方法 。 尽 
管 有 诸如 此 类 不 容 置疑 的 事实 , 我 们 仍 将 按照 传统 , 给 每 一 个 伟大 
的 先驱 者 以 大 多 数 人 认为 应 该 归于 他 的 荣誉 ， 即 使 这 样 做 会 给 他 
以 超过 他 所 应 得 的 也 在 所 不 异 。 优 先 权 毕竟 渐渐 失去 了 它 的 令 人 
不 快 的 重要 性 , 这 是 由 于 我 们 在 时 间 上 已 经 远离 了 那些 人 , 在 他 们 
和 他 们 的 支持 者 活着 的 时 候 ,优先 权 是 剧烈 争吵 的 起 因 。 
水 * * 

当 从 未 见 过 数学 家 的 人 碰 到 某 位 数学 家 时 ， 他 们 可 能 会 相当 
惊讶 。 因 为 普通 读者 对 数学 家 这 类 人 较 之 对 其 它 任 何 脑力 劳动 者 
了 解 得 更 少 。 与 他 的 堂 兄弟 科学 家 相 比 ， 数 学 家 极 少 在 故事 中 担 
任 角 色 , 当 他 确实 在 小 说 或 银幕 上 出 现时 , 他 只 不 过 被 人 们 当做 完 
全 没有 常识 的 遵 遇 的 梦想 者 一 一 可 笑 的 配角 。 他 在 现实 生活 中 是 
哪 一 种 人 呢 ? 只 有 详细 了 解 一 些 伟大 的 数学 家 是 什么 样 的 人 , 他 们 
过 着 怎样 的 生活 ， 我 们 才能 知道 传统 的 数学 家 的 肖像 是 多 么 荒唐 
而 不 真实 。 

说 起 来 似乎 很 奇怪 ， 并 非 所 有 伟大 的 数学 家 都 是 学 院 或 大 学 
的 数学 教授 。 相 当 一 部 分 数学 家 是 职业 军人 , 其 它 人 是 从 神学 、 法 
律 和 医学 进入 数学 界 的 。 最 伟大 的 数学 家 之 一 甚至 象 不 正派 的 外 
交 官 那样 , 为 了 他 的 本 国 利益 而 撤 谎 。 有 一 些 根本 没有 职业 。 更 
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为 奇怪 的 是 , 并 非 所 有 的 数学 教授 部 是 数学 家 。 但 只 要 想 想 拿 着 
丰厚 的 薪金 的 一 般 诗 学 教授 与 在 阁楼 里 浆 馒 濒 死 的 诗人 之 闻 的 鸿 
沟 , 我 们 就 不 会 对 此 感到 惊讶 了 。 

数学 家 所 过 的 生活 至 少 表明 ， 他 们 与 任何 普通 人 一 样 一 一 有 
时 令 人 痛苦 地 感到 他 们 比 普通 人 更 普通 。 他 们 中 的 大 多 数 在 通常 
的 社会 交往 中 是 正常 的 。 当 然 , 数学 界 也 有 行为 古怪 的 人 , 但 百 分 
比 并 不 高 于 商业 界 或 其 他 行业 。 就 整体 而 言 ， 大 数学 家 是 一 些 具 
有 多 方面 才能 .精力 充沛 、 机 智敏 捷 、 对 数学 以 外 的 许多 事情 有 着 
浓厚 兴趣 的 人 ; 在 战斗 中 ,他 们 是 坚韧 不 拔 的 战士 。 一 般 说 来 数 
学 家 是 难 不 住 的 人 ; 他 们 对 所 接受 的 通常 都 能 给 以 优厚 的 回报 。 至 
于 其 它 方面 , 他 们 是 取得 巨大 成 就 的 天 才 , 与 他 们 的 有 天 分 的 同胞 
之 间 的 区 别 仅 在 于 想 要 研究 数学 的 不 可 抑制 的 冲动 。 有 时 数学 家 
也 是 (有 些 数学 家 在 法 国 仍然 是 ) 非 常 能 干 的 行政 官员 。 

大 数学 家 的 政治 观点 ， 从 反动 的 保守 主义 直至 急 进 的 自由 主 
义 无 所 不 包 。 作 为 一 类 人 , 他 们 的 政治 观点 略微 左倾 , 这 样 说 或 许 
是 正确 的 。 他 们 的 宗教 信仰 包括 从 最 狭隘 的 正教 一 一 有 时 落 入 最 
黑暗 的 偏执 一 一 直至 完全 怀疑 论 的 所 有 派别 。 他 们 中 的 一 些 人 对 
他 们 一 无 所 知 的 事情 固执 己见 .过 分 自信 , 但 大 多 数 人 宁愿 重复 伟 
大 的 拉 格 朗 日 的 话 “ 我 不 知道 。 

另 一 个 要 在 这 里 提 及 的 特点 是 大 数学 家 的 性 生活 ， 这 是 几 位 
作家 和 艺术 家 (一 些 来 自 好 莱 坞 ) 要 求 回答 的 问题 。 这 些 提问 者 特 
别 希 望 知道 有 多 少 大 数学 家 是 踢 落 者 一 一 这 或 许 是 一 个 有 些 粗 吕 
的 问题 , 但 在 关于 这 些 论题 已 有 了 一 些 偏见 时 , 有 足够 的 理由 给 以 
一 个 严肃 的 回答 。 答 案 是 : 一 个 也 没有 。 有 些 大 数学 家 过 着 独身 
生活 。 这 通常 是 由 于 经 济 捕 据 , 但 是 大 多 数 都 幸福 地 结 了 婚 , 并 以 
文明 的 .理智 的 方式 养育 自己 的 孩子 。 这 里 不 妨 顺 便 提 一 下 , 这些 
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孩子 通常 天 资 过 人 。 有 几 个 过 去 世纪 的 大 数学 家 还 曾 有 情妇 ， 屠 
是 他 们 所 处 时 代 的 风气 。 这 里 所 论 及 的 唯一 的 一 位 , 他 的 生活 可 
能 会 使 一 个 弗 洛 伊 德 主义 者 感 兴趣 的 数学 家 ,是 帕斯卡 。 

暂且 回 到 数学 家 的 银幕 形象 上 来 , 我 们 注意 到 ， 不 整洁 的 衣 
服 并 不 是 大 数学 家 们 的 一 成 不 变 的 服装 。 在 我 们 知之 其 详 的 漫长 
的 数学 史 中 ， 数 学 家 们 注意 自己 的 外 貌 恰 如 任 何其 它 类 型 的 人 一 
样 。 他 们 中 的 一 些 人 讲究 服饰 , 另 一 些 人 递 里 邂 允 , 而 大 多 数 人 穿 
着 得 体 , 不 引 人 注 意 。 如 果 今 天 有 人 一 本 正经 地 向 你 担保 他 是 一 
个 数学 家 , 而 他 喜欢 奇 装 异 服 ,车 长 发 ， 戴 黑色 的 墨西哥 阅 边 帽 或 
任何 其 它 出 风头 的 标志 , 那 你 可 以 满 有 把 握 地 打赌 , 他 是 一 个 心理 
学 家 变 成 的 命理 学 者 D。 

大 数学 家 的 心理 特征 是 人 们 很 感 兴趣 的 另 一 论题 。 在 稍 后 一 
章 中 , 席 加 莱 会 告诉 我 们 一 些 有 关 数 学 创造 方面 的 心理 学 。 除非 
心理 学 家 们 要 求 休战 , 在 他 们 之 间 统 一 看 法 , 否则 就 这 个 一 般 性 的 
问题 是 没有 多 少 好 说 的 。 就 整体 而 言 ， 大 数学 家 们 的 生活 与 那些 
陷于 普通 辛劳 中 的 人 们 的 生活 相 比 , 要 更 为 丰富 而 有 活力 , 这 个 丰 
富 并 不 完全 在 于 爱好 智力 上 的 探险 。 几 位 较 大 的 数学 家 曾经 历 过 
不 寻常 的 危险 和 激动 ， 他 们 中 的 一 些 人 是 难以 和 解 的 冤家 对 
头 一 一 或 者 争论 专家 , 这 其 实 还 是 一 样 。 他 们 中 的 许多 人 在 早年 就 
热衷 于 争吵 , 这 无 疑 应 受 严 责 , 但 仍然 很 近 人 人 情 ， 由 于 知道 了 这 一 
点 ， 他 们 经 历 了 优柔寡断 的 人 永远 体会 不 到 的 正如 虔诚 的 基督 孝 
徒 威廉 .布莱克 在 他 的 < 地 狱 的 能 言 > 中 所 说 的 ; “ 诅 忽 紧张 , 赞美 松 
驰 ”。 

这 把 我 们 引 到 了 这 样 一 个 方面 , 初 看 上 去 (从 这 里 所 论 及 的 几 
个 人 的 行为 ) 可 能 很 象 数 学 家 的 一 个 重要 特点 一 一 他 们 的 一 触 即 

@ 命理 学 者 指 按 出 生年 月 日 及 其 它 数字 测定 命运 的 人 。 一 一 详 者 
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发 的 坏 脾 气 。 从 这 几 个 人 的 生活 中 , 我 们 得 到 了 一 个 印象 : 大 数学 
家 较 常 人 更 容易 想象 别人 正在 惠 窃 或 者 旗 席 他 的 工作 ， 或 者 对 他 
不 够 尊敬 , 因而 就 为 恢复 想象 中 的 权利 而 争吵 。 这 些 理 应 超越 这 
种 争吵 的 人 , 似乎 特意 为 争夺 发 现 权 而 争吵 , 指责 他 们 的 竞争 者 到 
窃 。 我 们 将 会 看 到 足以 使 妃 求 真理 必然 使 人 诚实 这 种 说 法 黯然 失 
色 的 不 诚实 的 行为 , 但 是 我 们 不 会 找到 数学 会 使 脾气 变 坏 、 喜 欢 
争吵 的 明显 证 据 。 

另 一 个 同一 类 型 的 “心理 ”状况 更 令 人 不 安 。 嫉 妨 发 展 到 了 更 
高 的 程度 , 甚至 在 非 人 格 性 的 纯 数学 中 , 狭隘 民族 主义 和 国际 间 的 
妒忌 也 严重 地 阻碍 了 发 现 和 发 明 的 历史 , 以 致 在 一 些 重要 事例 中 ， 
几乎 不 可 能 查 明 事实 ， 或 就 某 个 独特 的 人 的 工作 对 现代 数学 思想 
的 重要 意义 作出 公正 的 评价 。 有 些 人 试图 不 带 偏见 地 记述 非 本 民 
族 或 非 本 国 的 科学 工作 者 的 生活 和 工作 ， 然 而 种 族 的 狂热 一 一 特 
别 是 近年 来 一 一 使 他 们 的 工作 变 得 复杂 而 难以 进行 。 

对 西方 数学 家 的 无 偏颇 的 记述 ， 包 括 对 于 在 错综复杂 的 发 展 
中 某 个 人 和 某 个 国家 的 贡献 的 公正 评价 , 只 能 由 中 国史 学 家 来 写 ， 
只 有 他 们 具备 必要 的 耐心 和 超脱 名 利 ， 去 理 清楚 被 离奇 古怪 地 焉 
曲 了 的 格局 ， 从 而 发 现 隐 藏 在 我 们 西方 各 种 各 样 的 自我 标榜 中 的 
真实 情况 。 

米 水 冰 

即使 把 我 们 的 注意 力 局 限于 数学 的 现代 阶段 ， 我 们 也 面临 着 
必须 设法 解决 的 选择 问题 在 指出 所 采取 的 解决 办 法 之 前 , 先 估计 
一 下 一 段 详尽 的 数学 史 所 需 的 工作 量 是 有 益 的 ， 其 规模 相当 于 政 
治 史上 任何 一 个 重要 的 时 期 , 比如 说 ,法 国 大 革命 或 美国 南北 战争 。 

当 我 们 开始 从 数学 史 中 理 出 一 条 特殊 的 线索 时 ， 我 们 很 快 就 
会 产生 一 种 诅 丧 的 感 党 : 数学 本 身 就 象 一 个 巨大 的 墓地 , 不 断 添 进 
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需要 水 和 久 纪念 的 新 死者 。 对 这 些 新 来 者 , 如 同 对 五 千年 前 为 永久 纪 


念 而 安 莫 在 里 面 的 那 少数 死者 一 样 , 必须 这 样 展示 , 以 使 他 们 似乎 
仍 保持 着 生前 充沛 的 活力 ; 事实 上 ， 必 须 造 成 这 样 的 幻 党 : 他 们 的 
生命 从 来 也 没有 终止 。 这 种 假象 必须 十 分 自然 ,甚至 挖掘 这 一 陵 
幕 的 最 多 疑 的 考古 学 家 也 会 为 之 感动 ， 而 与 活着 的 数学 家 们 一 起 
宣称 : 数学 真理 是 不 朽 的 ,不 可 磨灭 的 ; 昨天 如 此 , 今天 如 此 ,永远 
如 此 ; 它们 是 形成 永恒 真理 的 真正 材料 ,是 人 类 在 生 ., 死 和 衰退 的 
循环 往复 背后 移 见 的 永恒 。 事 实 可 能 确 是 如 此 ; 许多 人 , 特别 是 老 
一 代 的 数学 家 们 , 认为 正 是 如 此 。 

但 是 数学 史 的 单纯 旁观 者 不 久 就 会 被 数量 惊人 的 数学 发 现 所 
压倒 ， 这 些 数学 发 现 对 现代 工作 至 今 仍然 保持 着 它们 的 生命 力 和 
重大 价值 。 而 在 其 它 科 学 领域 里 ， 过 去 的 发 现 经 过 几 个 或 几 十 个 
世纪 后 , 就 不 再 保持 这 种 生命 力 了 。 

包罗 法 国 大 革命 或 美国 南北 战争 的 全 部 重要 事件 的 时 间 不 过 
一 百年 ; 其 中 ,值得 记载 下 来 以 资 纪 念 的 突出 人 物 也 不 过 五 百人 。 
但 是 , 当 我 们 回顾 历史 时 ， 就 我 们 所 知 ， 那 些 对 数学 至 少 做 过 一 项 
确定 贡献 的 人 ， 很 快 就 会 成 为 一 大 群 ， 六 千 至 八 千 个 名 字 拥 向 前 
来 , 要 求 我 们 以 言辞 使 他 们 免 于 泥 灭 ; 而 一 旦 认 出 了 其 中 的 主要 人 
物 , 决定 这 喧 喷 的 人 群 中 谁 将 被 允许 存留 ， 谁 将 判定 被 遗忘 ， 就 主 
要 是 一 个 武断 的 .无 意义 的 立法 问题 了 。 

在 描述 物理 科学 的 发 展 时 ， 这 个 问题 极 少 出 现 。 物理 学 的 发 
展 也 可 以 追 潮 到 远古 , 但 对 它们 中 的 大 多 数 , 只 需 三 百 五 十 年 的 时 
间 就 是 以 包括 对 现代 思想 有 重要 意义 的 一 切 了 。 但 是 如 果 有 人 试 
图 给 数学 和 数学 家 一 个 充分 ,全面 的 公正 评价 , 他 就 得 运用 他 可 能 
具有 的 才能 ， 对 六 千年 的 漫长 历史 中 那 多 达 六 千 至 八 千 的 一 大 群 
有 权利 提出 要 求 的 人 , 作出 辨别 和 公正 的 评价 。 
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当 接 近 我 们 自己 的 时 代 时 , 这 个 问题 变 得 更 令 人 绝望 了 。 这 并 
非 由 于 我 们 对 上 两 个 世纪 的 人 更 为 亲近 , 而 是 由 于 全 世界 (在 专业 
数学 家 中 ) 都 知道 的 事实 : 十 九 世 纪 ,延续 到 二 十 世纪 ,过 去 是 , 现在 
仍然 是 世界 所 知道 的 数学 上 最 伟大 的 时 代 。 与 光荣 的 希腊 人 对 数 
学 所 做 的 贡献 相 比 , 十 九 世 纪 的 数学 就 象 廉价 蜡烛 旁 的 能 触 舌 火 。 

什么 样 的 线索 能 指引 我 们 走出 众多 数学 发 现 的 迷宫 呢 ? 主线 
已 经 指出 ， 它 从 半 被 遗忘 的 过 去 一 直通 向 那些 至 今 仍 统治 着 广阔 
的 数学 王国 的 主要 概念 一 一 但 这 些 概念 本 身 可 能 明天 就 会 被 度 
弃 , 而 让 位 给 更 为 广泛 的 概括 。 沿 着 这 条 主线 , 我 们 将 越过 发 展 者 
而 特别 注意 创始 人 。 

对 于 任何 科学 的 进步 , 发 明 者 和 完善 者 都 是 必要 的 。 每 一 个 
探索 者 ,除了 他 的 “侦察 兵 ” 以 外 , 还 必须 有 追随 者 , 由 他 们 去 告知 
世界 他 发 现 了 些 什 么 。 但 是 对 人 类 的 大 多 数 来 说 , 公正 与 否 无 关 
紧要 。 首先 指出 新 途径 的 探索 者 更 引 人 注 目 ， 即 便 他 本 人 只 向 前 
跳 员 地 跨 出 了 半 步 。 因 而 我 们 将 追随 开创 者 而 非 发 展 者 。 幸 而 历 
史 是 公正 的 ,数学 上 大 多 数 开创 者 也 是 无 可 匹敌 的 发 展 者 。 

即使 有 了 这 样 的 限制 ， 那 些 还 没有 沿 着 从 过 去 通 到 现在 的 道 
路 行进 的 人 , 仍 会 感到 这 条 道路 并 非 总 是 明确 的 , 所 以 我 们 在 这 里 
扼要 地 说 明 贯 穿 整 个 数学 史 的 主线 究竟 是 什么 。 

从 最 早 的 时 期 开始 , 两 个 互相 对 立 、 有 时 又 互相 促进 的 趋势 就 
统治 着 数学 全 部 复杂 的 发 展 。 粗略 地 说 ， 这 些 就 是 离散 和 连续 。 

离散 力图 以 孤立 的 、 可 分 辩 的 单独 的 元 素来 描述 全 部 自然 和 
全 部 数学 , 这 些 单独 的 元 素 就 象 墙 上 的 砖 块 或 数字 1, 2, 3，……。 
连续 则 试图 按照 赫 拉 克利 特 @ 的 神秘 的 公式 “万 物 尖 流 ”来 理解 自 


@ 赫 拉 克利 特 ( 约 公元 前 640 一 一 公元 前 480 与 470 之 间 ), 古 希腊 唯物 主义 哲 
学 家 , 爱 菲 斯 学 派 的 创始 人 。 一 一 译 者 
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然 现象 一 -行星 的 轨道 , 电流 的 运动 , 潮汐 的 涨 落 ,以 及 许多 诱 使 
我 们 认为 我 们 懂得 自然 的 其 它 现象 。 今 天 (如 在 最 后 一 章 将 会 看 
到 的 )“ 流 动 *" 或 与 之 相等 的 “连续 ”是 如 此 含糊 不 清 , 以 至 几乎 失去 
了 意义 。 不 过 , 我 们 暂时 不 考虑 它 。 

在 直觉 上 我 们 感到 我 们 知道 “连续 运动 ”的 意义 一 一 如 一 只 鸟 
或 一 粒子 弹 之 穿 过 空气 ,或 者 一 个 雨滴 的 下 落 。 运 动 是 平滑 的 ; 它 
不 是 跳 腾 前 进 的 ; 它 是 不 断 开 的 。 在 连续 的 运动 ,或 更 一 般 地 在 连 
续 本 身 这 个 概念 中 ， 孤 立 的 数目 1，2, 3,…… 不 是 确切 的 数学 形 
象 -例如 , 一 条 直线 段 上 所 有 的 点 就 不 具有 数字 序列 1，2, 3,…… 
所 具有 的 那 各 鲜明 的 孤立 性 , 在 数字 序列 中 ， 从 一 个 成 员 到 下 一 个 


2 
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et 不 和 么 近 ,我 们 总 能 技 到 或 
pe 

当 后 者 一 一 连续 的 概念 , “无 后 继 性 ”一 一 以 牛顿 莱 布 尼 兹 及 
他 们 的 后 继 者 的 方式 发 展 时 , 它 就 导致 积分 学 的 广阔 领域 , 以 及 积 
分 对 科学 技术 , 对 今天 称 之 为 数学 分 析 的 一 切 的 数不胜数 的 应 用 。 
另 一 个 , 基于 二 2，3，…… 的 离散 模式 ， 则 是 代数 、 数 论 和 符号 逻 
辑 的 领域 。 几 何 学 兼 有 离散 和 连续 两 个 方面 。 

今天 数学 的 一 个 主要 任务 就 是 要 把 连续 和 高 散 熔 为 一 炉 ， 消 
除 各 自 的 含混 之 处 , 把 它们 包括 在 更 广泛 的 数学 之 中 。 

* 阔 炒 

强调 现代 数学 思想 , 而 极 少 提 及 迈 出 了 第 一 步 .也 许 是 最 困难 
的 一 步 的 先驱 者 们 ， 对 我 们 的 先辈 可 能 是 不 公平 的 。 但 在 十 七 世 
纪 以 前 数学 界 所 完成 的 一 切 有 用 的 东西 ， 几 乎 都 遭 到 了 这 样 两 个 
命运 ; 或 者 它 被 大 大 简化 , 以 致 现在 成 了 每 个 正规 中 学 课程 的 一 部 


J 
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分 , 或 者 它 早已 被 吸收 为 更 普遍 的 工作 中 的 细 目 。 

为 发 明 那 些 现在 视 为 常识 般 简 单 的 东西 一 一 例如 ， 我 们 写 数 
字 的 方式 , 它 的 值 的 “定位 系统 ”以 及 符号 零 的 引进 ， 后 者 最 终 完 
善 了 定位 系统 一 一 人 们 花费 了 难以 置信 的 劳动 。 其 至 更 简单 的 东 
西 , 包括 最 基本 的 数学 思想 -一 -抽象 和 概括 , 人 们 一 定 也 经 过 了 多 
少 个 世纪 的 斗争 才 设想 出 来 ， 然 而 , 它们 的 创始 人 已 经 潭 没 无 闻 ， 
他 们 的 生活 和 特点 没有 留 下 任何 痕迹 。 比 如 , 伯 特 兰 * 罗 素 曾 经 说 
过 : “一 定 经 过 了 许多 年 代 ， 人 们 才 发 现 了 一 对 野鸡 和 两 天 都 是 数 
字 二 的 例子 ”罗素 自 己 的 “二 ”或 任何 其 它 正 整 数 的 逻辑 定义 的 形 
成 , 大 约 经 过 了 二 十 五 个 世纪 的 文明 (将 在 最 后 一 章 论 及 )。 

还 有 ， 我 们 在 开始 学 习 几 何 时 就 (错误 地 ) 认 为 我 们 完全 了 解 
了 的 点 的 概念 ， 它 在 人 类 作为 一 个 艺术 的 、 润 穴 绘图 动物 的 生涯 
中 ， 一 定 出 现 得 很 晚 。 英国 的 数学 物理 学 家 拉 姆 . 替 勒 斯 就 曾 想 
要 “为 那些 把 数学 点 做 了 最 高 类 型 的 抽象 的 无 名 数学 发 明 者 竖 一 
座 纪念 碑 , 因为 这 种 抽象 从 -- 开 始 就 是 科学 工作 的 必要 条 件 ”。 

那么 , 究竟 是 谁 发 明了 数学 点 呢 ? 在 某 种 意义 上 是 兰 姆 的 被 忘 
却 了 的 人 ; 在 另 一 种 意义 上 , 是 欧 几 里 得 及 他 的 定义 ; “一 个 点 就 是 
既 无 大 小 也 无 长 度 ” 而 在 第 三 种 意义 上 是 笛 卡 儿 及 他 的 “点 的 坐 
标的 发 明 ; 直至 最 后 , 正如 一 些 专家 今天 在 几何 学 中 所 作 的 , 神秘 
的 “点 "被 一 些 更 为 有 用 的 东西 一 一 以 确定 次 序 写成 的 一 系列 数 
一 一 所 替代 。 它 们 把 被 忘却 了 的 人 和 他 全 部 永久 漂 没 了 的 神 联系 
在 一 起 。 

最 后 论 及 的 这 一 点 是 抽象 性 和 精确 性 的 现代 例子 ， 数 学 不 断 
向 这 两 个 方向 努力 , 不 过 ， 当 达到 了 抽象 和 精确 时 , 为 了 清楚 地 理 
解 就 要 求 更 高 程度 的 抽象 和 更 严格 的 精确 了 。 我 们 自己 的 “点 ”的 
概念 无 疑 会 发 展 成 为 一 种 更 为 抽象 的 东西 。 事 实 上 , 今天 用 以 描 
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述 点 的 那些 “ 数 ” 约 在 本 世纪 初 隐隐 约 约 地 化 入 纯 逻 辑 的 微 光 中 ， 
接着 它 又 似乎 消失 在 一 些 更 罕见 、 甚 至 更 不 具体 的 概念 中 。 

因此 , 如 果 说 亦 步 亦 趋 地 跟着 我 们 的 先辈 ， 是 了 解 他 们 的 、 或 
我 们 自己 的 数学 概念 的 唯一 途径 ， 这 种 说 法 不 一 定 确切 。 而 对 导 
致 我 们 现行 观点 的 这 条 道路 做 这 样 的 追溯 ， 它 本 身 无 疑 就 贷 有 趣 
味 。 但 是 从 我 们 现在 所 站 立 的 山顶 上 回顾 走 过 的 路 程 要 更 为 清晰 。 
走 错 的 步子 , 曲折 的 行踪 , 不 通 到 任何 地 方 的 道路 , 都 消失 在 远 处 ， 
只 看 见 条 条 宽广 的 大 路 笔直 地 通 向 过 去 , 在 那里 , 我 们 在 不 确定 性 
和 猜想 的 雾 中 迷失 了 它们 。 对 于 那些 高 大 的 身影 在 迷雾 中 隐约 显 
现 的 人 们 , 空间 、 数 、 甚 至 时 间 之 于 他 们 都 不 象 对 我 们 那样 重要 。 

纪元 前 六 世纪 的 某 个 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 人 可 能 吟 育 过, “' 视 
福 我 们 了 吧 , 神圣 的 数 , 神 和 人 缘由 汝 而 生 ”; 十 九 世纪 的 一 个 康德 学 
派 的 人 能 自信 地 把 “空间 ”作为 “ 纯 直 觉 ” 的 一 种 形式 ， 一 个 数学 天 
文学 家 能 在 十 年 前 宣称 ,宇宙 的 伟大 的 创造 者 是 纯 数 学 家 。 关于 
所 有 这 些 深奥 的 说 法 , 最 值得 注意 的 是 , 那些 并 不 比 我 们 轧 条 的 人 
们 竞 一 度 认为 它们 确 有 意义 。 

这 些 包 罗 万 象 的 概括 的 说 法 , 对 现代 数学 家 是 毫 无 疑义 的 。 然 
而 排除 数学 是 神 与 人 的 全 能 创造 者 的 说 法 ， 数 学 也 得 到 了 更 实在 
的 东西 , 即 对 于 它 本 身 和 它 为 人 类 创造 价值 的 能 力 的 信念 。 

我 们 的 观点 已 经 改变 一 一 并 且 仍 在 改变 中 。 对 笛 卡 儿 的 “给 我 
空间 和 运动 , 我 将 予 你 世界 ”的 说 法 , 今天 爱 因 斯 坦 可 能 会 反驳 说 
要 得 太 多 了 , 事实 上 这 个 要 求 是 毫 无 意义 的 ; 没有 一 个 “世界 ”一 一 
物质 一 一 就 既 不 会 有 “空间 ?也 不 会 有 “运动 "。 十 七 世纪 莱 布 尼 
效 关于 神秘 的 /一 工 说 过 ，“ 神 灵 在 分 析 的 奇 境 中 找到 了 一 个 卓越 
的 出 口 , 那 是 理念 的 预兆， 其 意义 在 存在 与 不 存在 之 间 , 我 们 称 之 
为 负 单 位 的 虚 [ 平 方 ] 根 ”。 为 了 消除 莱 布 尼 兹 这 种 狂 烈 的 .混乱 的 








欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 一 章 ”导言 15 


神秘 主义 ， 险 密 顿 在 十 九 世 纪 四 十 年 代 构造 了 一 个 任何 有 天 分 的 
儿童 都 能 理解 和 掌握 的 数 偶 , 这 个 数 偶 之 于 数学 和 科学 , 做 了 被 命 
错 名 的 “虚数 "所 曾 做 过 的 一 切 。 十 七 世纪 莱 布 尼 兹 的 “不 存在 就 
如 ABOC 那样 简单 地 有 了 一 个 “存在 。 

这 失去 了 什么 吗 ? 或 者 当 一 个 现代 数学 家 试图 通过 假想 的 方 
法 追逐 那个 难以 捉摸 的 “感觉 时 , 他 失去 了 什么 有 价值 的 东西 吗 ? 
无 线 电 波 的 发 明 者 海 因 里 希 " 赫 茨 把 这 种 感觉 描述 为 : “人 无 法 摆 
脱 这 样 的 感觉 : 这 些 数 学 公式 是 独立 存在 的 ， 有 他 们 自己 的 智能 ， 
它们 比 我 们 更 聪明 , 甚至 比 它们 的 发 现 者 还 聪明 , 我 们 从 它们 中 得 
到 的 超过 了 原来 放 进 它们 的 。 

每 一 个 称职 的 数学 家 都 会 了 解 赫 菊 的 感觉 ， 但 他 们 也 倾向 于 
相信 , 鉴于 发 现 了 大 陆 和 无 线 电波 , 也 就 发 现 了 电动 机 和 数学 来 做 
我 们 要 它们 做 的 事 。 我 们 仍 可 以 梦想 , 但 没有 必要 有 意 做 恶 梦 。 如 
果 确 如 查尔斯 达尔文 所 说 “数学 似乎 赋予 人 以 新 的 感觉 ”, 这 个 感 
党 就 是 升华 了 的 常识 ， 物 理学 家 和 工程 师 开 尔 文 勋 事 曾 声称 数学 
就 是 如 此 。 

与 其 各 柏拉图 一 起 声称 “上 帝 力 几何 学 家 “或 与 雅 可 比 一 起 声 
称 “ 上 帝 乃 算术 学 家 ”, 不 如 暂时 同意 伽利略 的 说 法 : “自然 界 的 大 
书 是 以 数学 符号 写 的 ”， 且 仅 此 而 已 ， 这 难道 不 更 接近 于 我 们 目 己 
的 思维 习惯 吗 ? 如 果 我 们 以 现代 科学 的 批判 腿 光 仔细 审视 自然 办 
的 大 书 上 的 符号 , 我 们 很 快 就 会 发 觉 , 正 是 我 们 自己 写 下 了 它们 。 
我 们 之 所 以 用 特殊 的 字体 ， 是 因为 我 们 创造 了 这 种 字体 来 适应 我 
们 自己 的 理解 力 。 也 许 有 一 天 ， 我 们 会 发 现 一 种 较 数学 更 富 于 表 
现 的 速记 法 ， 以 表达 我 们 对 物质 世界 的 感受 一 一 除非 我 们 接受 了 
科学 神秘 主义 者 的 教条 , 认为 一 切 都 是 数学 的 , 而 不 仅 只 是 为 了 我 
们 的 便利 才 以 数学 语言 描述 的 。 如 果 象 毕 达 哥 拉 斯 所 说 “ 数 统治 
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着 宇宙 数 也 只 是 我 们 对 王权 的 代表 , 因为 我 们 统治 着 数 。 

当 一 个 现代 数学 家 暂时 离开 他 的 符号 ， 而 与 其 它 人 交流 数学 
在 他 心中 激 起 的 感情 时 , 他 不 会 重复 毕 达 哥 拉 斯 和 琼斯 的 话 ,但 他 
可 能 引用 伯 特 兰 * 罗 素 在 四 分 之 一 世纪 前 所 说 的 : “正确 的 看 法 是 ， 
数学 不 仅 拥 有 真 ， 而 且 拥有 非凡 的 美 一 一 一 种 象 雕塑 那样 冷峻 而 
严 历 的 美 , 一 种 不 为 我 们 软弱 的 天 人 性 所 动 的 美 , 一 种 不 具有 绘画 和 
音乐 那样 富丽 堂皇 的 装饰 的 美 , 然而 又 是 极其 纯净 的 美 , 是 唯 有 最 
伟大 的 艺术 才 具 有 的 严格 的 完美 。 

男 外 一 个 熟悉 自 罗素 赞扬 数学 的 美 以 来 ， 我 们 关于 数学 的 
“ 真 的 概念 发 生 了 什么 情况 的 现代 数学 家 ， 可 能 会 提 及 一 些 人 在 
试图 了 解数 学 的 意义 时 所 得 到 的 “坚韧 的 耐力 ,而 引用 往 姆 斯 ' 汤 
姆 森 描 述 丢 勒 吕 的 卷首 插画 的 诗 名 (本 书 即 以 该 诗 结束 ), 如 果 某 个 


”献身 者 受到 责难 , 因为 在 许多 人 看 来 , 他 似乎 把 生命 耗费 在 对 一 种 


美的 自私 的 追求 上 ， 而 这 种 美 在 他 的 同胞 们 的 生活 中 没有 直接 的 
反映 ,那么 他 可 以 重复 庞 加 菜 的 话 “ 为 数学 而 数学 ”虽然 人 们 为 这 
个 公式 所 震惊 ,但 是 它 恰 如 为 活着 而 活着 一 样 ,即使 活着 只 是 受难 。 
水 * * 

为 了 估计 现代 数学 比 之 古代 已 经 取得 了 什么 样 的 成 就 ， 我 们 
可 以 先 看 与 1800 年 前 相 比 , 1800 年 后 所 做 的 大 量 数学 工作 。 最 
包罗 万 象 的 数学 史 要 算 莫 里 茨 * 康 托 尔 的 印刷 精确 的 三 大 卷 < 数 学 
史 >( 第 四 卷 与 合作 者 一 起 写成 , 为 前 三 卷 的 增补 )。 四 卷 共 约 三 千 
六 百 页 。 康 托 钛 所 写 的 只 是 一 个 发 展 的 概要 ; 没有 试图 详细 叙述 
所 论 及 的 各 项 贡献 ， 也 没有 解释 技术 术语 以 使 局 外 人 能 了 解 全 书 
的 内 容 ; 传记 部 分 极其 精炼 ; 该 书 系 为 受过 技术 训练 的 人 而 写 。 这 


Q@ 于 勒 (1471 一 1582): 德国 宗教 改革 运动 时 期 的 油画 家 , 版 画家 , 雕塑 家 。 建 筑 
家 。 一 一 译 者 
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部 历史 写 到 1799 年 一 一 正 是 现代 数学 开始 其 自由 发 展 之 前 。 如 


果 以 同样 规模 撰写 十 九 世 纪 的 数学 史 纲 ， 估 计 和 需要 康 托 尔 著作 篇 
幅 的 十 九 至 二 十 卷 , 也 就 是 说 , 大 约 一 万 七 千 页 。 按 这 个 比例 , 十 
九 直 纪 对 数学 知识 所 作 的 贡献 约 为 以 前 全 部 历史 上 所 作 贡 献 的 
五 倍 。 

1800 年 以 前 的 没有 起 点 的 时 期 , 清晰 地 分 为 两 部 分 。 这 个 分 
期 大 致 发 生 于 1700 年 , 主要 归功 于 父 萨 克 * 牛 顿 (1642 一 1727)。 牛 
顿 在 数学 上 的 最 大 对 手 是 菜 布 尼 兹 (1646 一 1716)， 按 照 莱 布 尼 兹 
的 说 法 , 到 牛顿 时 代为 止 的 全 部 数学 中 , 较为 重要 的 一 半 应 归功 于 
牛顿 。 这 个 估计 是 指 牛 顿 的 一 般 方法 的 力量 而 不 是 指 他 的 大 量 工 
作 。 人 们 至 今 仍 把 < 原理 ? 视 为 由 单独 一 个 人 对 科学 思想 所 作出 的 
最 大 的 贡献 。 

回溯 到 1700 年 以 前 的 时 代 , 我 们 发 现 第 一 个 可 以 与 之 相 提 并 
论 的 是 希腊 的 黄金 时 代 一 一 大 约 间隔 了 两 千年 。 再 回溯 到 公元 前 
600 年 以 前 , 我 们 很 快 地 进入 阴影 中 , 直到 古 埃 及 时 期 才 短暂 地 重 
见 光 明 。 最 后 我 们 来 到 了 数学 上 的 第 一 个 伟大 的 时 期 , 约 公元 前 
两 千年 , 出 现 于 幼发拉底 河流 域 。 

在 巴比伦 的 苏 美 尔 人 的 后 裔 ,看 来 是 数学 上 的 首 批 “现代 派 ， 
他 们 对 代数 方程 做 出 的 努力 ， 比 之 希腊 人 在 他 们 的 黄金 时 代 所 作 
的 一 切 , 镁 实 更 符合 我 们 所 知道 的 代数 精神 。 较 这 些 古 代 巴 比 伦 人 
的 注重 技巧 的 代数 更 为 重要 的 是 ， 他 们 认识 到 了 一 一 正如 他 们 的 
工作 所 表明 的 一 一 数学 上 证 明 的 必要 性 。 而 直到 不 久 以 前 , 人 们 还 
以 为 是 希腊 人 首先 认识 到 了 数学 命题 需要 证 明 。 巴 比 伦 人 的 这 一 
认识 是 人 类 迈 出 的 最 重要 的 一 步 不幸 的 是 这 一 步 走 得 太 时 了 , 以 
致 就 我 们 自己 的 文明 而 言 ， 它 没有 做 出 什么 特别 的 成 就 一 -除非 
希腊 人 有 意识 地 跟 上 来 ,而 这 点 他 们 完全 可 以 做 到 。 希腊 人 对 他 
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们 的 先辈 并 不 是 特别 慷慨 的 。 

那么 数学 有 四 个 伟大 的 时 代 , 巴比伦 时 代 , 希腊 时 代 ， 和 牛顿 时 
代 ( 给 1700 年 前 后 这 一 时 期 取 的 名 字 ), 和 最 近 的 、 始 于 1800 年 延 
续 至 今 的 时 代 。 称 职 的 裁判 者 们 把 最 后 一 个 时 期 称 为 数学 上 的 黄 
金 时 代 。 

今天 , 数学 发 明 ( 要 是 你 愿意 的 话 , 也 可 以 说 发 现 ) 比 以 往 更 有 
力 地 前 进 着 。 显 然 , 唯一 能 阻止 它 前 进 的 , 是 我 们 乐于 称 之 为 文明 
的 事物 的 总 崩溃。 如 果 那 一 天 来 到 ， 数 学 就 会 如 它 在 巴比伦 衰落 
后 那样 ,一连 许多 个 世纪 潜入 地 下 ; 但 是 如 果 如 人 们 所 说 ， 历 史 本 
身 会 再 现 , 那么 我 们 可 以 肯定 , 在 我 们 和 我 们 的 一 切 愚 钝 早已 被 孔 
却 以 后 , 春天 必 将 再 度 降 临 大 地 , 比 以 往 任何 时 候 更 为 清新 、 洁 净 。 
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艺 诺 、 欧 多 克 斯 和 阿 基 洲 德 


a 光荣 归于 希腊 ， 
人 辉煌 归于 罗马 。 





.A. 坡 19 

为 了 评价 我 们 自己 的 数学 的 黄金 时 代 ， 记 住 那些 很 久 以 前 就 
为 我 们 铺 平 了 道路 的 天 才 们 的 一 些 伟大 而 平凡 的 指导 思想 是 有 益 
的 。 我 们 将 浏览 三 个 古 希 腊 人 的 生活 和 工作 , 他 们 是 : 芝 诺 (Zeno， 
公元 前 495 一 435), 欧 多 克 斯 (Eudoxus， 公 元 前 408 一 355)， 和 阿 
基 米 德 (Archimedes, 公元 前 287 一 212)。 欧 几 里 得 要 到 很 晚 才 论 
及 , 那 时 他 最 好 的 工作 将 得 到 它 应 得 的 荣誉 。 

芝 诺 和 欧 多 克 斯 是 至 今 仍然 盛行 的 两 大 对 立 的 数学 思想 学 派 
的 代表 人 物 。 这 两 个 学 派 是 毁灭 性 的 批判 学 派 (Oritieal-destruo- 
革 Ye) 利 建设 性 的 批判 学 派 (Crifical-econstructive)。 二 者 都 具有 如 
他 们 在 十 九 、 二 十 世纪 的 后 继 者 所 有 的 那 种 敏锐 的 批判 头脑 。 这 个 
说 法 当然 可 以 倒 过 来 ， 数 学 分 析 一 一 无 限 和 连续 的 理论 一 一 的 现 
代 批 评 家 , 克 罗 内 克 (Kroneoker, 1823 一 1891) 和 布 劳 威 尔 (Brou- 
wer 1881 一 ), 如 同 芝 诺 一 样 古老 ， 连 续 和 无 限 的 现代 理论 的 创始 
人 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrasq,1815---1897) 、 戴 德 金 (Dedekind,， 
1831 一 :1916) 和 康 托 尔 (Qantor 18 吕 5 一 1918) 是 欧 多 克 斯 在 智力 上 
的 同 代 人 。 





20 
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阿 基 米 德 , 古代 最 伟大 的 智者 , 是 彻底 的 现代 派 。 他 和 牛顿 完 
全 可 以 互相 理解 。 要 是 阿 基 米 德 能 活 到 现在 ,去 听 数 学 和 物理 的 
研究 生 课程 , 那么 他 很 可 能 会 比 爱 因 斯 坦 、 玻 尔 、 海 森 堡 和 狄 拉克 
本 人 更 了 解 他 们 目 己 。 今 天 的 大 数学 家 们 依据 二 十 五 个 世纪 的 艰 
苦 努 力 赢 来 的 成 就 ， 允 许 他 们 自己 无 拘 无 永 地 自由 思考 来 铺 平 他 
们 的 道路 ; 而 在 所 有 古代 人 中 , 唯 有 阿 基 米 德 习惯 于 这 样 地 自由 思 
考 。 因 为 在 所 有 古 希腊 人 中 , 只 有 他 有 足够 的 才干 和 力量 , 去 跨 过 
AR 
道路 上 的 障碍 。 

全 部 历史 上 任何 三 个 “最 伟大 ”的 数学 家 的 名 单 都 将 包括 阿 基 
米 德 的 名 字 。 通常 与 他 相 联系 的 另外 两 个 名 字 是 牛顿 (Newton， 
1642 一 1727) 和 高 斯 (Gauss，17?7 一 -1855)。 要 是 考虑 到 在 这 些 巨 
人 各 自生 活 的 时 代 , 数学 与 物理 学 的 相对 的 富有 或 贫困 , 并 依据 他 
们 所 处 的 时 代 背 景 来 评价 他 们 的 成 就 ， 一 些 人 会 将 阿 基 米 德 排 在 
首位 。 要 是 古 希 腊 的 数学 家 和 科学 家 追随 阿 基 米 德 而 不 是 追随 欧 
几 里 得 .柏拉图 和 亚 里 士 多 德 , 他 们 可 能 在 两 千年 前 就 轻而易举 地 
进入 了 由 笛 卡 儿 (Deseartes, 1696 一 1650) 和 和 牛顿 在 十 七 世纪 黎 始 
的 现代 数学 时 代 ， 和 由 优 利 略 (Galileo, 1564 一 1642) 在 同一 世纪 
开辟 的 现代 物理 学 时 代 。 








在 这 三 个 现代 先驱 者 的 背后 ， 隐 隐 显 现 毕 达 哥 拉 斯 (Pytha- 
goras, 公元 前 569? 一 500? ) 半 神秘 的 身影 ， 他 是 神秘 主义 者 , 数学 
家 , 竭尽 了 全 力 的 大 自然 的 研究 者 ,“ 他 十 分 之 一 是 天 才 , 十 分 之 九 
是 纯粹 的 咬 语 者 ,他 的 生活 已 成 为 一 个 神话 ,充满 了 种 种 令 人 难以 
置信 的 传说 ， 但 是 除了 表达 他 用 以 推测 宇宙 的 希奇 古怪 的 数 一 一 
神秘 主义 number-mystioism) 之 外 ， 只 有 这 些 对 数学 发 展 有 重 
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要 意义 : 他 周游 埃及 , 从 祭司 那里 学 得 了 许多 , 相信 得 更 多 ; 访问 了 
巴比伦 , 重复 了 在 埃及 的 经 历 ; 在 南 意大利 的 克 罗 顿 建立 了 秘密 帮 
会 ， 从 事 高 度数 学 思 办 和 有 关 物 质 、 精 神 、 道 德 和 伦理 的 荒 廖 脐 
测 。 由 于 这 一 切 ， 他 做 出 了 可 列 入 数学 史上 最 伟大 之 林 的 两 个 贡 
献 。 根据 一 种 传说 ,政治 上 和 宗教 上 的 执 迷 者 们 鼓动 群众 弘 对 毕 
达 哥 拉 斯 试图 对 他 们 进行 的 说 教 ,在 他 的 学 派 中 炉 起 骚动 , 毕 达 哥 
拉 斯 死 于 动乱 中 。8Sio transit gloria mwmdi( 世 界 的 光荣 就 如 此 地 
消失 了 一 一 译 者 )。 

在 毕 达 哥 拉 斯 之 前 ， 人 们 并 未 清楚 地 认识 到 证 明 必须 由 假定 
开始 。 毕 达 哥 拉 斯 坚持 在 发 展 几何 时 需 首先 制定 “公理 ”, 或 称 “ 公 
设 ”, 其 后 的 全 部 发 展 将 通过 严密 的 .导向 公理 的 演绎 推理 来 进行 。 
根据 长 期 以 来 的 传统 看 法 , 他 是 这 样 做 的 第 一 个 欧洲 人 。 按照 现 
行 的 用 法 , 我 们 以 后 将 用 “公设 ”来 代替 “公理 ”因为 “公理 ”与 “不 
言 自明 的 , 必然 成 立 的 ”有 一 种 有 害 的 历史 联系 , 而 “公设 ”没有 这 
种 联系 ;一 个 公设 是 由 数学 家 本 人 而 并 非 由 全 能 的 上 帝 规 定 的 肯 

” 定 的 假设 。 

后 来 , 毕 达 哥 拉 斯 把 证 明 引 入 数学 , 这 是 他 最 伟大 的 功绩 。 在 
他 之 前 , 几何 学 主要 是 赁 经 验 得 出 的 规律 ,对 于 这 些 规律 之 间 的 相 
互联 系 , 没有 作 任何 明确 的 说 明 , 也 丝毫 没有 猜疑 到 这 些 规律 能 从 
一 些 数量 相对 少 的 公设 推出 。 证 明 ， 现 在 被 普遍 认为 是 理所当然 
的 数学 的 真正 精神 ， 我 们 甚至 很 难 想象 必然 先 于 数学 推理 的 原始 
阶段 是 什么 。 

毕 达 哥 拉 斯 的 第 二 个 突出 的 数学 贡献 ， 使 我 们 了 解 了 至 今 还 
存在 前 各 种 问题 。 这 就 是 发 现 了 普通 完全 数 1.3.3、……， 甚 至 对 
于 构造 他 所 知道 前 数学 的 初级 阶段 也 是 不 够 的 ， 这 使 他 遭 到 届 辱 
和 失败 。 在 作出 这 个 重大 发 现 之 前 ， 他 曾经 象 一 个 富有 灵感 的 先 
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知 那样 宣称 : 整个 自然 界 , 实际 上 整个 字 宙 ， 物 质 的 、 形 而 上 学 的 、 
精神 的 、 道 义 的 、 数 学 的 一 切 ,都 是 建立 在 正 整数 1.2.3、…… 的 
离散 模式 之 上 的 ， 只 能 按照 上 帝 给 予 的 这 些 砖 块 来 说 明 它 们 。 他 
确实 宣称 过 ,上帝 就 是 “ 数 ”。 这 里 的 数 , 他 指 的 是 普通 完全 数 。 这 
无 疑 是 一 个 卓越 的 概念 , 简单 而 美妙 , 但 它 的 无 用 如 同 柏拉图 等 人 
对 它 的 共鸣 一 样 ， 柏 拉 图 一 “上 帝 乃 几何 学 家 ”, 雅 可 比 一 “J 
帝 乃 算术 学 家 ”， 或 琼斯 一 一 “ 字 宙 的 建造 者 现在 开始 以 数学 家 的 
形象 出 现 ”。 一 个 顽固 的 数学 矛盾 毁坏 了 毕 达 哥 拉 斯 的 离散 哲学 、 
数学 和 形而上学 。 但 与 他 的 一 些 后 继 者 不 同 ， 他 在 力图 坎 制 败坏 
了 他 信念 的 发 现 而 未 获 成 功 之 后 ,最 终 接 受 了 失败 。 
打垮 了 他 的 理论 的 是 ; 不 可 能 找到 两 个 整数 , 使 其 中 一 个 的 平 
方 等 于 另 一 个 数 的 平方 的 二 倍 。 任何 学 过 几 星期 代数 的 人 ,甚至 
完全 理解 了 初等 算术 的 人 , 都 能 由 简单 地 推理 @ 证 明 这 件 事 。 事 实 
上 毕 达 哥 拉 斯 是 在 几何 中 栽 的 跟头 ， 一 个 正方 形 的 边 与 它 的 一 条 
对 角 线 之 比 ,不 能 表示 成 任何 两 个 整数 之 比 。 这 相当 于 上 述 关于 
整数 的 平方 的 陈述 。 换 一 种 形式 , 我 们 可 以 说 2 的 平方 根 是 无 理 
的 , 那 就 是 说 ， 它 不 等 于 任何 整数 或 十 进位 分 数 ， 或 由 一 个 整数 除 
另 一 个 整数 记得 的 整数 和 十 进位 分 数 之 和 。 因此 ， 即 便 简单 如 正 
方形 对 角 线 这 样 的 几何 概念 就 打败 了 整数 1, 2, 3,……， 否 定 了 早 
期 毕 达 哥 拉 斯 派 的 哲学 。 我 们 能 很 容易 地 构造 出 几何 上 的 对 角 线 ， 


® © 9 .0 eo 0 ss 0 oe 0 b ee 。 


了 无 理 数 和 无 限 ( 无 终止 ) 的 过 程 ， 它 们 似乎 引起 了 数学 家 们 的 注 
意 。 因此 , 二 的 平方 根 可 以 通过 中 学 所 教 的 方法 或 其 它 更 有 力 的 

@ 设 一 253， 此 处 不 失 一 般 性 , 设 a158 是 没有 大 于 工 的 公 因子 (这 样 一 个 因子 
能 够 从 方程 中 约 去 ) 的 整数 如 果 a 是 奇数 , 立刻 导致 矛盾 ， 因 为 322 是 偶数 ,如 果 a 是 
偶数 ,比如 说 是 2c, 那 么 4 一 22， 或 32 一 六 ， 所 以 2 是 偶数 ， 因此 05 有 公 因子 
这 又 导致 了 矛盾 。 
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方法 计算 到 所 要 求 的 任何 有 限 十 进位 小 数 ， 但 这 些 十 进位 小 数 永 
远 不 会 “重复 (例如 , 象 计 算 1/7 那样 ), 也 不 会 终止 。 由 于 这 个 发 
现 , 毕 达 哥 拉 斯 找到 了 现代 数学 分 析 的 主根 。 

由 这 个 简单 的 问题 引起 的 争端 ， 至 今 尚 未 找到 使 所 有 的 数学 
家 满意 的 解决 方式 。 这 些 问 题 涉及 到 无 限 ( 无 尽 的 、 不 可 数 的 ), 极 
限 和 连续 的 数学 概念 ， 而 这 些 概 念 是 现代 数学 分 析 的 基础 。 人 们 
一 再 认为 与 这 些 显然 不 可 缺少 的 概念 一 起 导入 数学 的 悖 论 和 巧 辩 
已 经 最 后 消除 了 ,但 它们 在 相隔 一 、 两 代 后 又 再 度 出 现 , 改头换面 ， 
但 仍 保 持原 来 的 内 容 。 我 们 将 在 当代 数学 中 遇见 这 些 问题 , 它们 
较 以 往 更 为 活跃 。 下 面 是 这 种 情况 的 一 个 极端 简单 、 直 觉 上 很 明 
显 的 图 形 。 

ee 好 双 /% 

O 4 办 / 2 2 

考虑 一 段 两 英寸 长 的 直线 , 想象 一 个 “点 在 它 上 面 “ 连 续 “ 运 
动 "。 引 号 中 的 词 就 是 困难 所 在 。 不 用 分 析 它 们 我 们 就 能 很 容易 
地 使 自己 相信 , 我们 画 出 了 它们 表示 的 意义 。 现在 记 直 线 的 左 端 
点 为 0, 右 端点 为 2。0 和 2 的 中 间 点 自然 标 以 1; 0 和 工 的 中 间 点 
标 以 1/ 多 0 和 1/2 的 中 间 点 标 以 1/4, 等 等 。 这 样 做 了 以 后 , 我 们 
可 以 同样 地 标 出 1/3、2/3、1”/s、1”/s3， 然 后 我 们 可 以 对 所 得 到 的 
每 一 个 小 线 节 做 更 小 的 等 分 。 最 后 “在 想象 中 , 我们 能 够 设想 这 
一 过 程 已 经 做 出 了 所 有 的 普 通 分 数 和 普通 的 大 于 0 小 于 2 的 数 ; 
概念 化 的 分 点 给 我 们 以 全 部 0 和 2 之 间 的 有 理 数 , 它们 是 无 穷 的 。 
可 是 它们 完全 “覆盖 了 整 条 直线 吗 ? 没有 。 2 的 平方 根 相应 于 哪 
一 个 点 呢 ? 没 有 这 样 的 点 , 因为 这 个 平方 根 不 能 由 任 一 整数 除 另 一 
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整数 得 到 。 但 是 2 的 平方 根 明显 的 是 某 种 “ 数 ”@ ,表示 它 的 点 落 在 


@ 这 样 一 个 假设 的 固有 缺陷 是 明显 的 。 
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1. 和 1 和 1.42 之 间 的 某 个 地 方 ， 我 们 能 尽 可 能 近 地 限 制 它 。 为 了 
盖 满 整 条 直线 , 我 们 不 得 不 想象 或 发 明 出 较 有 理 数 无 限 多 的 “ 数 ” 
那 就 是 说 , 如 果 我 们 认为 直线 是 连续 的 , 并 且 要 求 直 线 上 的 每 一 个 
点 都 对 应 于 一 个 , 且 仅 有 一 个 “实数 ”的 话 。 同样 的 想象 可 以 用 于 
整个 平面 或 者 更 多 的 方面 。 但 暂时 这 已 经 足够 了 。 
诸如 此 类 的 简单 问题 不 久 就 导致 了 非常 严重 的 困难 。 鉴 于 有 
这 些 困难 ， 希 腊 人 (如 同 我 们 一 样 ) 分 成 了 两 个 不 可 调和 的 派别 ; 
一 个 派别 停滞 在 它 的 数学 道路 上 ， 拒 绝 继续 前 进 走向 分 析 学 一 一 
微 积 分 学 , 当 我 们 论述 到 它 时 , 将 加 以 阐述 ， 另 一 个 派别 试图 克服 
困难 , 并 且 自 认 为 它 已 经 做 到 了 这 一 点 。 那些 停滞 不 前 的 人 几乎 
没有 再 犯 什么 错误 , 但 也 同样 没有 发 现 多 少 真理 ; 而 那些 继续 前 进 
的 人 却 发 现 了 大 量 对 数学 和 一 般 的 合理 思想 都 具有 高 度 意义 的 东 
西 , 不过, 正 象 在 我 们 这 一 代 中 所 发 生 的 一 样 , 其 中 的 一 些 可 能 痢 
到 毁灭 性 的 批判 。 从 最 早期 开始 , 我 们 就 遇见 了 这 样 明显 对 立 的 两 
种 类 型 一 类 是 自 认 为 谨慎 的 人 , 他 们 由 于 脚下 的 大 地 震动 而 蹲 路 
不 前 , 另 一 类 是 勇敢 的 先驱 者 , 他们 跳 过 裂 鲜 去 寻宝 ， 而 在 彼岸 更 
为 安全 。 我 们 首先 来 看 看 一 个 拒绝 一 跳 的 人 。 就 其 思想 的 深刻 和 
24 敏锐 方面 来 说 , 在 我 们 进入 二 十 世纪 遇 到 布 劳 威 尔 以 前 , 我 们 不 会 
碰 到 能 与 他 匹敌 的 人 。 


厄 里 亚 城 的 芝 诺 (公元 前 495 一 4835) 是 数学 家 帕 门 尼 茨 的 朋 
友 , 在 与 他 的 保护 人 一 起 访问 雅典 时 , 他 发 明了 四 个 简单 的 悖 论 ， 
把 一 些 自 鸣 得 意 的 哲学 家 们 震惊 得 不 知 所 措 ， 他 们 无 法 以 言辞 来 
消除 这 些 悖 论 。 据 说 芝 诺 是 一 个 自学 成 才 的 乡村 孩子 。 我 们 并 不 
想 决 定 他 发 明 这 些 悖 论 的 目的 一 一 权威 们 对 此 有 各 种 各 样 不 同 的 
看 法 一 一 我 们 将 仅仅 叙述 它们 。 从 这 些 悖 论 中 可 以 很 清楚 地 看 出 ， 
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芝 诺 会 反对 我 们 刚才 论 及 的 二 英寸 长 直线 的 “无 限 连续 ”的 分 割 。 
这 反映 在 他 的 前 两 个 悖 论 中 。 这 两 个 眉 论 是 : 两 分 法 悖 论 (Dicho- 
tomy) 和 阿 基 里 斯 (Achilleg, 希腊 的 神 行 太 保 一 一 译 者 ) 起 论 。 不 
过 , 后 两 个 蛋 论 表明 , 他 会 同样 激烈 地 反对 根 反 的 假设 ， 即 直线 不 
是 “无 限 可 分 ”的 , 而 是 由 可 以 用 1.2、3、…… 来 数 尽 的 离散 点 组 成 
的 。 全 部 四 个 悖 论 构成 了 一 堵 铁 墙 ,阻挡 了 一 切 进 步 的 可 能 。 

第 一 , 二 分 法 导论 。 运 动 是 不 可 能 的 , 因为 运动 的 物体 在 到 达 
目的 地 之 前 必须 到 达 路 程 的 中 间 点 , 而 在 它 到 达 中 间 点 之 前 , 它 又 
必须 到 达 路 程 的 四 分 之 一 点 , 等 等 , 没有 穷尽 。 因 此 运动 甚至 永远 
不 能 开始 。 

第 二 , 阿 基 里 斯 悖 论 。 奔 跳 中 的 阿 基 里 斯 永远 也 不 能 超过 在 他 


前 面 慢 慢 代行 的 乌龟 ,因为 他 必须 首先 到 达 乌 旬 的 出 发 点 ,而 当 他 
到 达 那 一 点 时 , 乌龟 又 向 前 假 了 , 所 以 仍 在 他 前 面 。 重复 这 个 论点 ， 
我 们 很 容易 看 出 乌龟 总 是 在 前 面 。 

现在 看 另 一 方面 。 

箭 的 榨 论 ， 飞 矢 在 任何 瞬间 都 是 既 非 静止 也 非 运动 。 如 果 瞬 
刻 是 不 可 分 的 , 箭 就 不 能 运动 , 因为 如 果 它 动 了 , 瞬 刻 就 立即 是 可 
分 的 了 。 但 是 时 间 由 瞬 刻 组 成 , 如 果 科 在任 一 瞬 刻 都 不 动 , 它 在 任 
何 时 间 内 也 不 能 动 , 因此 它 总 是 保持 静止 。 


操场 悖 论 。“ 为 了 证 明 一 半 的 时 间 可 以 等 于 两 倍 的 时 间 , 考虑 


三 行 物体 ， - 
位 置 一 位 置 二 
(A) 0000 (A) 0000 
(B) 0000 (B) 0000 
(0) 0000 (O) 0000 


位 置 二 中 的 一 个 (4) 静止 ,而 其 它 两 个 (B).(0) 以 等 速 向 相反 方向 
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运动 。 当 它们 都 在 路 程 中 的 同一 距离 时 , (B) 通 过 (A) 中 的 一 个 物 
体 时 就 将 通过 (0) 中 的 两 个 物体 ,因此 它 通过 (A) 的 时 间 是 它 通过 
(0) 的 时 间 的 二 售 。 但 (B) 和 (0) 到 达 (A) 的 位 置 所 需 的 时 间 相 同 。 
因此 两 倍 的 时 间 等 于 一 半 的 时 间 ”"。 ( 伯 内 特 的 译文 )。 把 (A) 想 
象 为 圆柱 形 的 栅栏 有 助 于 理解 。 

以 非 数学 语言 说 出 的 这 些 问题 ， 就 是 早期 探索 连续 和 无 限 的 
人 们 所 碰 到 的 困难 。 在 约 二 十 年 前 写成 的 书 中 , 人 们 认为 : 就 象 欧 
多 元 斯 .维尔 斯 特 拉 斯 和 戴 德 金发 明 的 “无 理 数 (诸如 2 的 平方 根 ) 
那样 ， 由 康 托 尔 创 立 的 “无 限 的 正确 理论 已 经 一 劳 永 逸 地 解决 了 
所 有 这 些 困 难 。 这 样 一 个 论述 在 今天 无 法 为 数学 思想 的 各 个 学 派 
所 接受 。 所 以 , 在 详细 讲述 芝 诺 的 同时 , 我 们 事实 上 也 正在 讨论 我 
们 自身 。 希 望 进 一 步 了 解 他 的 人 , 可 以 参阅 柏拉图 的 《 巴 门 尼 德 
篇 >, 我 们 要 说 的 只 是 ， 芝 诺 最 后 由 于 叛国 罪 或 诸如 此 类 的 事 丢 了 
脑袋 。 接 下 去 , 我 们 将 论述 那些 没有 由 于 他 的 论点 丢 了 脑袋 的 人 。 
那些 仍然 支持 芝 诺 的 人 对 数学 的 进展 所 作 甚 微 ， 但 是 他 们 的 后 继 
者 们 却 做 了 许多 撼动 数学 基础 的 事情 。 


克 尼 杜 斯 的 欧 多 克 斯 (公元 前 408 一 355) 继承 的 仅 | 只 是 芝 诺 
留 给 世界 的 一 片 混乱 6 和 不 凸 一 个 在 数学 上 留 下 了 印迹 的 人 一 样 ， 
欧 多 死 斯 青年 时 代 饱 受 极 度 贫 穷 之 苦 。 欧 多 克 斯 在 世 时 , 柏拉图 
正当 盛 年 , 当 欧 多 克 斯 去 世 时 , 亚 里 士 多 德 年 约 三 十 岁 。 柏 拉 图 和 
亚 里 士 多 德 这 两 位 古代 最 主要 的 哲学 家 ， 对 于 芝 庄 注入 数学 推理 
中 的 疑义 都 很 担心 ; 而 欧 多 克 斯 在 他 的 比例 理论 一 一 “希腊 数学 的 
王冠 一 一 中 , 试图 解释 这 些 疑 义 ， 他 的 解释 一 直到 十 九 世纪 的 最 
后 二 十 五 年 仍 在 起 作用 。 

欧 多 吏 斯 年 轻 时 从 太 兰 吐 姆 移居 雅典 ， 在 那里 他 就 学 于 第 一 
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流 的 数学 家 行政 官员 、 军人 阿 基 塔 斯 (Archytas， 公 元 前 428 一 
347) 。 到 达 雅 典 后 , 欧 多 克 斯 很 快 就 遇见 了 柏拉图 。 由 于 他 很 穷 ， 
无 法 住 在 柏拉图 的 学 园 附 近 , 他 就 每 天 从 比 雪 埃 夫 斯 往返 颇 涉 ,在 
比 雪 埃 夫 斯 , 鱼 和 橄榄 油 很 便宜 , 住处 也 很 容易 找到 。 

虽然 从 技术 意义 上 说 , 柏拉图 不 是 数学 家 。 但 人 们 称 他 为 "“ 数 
学 家 的 创造 者 ” 无 可 否认 的 是 ， 他 确实 刺激 了 许多 比 他 高 明 得 多 
的 数学 家 去 创造 一 些 真 实 的 数学 。 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 他 对 数学 
发 展 的 总 的 影响 可 能 是 有 害 的 。 但 他 确实 看 出 了 欧 多 克 斯 的 才能 ， 
并 成 为 他 忠实 的 朋友 ， 只 是 到 了 后 来 他 开始 对 他 这 个 才华 横 游 的 
受 保护 者 产生 了 类 似 巡 妒 的 情感 , 才 终 断 了 友谊 。 据说 柏拉图 和 
欧 多 克 斯 曾 一 起 去 埃及 旅行 。 如 果 确 系 如 此 ,那么 欧 多 克 斯 似乎 
不 象 他 的 前 辈 毕 达 哥 拉 斯 那样 轻信 ; 然而 柏拉图 却 知 下 了 大 量 东 
方 数 -神秘 主义 , 并 受 了 它 的 影响 。 欧 多 克 斯 发 现 自己 在 雅典 不 受 
欢迎 ， 最 后 在 息 稳 卡 斯 (OQyzious， 小 亚细亚 北部 的 地 名 一 一 译 者 ) 
定居 .教学 , 并 在 那里 度 过 余生 。 他 研究 医学 , 除数 学 之 外 , 还 开业 
行医 并 担任 议员 。 好 象 所 有 这 些 还 不 够 他 忙 的 , 他 又 认真 研究 天 
文学 , 并 作出 了 突出 的 贡献 。 他 的 科学 观 较 他 那些 拘泥 文字 , 卖弄 
大 道理 的 同 代 人 要 领先 几 个 世纪 。 象 爷 利 略 和 牛顿 一 样 , 他 轻视 
无 法 用 观察 和 经 验 来 验证 的 关于 物理 世界 的 推测 。 他 曾经 说 过 ; 
要 是 能 通过 到 达 太 阳 去 确定 太阳 的 形状 .大 小 和 性 质 , 他 愿 愉快 地 
分 享 法 厄 同 @ 的 命运 ,但 在 此 期 间 他 不 愿 睹 猜 。 

我 们 可 以 从 一 个 很 简单 的 问题 了 解 到 欧 多 克 斯 都 做 了 些 什 
么 。 我 们 用 长 乘 宽 来 算 一 个 矩形 的 面积 。 这 虽然 听 起 来 明白 多 懂 ， 
但 除非 这 两 条 边 都 可 以 用 有 理 数 来 度量 , 否则 会 引起 严重 的 困难 。 


@ 法 厄 同一 一 希腊 神话 中 太阳 神 赫 利 俄 斯 之 子 ， 曾 驾驶 其 父 之 日 轮 马车 , 几 将 
地 球 毁 于 大 火 , 最 后 自己 三 身 火 海 。 一 一 译 者 
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略 过 这 些 特殊 的 困难 ， 我 们 在 如 下 一 类 最 简明 的 问题 中 以 更 明显 
的 形式 看 看 它们 。 这 类 问题 是 : 求 一 条 曲线 的 长 度 , 或 一 个 曲面 的 
面积 , 或 者 由 曲面 所 围 成 的 体积 。 
任何 想 要 检验 自己 的 数学 才能 的 年 轻 天 才 ， 可 以 试 着 去 设想 
一 个 方法 来 解决 这 类 问题 。 倘 车 他 从 来 没有 在 中 学 里 学 过 怎样 作 ， 
他 如 何 着 手 严格 地 证 明 已 知 半径 的 圆 的 周 长 公 式 呢 ?不 论 是 谁 , 只 


. 要 完全 靠 自 己 的 力量 做 到 了 这 件 事 ， 就 有 资格 自称 为 第 一 流 的 数 


学 家 。 一 离开 由 直线 或 平面 所 界 的 图 形 ， 我 们 立刻 就 间 入 了 和 连续 
的 全 部 问题 、 无 限 的 恋 和 无 理 数 的 混乱 之 中 。 欧 多 克 斯 设计 了 第 
一 个 逻辑 上 令 人 满意 的 处 理 这 些 问题 的 方法 , 欧 几 里 得 在 他 的 < 原 
理 ?第 五 篇 中 , 为 处 理 这 些 问题 又 重新 做 出 了 这 一 方法 。 欧 多 克 斯 
在 他 用 于 计算 面积 和 体积 的 穷 竟 法 中 , 表明 我 们 无 需 假定 “无 穷 小 
量 ” 的 存在 。 就 数学 目的 而 言 ,能 够 通过 对 一 个 给 定量 的 连续 分 割 
得 到 尽 可 能 小 的 量 就 足够 了 。 

在 结束 对 欧 多 克 斯 的 论述 之 前 ， 我 们 要 令 述 他 关于 等 比例 的 
划时代 的 定义 ， 这 个 定义 使 数学 家 们 可 以 象 对 有 理 数 那样 严密 地 
处 理 无 理 数 。 这 实际 上 是 无 理 数 的 一 个 现代 理论 的 起 始点 。 

“ 称 四 个 量 的 第 一 个 和 第 二 个 之 比 与 第 三 个 和 第 四 个 之 比 相 
等 , 如 果 取 第 一 个 和 第 三 个 量 的 任何 相同 的 倍数 [同一 倍数 ], 第 二 
个 和 第 四 个 量 的 任何 其 它 的 相同 倍数 后 , 从 第 三 个 量 的 倍数 大 于 、 
等 于 或 小 于 第 四 个 量 的 倍数 ， 便 有 第 一 个 量 的 倍数 对 第 二 个 量 的 
倍数 的 相应 关系 ”。 

在 那些 尚未 提 到 的 、 他 们 的 工作 影响 到 1600 年 以 后 的 数学 的 
希腊 人 中 ， 只 有 阿波 罗 尼 奥 斯 有 必要 在 这 里 提 及 。 阿波 罗 尼 奥 其 
(Apolloning, 公 元 前 260? 一 200?) 以 欧 几 里 得 的 方式 一 一 至 今 仍 用 
来 教 不 幸 的 初学 者 的 方式 一 一 发 展 几何 ， 使 它 远 远 超过 了 哆 几时 
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得 (Buolid, 公元 前 330? 一 295?) 留 下 的 状态 ,阿波 罗 尼 奥 斯 作为 一 
个 这 一 类 型 的 几何 学 家 一 一 一 个 综合 的 “ 纯 ” 几 何 学 家 一 一 在 十 九 
世纪 的 斯 坦 纳 以 前 是 无 与 匹敌 的 。 

如 果 用 平面 去 截 一 个 通过 它 的 顶点 向 两 方 无 限 延 伸 的 圆锥 ， 
那么 平面 在 锥 面 上 截 出 的 曲线 称 为 区 锥 曲线 。 贺 锥 曲线 有 五 种 可 
能 的 类 型 椭圆; 双 曲线 ,包括 两 个 分 支 ; 抛物 线 ， 抛射 体 在 空中 的 
轨道 ; 圆 ; 和 两 条 相交 的 直线 。 根 据 柏拉图 的 公式 , 椭圆 、 双 曲线 和 
抛物 线 是 “机 械 曲 线 ” 那 就 是 说 ,不 能 只 用 尺 规 D 画 出 这 些 曲 线 , 尽 

管 这 些 工 具 可 以 画 出 这 些 曲线 中 任意 一 条 上 的 任意 数目 的 点 。 阿 


> OO 


两 条 相交 的 直线 


< 


双 曲 线 


了 曲线 的 几何 推进 到 高 度 完美 的 境 
地 , 在 十 七 世纪 和 以 后 的 几 个 世纪 的 天 体力 学 中 , 这 种 几何 被 证 明 
是 最 为 重要 的 。 确实 , 尽管 开 普 勤 以 他 关于 行星 轨道 的 费力 而 精 


Q@@ “ 尺 规 ” 两 字 是 按 习惯 说 法 译 的 。 这 里 “ 尺 ”的 字面 意义 是 “ 直 边 ”, 应 旦 解 为 没 
有 刻度 的 尺 。 一 一 译 者 
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一 一 一 一 


确 的 计算 , 为 万 有 引力 的 出 现 铺 平 了 道路 , 但 要 是 希腊 的 几何 学 家 
们 没有 走 在 开 普 勤 之 前 , 牛顿 就 不 一 定 能 发 现 他 的 万 有 引力 学 说 。 


在 后 期 希腊 人 和 中 世纪 的 阿拉 伯 人 中 ， 阿 基 米 德 似乎 获得 了 
如 同 十 七 、 十 八 世纪 牛顿 和 十 九 世 纪 高 斯 在 他 们 的 同 代 人 和 追随 
者 中 间 所 获得 的 同样 的 敬 生 和 尊崇 。 阿 基 米 德 是 他 们 中 间 的 无 可 
争辩 的 首领 ,是 “长 老 ` “智者 ”"“ 大 师 ”"“ 伟 大 的 几何 学 家 ”。 回 忆 
他 所 处 的 年 代 , 他 生活 在 公元 前 287 一 212 年 。 由 于 普 卢 塔 克 ,， 我 
们 对 阿 基 米 德 的 死 比 对 他 的 生 知道 得 更 多 。 有 代表 性 的 历史 传记 
家 普 卢 塔 克 明显 地 认为 这 位 数学 之 王 在 历史 上 还 不 如 罗马 军人 马 
塞 拉 斯 重要 , 在 他 的 < 传记 集中 , 关于 阿 基 米 德 的 记述 少 得 就 象 一 
大 块 三 明治 中 的 一 片 薄 藻 的 火腿 ， 这 样 做 或 许 是 不 公平 的 。 然而 
阿 基 米 德 正 是 马 塞 拉 斯 今天 仍 为 人 们 所 记忆 一 一 和 名 驾 一 一 的 主 
要 原因 。 在 阿 基 米 德 的 死 中 , 我 们 将 看 到 愚笨 而 实际 的 文明 施加 
于 它 所 毁灭 的 更 为 伟大 的 事物 上 的 第 一 次 影响 一 -已 经 半 挫 筑 了 
迦 太 基 的 罗马 , 由 于 胜利 而 得 意 忘 形 , 由 于 勇猛 而 披 上 了 帝王 的 紫 
袍 , 进犯 希腊 , 毁坏 了 它 那 脆弱 的 美 。 

阿 基 米 德 在 身心 两 方面 都 是 一 个 贵族 。 他 是 天 文学 家 菲 迪 阿 
斯 的 儿子 , 出 生 于 西西 里 的 叙 拉 十 , 据说 他 与 叙 拉 古 的 专制 统治 者 
(或 称 国 王 ) 希 耶 隆 二 世 有 亲缘 关系 。 无 论 如何 , 他 与 希 耶 隆 及 其 
子 盖 隆 关系 密切 , 他 们 两 人 都 对 这 位 数学 家 之 王 有 很 高 的 赞誉 。 阿 


基 米 德 本 质 上 的 贵族 气质 表现 在 他 对 今天 称 为 应 用 科学 的 学 科 的 


态度 上 。 虽 然 我 们 认为 他 即使 不 是 历史 上 最 伟大 的 机 械 学 的 天 才 ， 
也 是 最 伟大 的 机 械 学 的 天 才 之 一 。 但 作为 贵族 的 阿 基 米 德 对 自己 


.的 种 种 实用 的 发 明 却 十 分 轻视 。 从 某 种 观点 看 来 ,他 这 样 做 是 有 


道理 的 。 可 以 就 阿 基 米 德 对 应 用 机 械 学 的 贡献 写 出 几 本 书 ; 但 从 
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我 们 自己 对 机 械 学 的 有 偏见 的 观点 看 来 , 这 项 工作 尽管 伟大 , 比 之 
他 对 纯 数学 所 作 的 贡献 却 相形 见 抽 。 我 们 首先 来 看 看 关于 他 的 一 
些 已 知 的 事实 和 关于 他 的 品格 的 传说 。 

根据 传说 , 按照 伟大 的 数学 家 应 该 是 什么 样子 的 流行 观念 , 阿 
基 米 德 是 一 个 完美 的 范例 。 当 他 沉浸 在 数学 中 的 时 候 , 他 象 牛顿 
和 哈密 顿 一 样 连 吃饭 也 忘记 了 。 在 对 待 穿着 的 不 经 意 方面 ,他 其 
至 超过 了 牛顿。 他 在 洗澡 时 ,观察 到 自己 浮 起 的 身体 , 因而 作出 了 
他 著名 的 发 现 ; 物体 在 液体 中 减轻 的 重量 , 等 于 它 所 排出 的 液体 的 
重量 , 于 是 , 他 跳出 了 浴盆 ,一丝不挂 地 跑 过 叙 拉 古城 的 大 街 , 高 喊 
着 “做 勒 卡 , 依 勤 卡 ! (找到 了 , 找到 了 ! 一 一 古 希腊 语 )。 他 所 发 现 
的 就 是 流体 静 力学 的 第 一 个 规律 。 据说 ， 有 一 个 不 忠实 的 金 匠 在 
给 希 耶 隆 做 的 金冠 中 掺 了 银 , 这 位 暴君 怀疑 到 了 这 个 欺诈 行为 ,就 
请 阿 基 米 德 设法 鉴定 。 任 何 一 个 中 学 生 都 知道 如 何 通 过 一 个 简单 
的 实验 和 一 些 关 于 比重 的 简单 计算 来 解决 这 个 问题 ,对 今天 的 ( 美 
国 ) 海 军 学 校 的 二 年 级 学 生 和 造船 工程 师 来 说 ,“ 阿 基 米 德 原理 ”和 
它 大 量 的 实际 应 用 是 很 有 用 的 ， 但 是 第 一 次 看 透 了 这 些 原 理 的 人 
却 有 着 非凡 的 洞察 力 。 人 们 不 确切 知道 金 区 是 否 有 罪 由 于 这 个 
传说 , 通常 认为 他 是 有 罪 的 。 

阿 基 米 德 的 另 一 个 流传 了 许多 世纪 的 感叹 语 是 “给 我 一 个 支 
点 , 我 就 能 移动 地 球 ”。( 他 用 的 是 多 里 斯 地 区 的 希腊 方言 : ma B65 
kal xiwv@ Thv yav)。 他 这 样 夺 口 是 因 为 他 本 人 也 为 自己 发 现 的 杠杆 
原理 而 深 深 地 感动 了 。 这 句 话 可 以 成 为 一 个 现代 科学 院 的 完美 的 
铭文 ， 但 奇 译 的 是 它 至 今 没 有 被 采纳 。 在 更 准确 的 希腊 语 中 有 另 
一 种 译文 , 但 意思 是 相同 的 。 

阿 基 米 德 有 一 个 怪 半 ,与 另 一 个 大 数学 家 维尔 斯 特 拉 斯 相似 。 
据 维尔 斯 特 拉 斯 的 姐姐 说 , 当 他 是 一 个 年 轻 的 中 学 教师 时 , 要 是 在 


81 
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他 的 视线 之 内 有 一 平方 英尺 干净 的 贴 墙纸 或 者 一 个 干净 的 袖 头 ， 
就 不 能 放心 地 把 一 支 铅笔 交 给 他 。 阿 基 米 德 打 破 了 这 个 记录 。 在 
他 那个 时 候 , 一 片 铺 满 了 沙 的 地 板 ,或 满 是 尘土 的 坚硬 而 光滑 的 地 
面 , 就 是 一 种 普通 的 “黑板 ”。 阿 基 米 德 有 他 自己 的 办 法 。 举 在 炉 火 
前 , 他 会 把 炉 灰 拨 平 , 在 那 上 面 画 图 。 按 照 当 时 的 习惯 , 出 浴 后 他 
在 身上 涂抹 橄 槛 油 , 但 是 这 以 后 他 会 忘 了 穿 衣 服 , 而 沉浸 在 用 指甲 
在 自己 涂 了 油 的 皮肤 上 画图 。 

阿 基 米 德 是 一 只 孤独 的 座 。 他 年 轻 的 时 候 在 埃及 的 亚历山大 
城 上 过 学 , 但 时 间 不 长 , 他 在 那里 结交 了 两 个 终生 的 朋友 。 一 个 是 
有 才华 的 数学 家 科隆 ， 阿 基 米 德 对 他 的 人 品 和 才智 都 很 敬重 。 另 
一 个 是 厄 拉 多 塞 , 也 是 一 个 优秀 的 数学 家 , 但 非常 讲究 穿戴 。 这 两 
个 人 , 特别 是 科隆 , 似乎 是 阿 基 米 德 在 同 代 人 中 觉得 唯一 可 以 分 享 
他 的 思想 的 人 , 并且 他 确信 他 们 会 理解 他 。 他 通过 信件 把 他 最 好 
的 工作 告诉 科隆 。 在 科隆 死 后 ， 阿 基 米 德 就 与 科隆 的 学 生 多 西 特 
乌 斯 通信 。 

我 们 暂且 不 谈 阿 基 米 德 对 天 文学 和 机 械 发 明 的 贡献 ， 而 就 他 
对 纯 数 学 和 应 用 数学 所 做 的 贡献 作 一 个 简略 的 概括 。 

他 发 明了 几 个 求 曲线 围 成 的 平面 图 形 的 面积 和 求 曲 面 围 成 的 
体积 的 方法 , 并 将 这 些 方法 应 用 于 许多 特例 , 包括 : 圆 、 球 面 、 抛 物 
弓形 、 螺 线 的 两 条 半径 和 相 邻 两 图 之 间 的 面 艳 , 球 缺 和 绕 主 轴 旋 转 
矩形 (圆柱 ), 三 角形 ( 锥 )， 抛 物 线 (抛物 面 )， 双 曲线 ( 双 曲 面 ) 和 椭 
圆 (球体 ) 所 生成 的 曲面 。 他 给 出 了 计算 =( 圆 的 周 长 与 直径 之 比 ) 
的 方法 , 并 确定 出 严 的 值 在 3Vr 和 3 2/r 之 闻 ; 他 也 给 出 了 近似 计 
算 平 方 根 的 方法 ， 这 些 方法 显示 出 他 预见 到 印度 人 关于 连续 循环 
小 数 的 发 明 。 在 算术 中 , 他 发 明了 能 够 写 出 不 论 多 么 大 的 数 的 计 
数 系统 ， 这 远 远 超出 了 希腊 人 用 符号 代表 数字 用 以 书写 或 甚至 撒 
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述 大 数 的 不 科学 的 计数 方法 ， 那 种 方法 实际 上 是 行 不 通 的 。 在 力 
学 中 , 他 建立 了 几 个 基本 原理 , 发 现 了 枉 杆 原理 , 并 把 他 的 力学 (村 
杆 ) 原 理 用 于 计算 几 个 形状 各 不 相间 的 平面 和 立体 的 面积 和 重心 。 
他 创立 了 整个 流体 静 力 学 ， 并 把 它 应 用 于 确定 几 类 浮 体 的 静止 位 
置 和 平衡 位 置 。 

阿 基 米 德 不 是 创作 了 一 件 杰作 , 而 是 创作 了 很 多 杰作 。 他 是 怎 
样 做 到 这 一 切 的 呢 ?他 的 极其 精炼. 符合 逻辑 的 说 明 ,没有 提供 丝毫 
线索 以 表明 他 是 通过 什么 方式 得 出 他 惊人 的 结果 的 。 但 是 在 1906 
年 ,希腊 数学 学 者 和 史学 家 J. 工 . 海 伯 格 在 君 士 坦 丁 堡 作出 了 重大 
发 现 ， 找 到 了 阿 基 米 德 寄 给 他 朋友 厄 拉 多 塞 的 一 篇 直到 当时 一 直 
被 认为 已 “丢失 ”了 的 论文 ,< 论 力学 定理 、 方 法 >。 在 这 篇 文章 中 , 阿 
基 米 德 解释 了 他 怎样 通过 在 想象 中 比较 一 个 已 知 面积 或 体积 的 图 
形 和 立体 ,和 一 个 未 知 的 图 形 和 立体 , 从 而 得 到 了 他 要 寻求 的 事实 ; 
而 一 旦 知道 了 事实 , 那么 在 数学 上 证 明 它 , (对 他 来 说 ) 就 比较 容易 
了 。 简 言 之 , 他 用 了 他 的 力学 去 推进 他 的 数学 。 这 是 称 他 具有 现 
代 头 脑 的 原因 之 一 :他 用 了 可 以 当 作 武器 的 一 切 东西 去 攻击 他 的 
”问题 。 

对 于 一 个 现代 人 , 在 战争 、 爱情 和 数学 中 ， 一 切 都 是 公平 的 ; 
而 对 于 许多 古代 人 ， 数 学 是 按照 具有 哲学 头脑 的 柏拉图 强加 于 人 
的 一 些 死板 规则 来 做 的 轧 弄 人 的 游戏 。 按照 柏拉图 的 说 法 , 在 几 
何 中 只 允许 用 直 尺 和 圆规 作为 画图 的 工具 。 这 就 难怪 古典 几何 学 
家 们 要 为 “古代 三 问题 "苦恼 许多 个 世纪 了 。 这 三 个 问题 是 ， 三 等 
分 一 个 角 ; 作 一 个 立方 体 使 其 体积 等 于 一 个 已 知 立方 体 的 二 倍 ; 作 





站 


不 过 要 证 明 第 三 个 问题 之 不 可 能 只 用 尺 规 解 决 十 分 困难， 直到 
1882 年 这 种 不 可 能 性 才 终 于 得 到 证 明 。 所 有 用 其 它 工 具 画 的 图 都 
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被 称 为 是 "机械 的 ， 而 这 样 的 图 ,由 于 某 种 只 有 柏拉图 和 他 的 几何 
化 的 上 帝 才 知道 的 神秘 的 原因 , 被 认为 是 极其 低劣 的 , 在 可 敬 的 几 
何 学 中 是 严格 禁止 的 。 直 到 柏拉图 死 后 一 千 九 百 八 十 五 年 , 笛 卡 儿 
发 表 了 他 的 分 析 几 何 学 时 ， 几 何 才 从 柏拉图 的 束缚 中 解脱 出 来 。 
当然 , 柏拉图 在 阿 基 米 德 出 生前 六 十 年 或 更 早 就 已 去 世 , 所 以 不 能 
指责 他 没有 重视 阿 基 米 德 方法 的 灵活 有 力 和 运用 自如 。 另 一 方面 ， 
阿 基 米 德 没有 重视 柏拉图 的 古板 守旧 的 几何 概念 ， 他 应 该 得 到 的 
只 是 后 人 的 称赞 。 

对 阿 基 米 德 现 代 性 的 第 二 个 断定 也 是 基于 他 的 方法 。 他 比 牛 





顿 和 莱 布 尼 兹 领先 两 千 多 年 发 明了 积分 学 , 在 他 的 一 个 问题 中 , 领 
先 于 他 们 发 明了 微分 学 。 这 二 者 加 在 一 起 就 构成 了 著名 的 微 积分 
学 ， 它 被 描述 为 迄今 所 发 明 的 用 数学 探索 物质 世界 的 最 有 力 的 工 
具 。 举 一 个 简单 的 例子 , 假设 我 们 要 求 一 个 圆 的 面积 。 除 其 它 方 
法 以 外 , 我 们 可 以 把 圆 分 成 许多 等 宽 的 平行 的 长 条 , 切 去 这 些 长 条 
的 弯曲 的 两 端 , 使 去 掉 的 各 个 小 块 的 总 和 达到 最 小 的 程度 , 再 垂直 
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切割 这 些 长 条 ,然后 把 所 得 出 的 所 有 矩形 都 加 起 来 。 这 就 给 出 了 
所 求 面积 的 一 个 近似 值 。 通 过 无 限 增加 条 的 数目 并 取 和 的 极限 值 ， 
我 们 就 得 到 了 圆 的 面积 。 这 个 (粗略 描述 的 ) 取 和 的 极限 值 的 过 程 
就 称 做 积分 ， 实现 这 样 求 和 的 方法 称 做 积分 学 。 在 求 抛物 线 弓 形 
的 面积 和 其 它 问题 中 ， 阿 基 米 德 所 用 的 正 是 这 个 积分 。 

他 在 其 中 用 到 微分 学 的 问题 是 ， 在 他 的 螺 线 上 任意 给 定点 上 
作出 切线 , 如 果 切 线 与 任意 给 定 的 直线 之 间 的 夹 角 为 已 知 , 切线 就 
很 容易 作出 ， 因 为 要 画 出 通过 一 个 给 定点 与 给 定 直线 相 平行 的 直 
线 的 方法 很 简单 。 用 几何 语言 描述 , 找 出 所 提 到 的 夹 角 (对 于 任意 
的 曲线 而 不 仅 限于 螺 线 ) 就 是 微分 学 的 主要 问题 。 阿 基 米 德 就 他 
的 螺 线 解决 了 这 一 问题 。 他 的 螺 线 是 一 个 点 在 一 条 直线 上 匀速 移 
动 的 轨迹 , 这 条 直线 同时 绕 其 上 的 一 个 定点 以 等 角速度 旋转 。 要 是 
某 个 没有 学 过 微 积分 学 的 人 认为 阿 基 米 德 的 问题 是 容易 的 ， 不 妨 
测定 一 下 他 自己 解决 这 个 问题 要 用 多 少时 间 。 


要 是 阿 基 米 德 能 够 完成 他 所 想到 的 一 切 ， 那 么 他 的 一 生 就 会 
象 数学 家 应 该 度 过 的 一 生 那 样 平 静 。 他 一 生 的 全 部 冲突 和 悲剧 都 
集中 在 他 生命 的 尽头 。 公元 前 二 一 二 年 , 第 二 次 布 匿 战争 正在 激 
烈 进 行 。 罗 马 和 迦 太 基 认 战 正 醒 , 阿 基 米 德 所 在 的 叙 拉 古城 就 诱 人 
地 坐落 在 罗马 舰队 的 航线 附近 , 为 什么 不 围攻 它 呢 ? 他 们 围攻 了 。 

罗马 军队 的 执政 官 马 塞 拉 斯 由 于 自负 而 趾 高 气 扬 ， 他 相信 他 
的 卓越 的 “战备 ”而 不 相信 他 的 谋士 们 , 他 期 望 着 速 战 速 胜 。 他 满 
怀 信 心 引 以 自豪 的 东西 ， 是 挫 在 一 起 的 八条 大 木船 支撑 着 的 竖琴 
形 高 台 上 的 一 门 原始 的 大 炮 。 如 果 是 些 比较 胆 必 的 居民 看 到 这 个 
闻名 的 混合 舰队 降临 城下 ， 他 们 就 会 将 城市 的 钥匙 供 手 送 给 马 塞 
拉 斯 , 但 希 耶 隆 不 会 那样 做 。 他 对 战争 也 是 有 准备 的 , 并 且 是 以 一 
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种 讲求 实际 的 、 马 塞 拉 斯 做 梦 也 想不到 的 方式 准备 的 。 

看 来 阿 基 米 德 尽管 蓝 视 应 用 数学 ， 但 是 在 和 平时 期 还 是 曾 向 
希 耶 隆 的 不 断 的 请 求 让 步 , 并 曾 向 这 位 专 治 统治 者 满意 地 证 明 过 ， 
数学 有 时 能 够 成 为 非常 实用 的 。 为 了 使 他 的 朋友 相信 ， 数 学 的 能 
力 不 仅 限 于 抽象 的 推理 ， 阿 基 米 德 曾经 应 用 他 的 杠杆 和 滑轮 的 原 
理 , 去 操纵 -- 稻 满载 的 船 ,他 只 用 一 只 手 就 亲自 使 船 下 水 了 。 当 战 
争 的 乌云 开始 不 祥 地 逼近 时 , 希 耶 隆 记 起 了 这 件 事 , 就 请 求 阿 基 米 
德 为 马 塞 拉 斯 准备 一 个 适当 的 迎击 。 阿 基 米 德 再 次 离开 他 的 研究 
工作 去 满足 他 朋友 的 请 求 ， 他 亲自 组 成 了 一 个 迎击 委员 会 以 挫败 
鲁 医 的 罗马 人 。 当 罗 马 人 到 达 的 时 候 ， 他 那 巧妙 的 魔法 正 可 怖 地 
等 着 迎接 他 们 。 

竖立 在 八 艘 有 五 行 挠 的 大 划船 上 的 那个 竖琴 形状 的 、 不 起 作 
用 的 东西 ， 与 马 塞 拉 斯 的 名 声 一 起 毁灭 了 。 由 阿 基 米 德 的 巨型 投 
石 机 抛 出 的 一 连 串 每 个 重 达 四 分 之 一 吨 的 石 块 ， 砸 般 了 这 个 繁重 
无 用 的 玩意 。 象 起 重 机 上 的 吊 钩 那样 的 钩子 和 铁 爪 ， 从 城墙 上 伸 
向 驶 近 的 船只 , 抓 住 它们 , 把 它们 旋转 着 抛 出 去 ， 使 它们 沉 入 海底 
或 撞 碎 在 峭壁 上 。 陆 上 军队 被 阿 基 米 德 的 大 炮 扫 杀 着 ,情况 也 不 
妙 。 马 塞 拉 斯 向 后 退却 , 以 便 与 他 的 谋士 们 商量 对 策 , 而 官方 的 公 
报 把 他 的 溃败 掩饰 成 后 退 到 后 方 的 预定 地 点 。 由 于 不 能 再 集合 起 
他 骚乱 的 部 队 去 对 可 怕 的 城墙 进行 强攻 ， 这 位 著名 的 罗马 执政 官 
撤退 了 。 

最 后 马 塞 拉 斯 总 算 还 稍微 有 点 军事 常识 ， 当 天 没有 再 次 发 布 “ 
苦战 的 命令 ， 放 弃 了 一 切 正面 进攻 的 打算 | 他 在 后 方 占领 了 麦 加 
拉 , 最 后 从 后 面 偷袭 了 叙 拉 古 。 这 一 次 他 走运 了 。 遇 剧 的 叙 拉 十 
人 正在 举行 宗教 庆典 , 为 向 女神 阿 耳 特 弥 斯 @ 表示 敬意 而 狂 饮 。 战 
@ 月 充 和 芝 猎 女神 。 一 评 者 
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争 和 宗教 总 是 造成 一 些 令 人 厌恶 的 .没有 教养 而 又 冒充 绅士 的 人 ， 
正在 欢 宴 作 乐 的 叙 拉 古人 实际 上 是 很 虚弱 的 。 他 们 一 觉醒 来 , 发 
现 正在 激烈 进行 大 屠杀 。 阿 基 米 德 在 懂 杀 中 丧生 。 

当 一 个 罗马 士兵 的 影子 落 在 了 阿 基 米 德 画 在 火 灰 地 上 的 图 形 
上 时 , 他 才 知 道 城市 已 经 被 占领 了 。 一 种 传说 是 , 那个 士兵 踩 在 图 
土 了 , 阿 基 米 德 气 冲冲 地 向 他 厉声 喊 道 : “ 别 弄 乱 了 我 的 这 些 图 !“ 
另 一 种 说 法 是 ， 阿 基 米 德 拒绝 服从 士兵 要 带 他 去 见 马 塞 拉 斯 的 命 
令 , 他 要 首先 解 出 他 的 问题 。 不 管 是 哪 一 种 情况 , 那个 士兵 勃然 大 
奴 了 , 拨 出 了 他 那 光荣 的 剑 , 刺 死 了 这 位 手无寸铁 的 七 十 五 岁 高 龄 
的 几何 学 家 。 阿 基 米 德 就 这 样 死 了 。 

正如 怀特 海 @ 所 说 :“ 没 有 一 个 罗马 人 由 于 全 神 贯 注 于 对 一 个 
数学 图 形 的 冥想 而 丧生 。 


@ 怀特 海 (Alford North Whitehead，1861 一 1947), 英国 唯心 主义 哲学 家 、 数 
学 家 。 一 一 译 者 
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[解析 儿 何 学 ] 远 远 超出 了 和 售 卡 儿 的 任 
何 形而上学 的 推测 ， 它 使 售 卡 儿 的 名 字 不 
配 ， 它 构成 了 人 类 在 精确 科学 的 进步 史上 

所 曾 迈 出 的 最 伟大 的 一 步 。 

一 一 约翰 -斯图尔特 米尔 

“我 只 要 求 安宁 与 平静 ”。 这 些 话 是 这 样 一 个 人 说 的 ， 他 要 把 
数学 领 向 新 的 途径 , 改变 科学 历史 的 进程 。 勒 内 * 笛 卡 儿 在 他 活 肥 
的 一 生 中 , 经 常 不 得 不 在 军营 里 去 寻找 安宁 , 不 得 不 避 开 好 奇 而 苛 
求 的 朋友 们 , 去 寻找 他 渴望 的 、 在 孤独 中 冥 思 的 平静 。 这 个 仅仅 要 
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求 安宁 与 平静 的 人 ,1596 年 3 月 31 日 出 生 在 法 国 、 靠近 图 尔 的 拉 
埃 耶 , 生 在 重建 宗教 和 政治 的 阵痛 中 陷于 战火 中 的 欧洲 。 

他 所 处 的 时 代 并 非 与 我 们 的 时 代 不 同 。 旧 秩序 正在 迅速 地 消 
亡 ; 新 秩序 尚未 建立 起 来 。 中 世纪 掠夺 成 性 的 贵族 .国王 和 皇家 子 
弟 繁衍 出 大 群 的 统治 者 , 他 们 有 着 公开 抢劫 的 盗贼 的 政治 伦理 , 而 
上 且 大 多 数 只 有 马帮 小 所 的 智慧 。 只 要 我 的 臂膀 强壮 有 力 , 能 够 把 
你 的 东西 抢 过 来 ， 那 末 即 便 公 理 认 为 是 你 的 东西 也 是 我 的 。 这 大 
概 就 是 欧洲 历史 上 称 为 文艺 复兴 后 期 的 那个 辉煌 时 期 的 一 幅 准确 
的 图 画 ， 然 而 它 与 我 们 自己 对 文明 社会 的 实际 情况 的 不 断 变化 的 
判断 相当 一 致 , 这 种 判断 则 是 出 自我 们 的 个 人 经 历 。 

在 笛 卡 儿 的 时 代 ， 掠 夺 性 的 战争 之 上 还 沉积 着 大 量 的 宗教 的 
偏执 和 不 容 蜡 端 , 这 种 偏执 饪 化 出 了 更 多 的 战争 ， 并 使 公正 (不 带 
偏 狭 的) 的 科学 研究 变 成 非常 危险 的 工作 。 而 在 这 一 切 之 上 , 还 得 
加 上 对 基本 卫生 常识 的 普遍 无 知 。 从 卫生 的 角度 看 , 富 人 的 公馆 
就 象 穷人 在 脏 脏 和 愚 味 中 挣扎 的 贫民 窟 一 样 污浊 ;， 一 再 发 生 的 癌 
疫 完 全 不 顾 人 口 状 况 , 帮助 一 次 次 的 战争 ,把 有 生育 能 力 的 人 口 减 
少 到 了 不 能 再 少 的 限度 。 过 去 的 日 子 就 写 到 这 里 。 

在 非 物质 的 .永恒 的 一 面 ,情况 要 好 得 多 。 笛 卡 儿 所 处 的 时 代 
确实 是 更 班 驱 驱 的 文明 史上 最 伟大 的 智力 时 期 之 一 。 这 里 只 提出 
几 个 生活 时 期 部 分 与 笛 卡 儿 交 秋 的 杰出 人 物 。 我 们 回想 起 , 费 马 
和 帕斯卡 是 他 在 数学 上 的 同 代 人 ; 莎士比亚 辞世 时 笛 卡 儿 二 十 岁 ; 
笛 卡 儿 比 伽利略 多 活 了 八 年 , 笛 卡 儿 卒 年 牛顿 八 岁 ; 密 尔 顿 出 生 时 
笛 卡 儿 十 二 岁 , 血液 循环 的 发 现 人 险 维 比 笛 卡 儿 多 活 了 七 年 , 而 当 
商定 了 电磁 学 基础 的 吉尔 伯 特 去 世 时 , 箔 卡 儿 七 岁 。 

勒 内 : 竺 卡 儿 出 生 在 一 个 古老 的 贵族 家 庭 。 虽 然 勒 内 的 父亲 
并 不 富有 , 但 他 境遇 还 算 宽裕 。 他 的 儿子 注定 要 从 事 的 是 绅士 的 
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束 业 -一 一 履行 贵族 的 义务 一 一 为 法 国 服务 。 勤 内 是 他 父亲 和 前 妻 
让 娜 . 布 罗 夏 尔 生 的 第 三 个 、 也 是 最 后 一 个 孩子 ,母亲 在 他 出 生 后 
几 天 就 去 世 了 。 这 位 父亲 看 来 是 一 个 极 有 理智 的 人 , 做 了 力所能及 
的 一 切 以 弥补 孩子 们 失去 的 母爱 。 一 个 极 好 的 乳母 代替 了 母亲 的 
位 置 ,再 次 结婚 的 父亲 一 直 以 关注 而 明智 的 眼光 注视 着 他 的 “小 哲 
学 家 ”这 个 小 哲学 家 总 想 知道 阳光 下 万 物 的 本 原 ， 和 乳母 给 他 讲 
的 天 国 的 奥秘 。 笛 卡 儿 并 不 真是 一 个 早熟 的 孩子 ， 但 是 他 脆弱 的 
健康 状况 迫使 他 把 活力 用 在 智力 的 探索 上 。 

由 于 勒 内 体质 脆弱 , 父亲 对 他 的 功课 也 就 听 其 自然 。 不 过 这 
孩子 自己 主动 地 学 了 下 去 , 他 的 父亲 也 明智 地 由 他 自 便 。 当 笛 卡 儿 
八 岁 时 , 他 的 父亲 认为 正式 教育 不 能 再 延迟 了 。 经 过 多 方 聪明 的 查 
询 ， 他 选择 了 在 拉 弗 菜 什 的 耶稣 会 学 院 作为 他 儿子 的 理想 学 校 。 

院 长 夏 菜 神父 立刻 就 喜欢 上 了 这 个 面色 苍白 、 信 赖 人 的 小 田 
孩 ,特别 考虑 了 他 的 情况 。 院 长 看 出 要 教育 这 孩子 的 心智 ,必须 先 增 
强 他 的 身体 ， 并 且 注 意 到 笛 卡 儿 似乎 比 同龄 的 孩子 需要 更 多 的 休 
息 ,于 是 告诉 他 , 他 早晨 想 躺 到 多 晚 就 可 以 船 到 多 晚 。 除 非 他 想 去 
教室 和 伙伴 们 在 一 起 , 他 不 必 离 开 自 己 的 房间 。 从 此 以 后 , 除了 临 
近 他 生命 终点 的 那 一 段 不 幸 的 时 期 以 外 ， 笛 卡 儿 终生 保持 着 这 个 
习惯 , 当 他 想 要 思考 时 , 他 就 躺 在 床上 度 过 他 的 早晨 。 他 在 中 年 时 
期 回顾 在 拉 弗 菜 什 的 学 生生 活 时 , 曾经 断言 , 那些 在 寂静 的 冥 思 中 
度 过 的 漫长 而 安静 的 早晨 ， 是 他 的 哲学 和 数学 思想 的 真正 源泉 。 

他 的 功课 很 好 , 成 了 一 名 娴熟 的 古典 学 者 。 按 当时 的 教育 传 
统 ,他 特别 注重 拉丁 文 .希腊 文 和 修辞 学 。 但 这 些 只 是 笛 卡 儿 学 到 
的 一 部 分 知识 。 他 的 教师 们 自己 就 是 出 入 上 流 社会 的 人 , 他 们 的 
工作 就 是 把 他 们 所 负责 的 学 生 训 练 成 为 “绅士 ”在 这 个 降 了 格 
的 字眼 的 最 好 的 意义 上 一 一 般 的 人 物 。 当 笛 卡 儿 十 七 岁 , 于 1612 
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年 8 月 离开 学 校 时 ,他 已 经 与 夏 菜 神父 成 了 终身 的 朋友 , 并 且 几 平 
能 在 社会 上 站 住 脚 了 。 夏 菜 只 是 笛 卡 儿 在 拉 弗 莱 什 结交 的 许多 朋 
友 中 的 一 个 ， 另 一 个 ,著名 的 业余 科学 家 和 数学 家 梅 塞 内 ( 后 来 的 
神父 ), 一 直 是 他 的 老 朋友 ,以 后 成 了 他 的 科学 代理 人 和 使 他 免 于 
烦恼 的 主要 保护 者 。 

笛 卡 儿 特殊 的 才能 , 在 他 离开 学 校 很 久 以 前 就 显露 出 来 了 。 早 
在 他 十 四 岁 ， 躺 在 床上 实 恩 时， 就 开始 怀疑 他 正在 学 习 的 “人 文学 
科 ”， 相 对 来 说 对 人 类 并 无 重大 意义 ,肯定 不 是 那 种 能 使 人 类 控制 
自己 的 环境 , 指导 自己 的 命运 的 学 问 ,而 要 他 盲目 接受 的 那些 哲学 、 
伦理 学 和 道德 学 的 权威 性 教条 ， 也 开始 显得 只 不 过 是 些 毫 无 根据 
的 迷信 了 。 笛 卡 儿 坚持 他 幼年 的 习惯 , 决 不 因为 是 权威 的 东西 就 接 
受 , 他 开始 直截了当 地 对 所 谓 的 证 明和 诡辩 逻辑 提出 疑问 ,而 这 些 
正 是 好 心 的 耶稣 会 会 士 们 要 善于 推理 的 他 相信 的 。 由 此 他 很 快 转 
变 到 激励 他 毕生 事业 的 基本 疑点 ， 我 们 如 何 理解 事物 ”还 有 ， 也 
许 是 更 重要 的 , 要 是 我 们 不 能 确定 地 说 我 们 知道 点 什么 , 我 们 又 何 
从 发 现 我 们 可 能 有 能 力 理解 的 那些 事物 ? 

离开 了 学 校 以 后 , 笛 卡 儿 比 过 去 更 长 时 间 、 更 努力 、 更 忘我 地 
思考 着 。 他 祥 思 的 第 一 个 果实 是 他 领悟 了 一 个 异端 的 真理 ， 即 逮 
缉 本 身 一 中 世纪 烦 正 哲 学 家 们 的 伟大 方法 ， 至 今 仍 在 人 文学 孝 
育 中 继续 沿用 着 一 一 对 任何 创造 性 的 人 类 目标 都 贫乏 而 毫 无 用 
处 。 他 的 第 二 个 结论 与 第 一 个 密切 相关 : 哲学、 伦理 学 、 道德 学 中 
的 证 明 , 与 数学 的 证 明 相 比 , 花哨 而 虚假 。 他 之 喜欢 数学 , 就 象 一 
朝 发 现 了 自己 的 奶 膀 的 鸟 儿 之 喜欢 天 空 。 他 问 道 , 那么 我 们 怎样 
去 发 现 事物 呢 ? 管 案 是 ， 通 过 科学 的 方法 , 不 过 笛 卡 儿 并 没有 这 样 





格 的 数学 推理 。 
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人 们 可 能 要 问 , 从 他 的 理性 怀疑 主义 中 他 得 到 了 什么 。 只 得 
到 了 一 个 事实 , 仅仅 一 个 :“ 我 存在 。” 如 他 所 说 就 是 “Cogito ergo 
sum 《我 思 故 我 在 )。 

十 八 岁 时 ， 笛 卡 儿 彻底 厌恶 了 他 已 经 花费 了 这 样 多 辛勤 芳 动 
的 、 枯 燥 无 味 的 研究 。 他 决定 去 见 见 世面 , 从 有 和 应 有 肉 的 活生生 的 
生活 中 学 习 , 而 不 仅 从 纸张 和 油墨 中 学 习 。 幸 而 他 境况 优 裕 , 他 起 做 
的 都 能 去 做 。 由 于 在 童年 和 少年 时 代 阻 止 他 正常 生活 的 健康 状况 
明显 改善 ， 他 现在 尽情 享受 适 于 他 那 种 年 龄 和 地 位 的 年 青 人 的 欢 
乐 , 并 追 不 及 待 地 所 取 这 种 欢乐 。 他 搜 开 了 父亲 庄园 里 那 种 使 人 浊 
丧 的 有 节制 的 生活 , 与 其 他 几 个 澳 望 过 荒唐 生活 的 轻浮 子弟 一 起 ， 
在 巴黎 住 了 下 来 .赌博 是 那个 时 代 的 绅士 们 的 一 种 本 事 , 笛 卡 儿 也 
热情 地 去 赌 了 一 一 并 且 赢 了 不 少 。 不 管 他 干什么 , 他 都 全 力 以 赴 。 

这 种 状况 并 未 持续 多 和 久 。 笛 卡 儿 厌倦 了 他 那些 淫 移 下 流 的 伙 
伴 , 他 悄悄 离开 了 他 们 , 在 现在 的 圣 一 日 耳 曼 郊区 租 了 简朴 而 舒适 
的 房间 , 在 那里 住 下 来 ,连续 两 年 埋头 于 数学 研究 ,但 是 他 的 放荡 
行为 最 终 暴 露 了 他 ， 他 那些 浮躁 的 朋友 们 突然 喧闹 着 去 拜访 他 。 
这 个 勤勉 的 年 轻 人 捅 起 头 来 , 认 出 了 他 的 朋友 们 , 也 看 出 他 们 全 都 
是 令 人 无 法 容忍 的 讨厌 投 。 为 了 得 到 安宁 , 笛 卡 儿 决 定 去 从 军 。 

他 的 第 一 段 军人 生活 就 这 样 开始 了 。 他 首先 去 了 荷兰 的 布雷 
达 , 在 显赫 的 奥 兰 治 亲 王 英里 斯 座 下 学 习 这 一 行当 。 笛 卡 儿 原 本 
希望 在 亲王 率领 下 参加 战斗 , 失望 之 余 , 他 厌恶 地 离开 了 军营 的 平 
静 生 活 , 因为 那 种 生活 正在 变 得 象 巴黎 的 喧闹 那样 难以 忍受 ,于 是 
他 赶 到 德国 去 了 。 在 他 生涯 的 这 一 时 刻 , 他 首次 显露 出 一 个 可 爱 的 
弱点 , 这 个 弱点 他 始终 也 没有 丢掉 。 象 小 孩子 一 个 村 子 、 一 个 村 子 
地 跟踪 马戏 团 一 样 ， 笛 卡 儿 抓 住 每 一 个 可 能 的 机 会 去 观看 炫丽 的 
大 场面 .现在 一 个 这 样 的 场面 就 要 在 法 兰 克 福 出 现 了 , 斐 迪 南 二 世 
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要 在 那里 举行 加 园 礼 , 稍 卡 儿 及 时 赶 到 ,观看 了 全 部 洛 可 可 式 @ 的 
盛况 。 他 大 为 高 兴 , 再 次 寻求 他 的 职业 ， 加 入 了 巴伐利亚 选 帝 侯 @ 
的 军队 , 当时 这 支 军队 正在 对 波 西 米 亚 作战 。 


军队 驻守 在 多 玉 河 岸 靠近 诺 伊 堡 的 小 村 庄 的 冬 营 里 ,在 那里 ， 
笛 卡 儿 找 到 了 他 一 直 在 寻找 的 东西 , 安宁 与 平静 。 他 独处 自省 , 他 
发 现 了 自己 。 

笛 卡 儿 的 “转变 ”一 一 如 果 可 以 这 样 叫 的 话 一 一 的 故事 是 非常 
奇特 的 。 在 1619 年 薪 月 10 日 , 对 马丁 之 夜 , 笛 卡 儿 做 了 三 个 生 
动 的 梦 。 他 说 这 些 梦 改变 了 他 的 全 部 生活 进程 。 他 的 传记 作者 ( 巴 
子 ) 记 述 了 在 庆祝 圣 马 丁 节 的 盛 宾 上 有 过 狂 饮 的 事实 , 他 认为 入 卡 
儿 离 开 时 , 还 没有 完全 从 酒 气 中 恢复 过 来 。 笛 卡 儿 自己 则 把 他 的 梦 
归 之 于 完全 不 同 的 原因 , 他 特别 强调 在 升华 阶段 以 前 ,他 有 三 个 月 
没有 碰 过 酒 。 没 有 理由 怀疑 他 的 话 。 这 些 梦 是 奇异 地 联 在 一 起 的 ， 
完全 不 象 狂 饮 暴食 之 徒 、 特 别 是 胃 里 灌 满 了 酒精 的 人 做 的 梦 (根据 ， 
专家 的 看 法 )。 表 面 上 看 来 , 它们 可 以 很 容易 地 解 变 为 ， 做梦 人 下 
意识 地 解决 了 他 追求 理性 生活 的 热 望 ,与 他 对 自己 实际 生活 之 无 
益 的 认识 , 这 二 者 之 间 的 矛盾 。 无疑, 弗 洛 伊 德 主义 者 已 经 分 析 过 
这 些 梦 了 , 但是, 看 起 来 似乎 任何 维也纳 方式 的 古典 分 析 , 也 无 法 
进一步 阐明 解析 几何 的 发 明 ， 而 这 一 点 正 是 我 们 此 处 的 主要 兴趣 
所 在 。 几 个 神秘 的 或 宗教 的 解释 ， 似 乎 也 不 大 可 能 在 这 方面 有 所 
神 益 。 
在 第 一 个 梦 中 ， 笛 末 儿 被 邪恶 的 风 从 他 在 教堂 或 学 院 的 安全 

@ 洛 可 可 式 一 一 欧洲 十 七 、 八 世纪 建筑 、 艺 术 等 的 一 种 风格 ,其 特点 是 纤巧 、 浮 


华 、 烦 琐 。 译 者 
轩 ” 选 帝 修一 一 德意志 有 权 选 举 神圣 罗马 帝国 皇帝 的 诸侯 ，。 一 一 译 者 
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居所 , 吹 到 风力 无 法 摇 撼 的 第 三 个 场所 ， 在 第 二 个 梦 中 ,他 发 现 他 
自己 正 用 不 带 迷 信和 的 科学 眼光 , 观察 着 凶猛 的 风暴 , 他 注意 到 一 旦 
看 出 风暴 是 怎么 回 事 , 它 就 不 能 伤害 他 了 ; 在 第 三 个 梦 中 , 他 在 朗 
谓 奥 索尼 厄 斯 的 诗句 ， 首 名 为 "@@vod vitae secatabor iter?”( 我 将 
遵循 什么 样 的 生活 道路 ? ) 

还 有 很 多 其 它 的 东西 。 在 这 一 切 之 中 ， 笛 卡 几 总 是 说 他 充满 
“热情 (也 许 是 指 一 种 神秘 的 意义 )， 并 说 ， 如 在 第 二 个 梦 中 那样 ， 
梦境 向 他 揭示 了 一 把 魔 钥匙 , 这 把 钥匙 能 打开 大 自然 的 宝库 , 并 使 
他 掌握 至 少 是 所 有 科学 的 真正 基础 。 

这 把 神奇 的 钥匙 是 什么 呢 ? 笛 卡 儿 自己 似乎 没有 明确 地 告诉 
任何 人 ,但 是 人 们 通常 认为 , 这 正 是 代数 之 应 用 于 几何 , 简 言 之 , 就 
是 解析 几何 , 更 一 般 地 说 ， 就 是 运用 数学 来 探索 自然 现象 ,今天 的 
数学 物理 就 是 这 方面 最 高 度 发 展 的 例子 。 

那么 1619 年 世 月 30 日 就 是 解析 几何 的 公认 的 诞生 日 ,因此 
也 是 现代 数学 的 公认 的 诞生 日 了 。 到 这 个 方法 公 诸 于 世 还 需要 十 
八 年 。 这 期 间 笛 卡 儿 继续 他 的 军人 生涯 。 数 学 应 该 代表 他 感谢 战 
神 , 因为 在 布拉格 的 战斗 中 , 没有 半 粒 子弹 打 掉 他 的 脑袋 。 将 近 三 
个 世纪 以 后 @, 二 十 来 个 有 希望 的 年 轻 数学 家 就 没有 这 样 幸运 了 ， 
而 这 要 归 之 于 第 卡 儿 的 梦 所 激发 的 那 门 科学 的 进展 。 


这 个 二 十 二 岁 的 年 轻 士 兵 现在 认识 到 了 他 过 去 从 未 认识 到 的 


事情 : 如 果 他 要 发 现 真 理 , 他 就 必须 首先 完全 抛弃 从 别人 那里 得 来 
的 观念 ,而 依靠 他 自己 的 头脑 孜孜 不 倦 的 探索 ,给 自己 指明 道路 。 
他 从 权威 那里 接受 的 一 切 知识 都 必须 抛 在 一 边 ;他 所 继承 的 道德 


和 智力 观念 的 全 部 结构 都 必须 般 掉 , 唯 有 人 类 理智 中 原始 的 、 世 俗 


QD 指 1914 年 第 一 次 世界 大 战 时 ,一 一 译 者 
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的 力量 ,才能 把 它们 更 永久 地 建造 起 来 。 为 了 抚慰 他 的 良心, 他 新 
求 圣 玛 利 亚 在 他 异端 的 计划 中 予以 帮助 。 他 一 面 期 待 着 她 的 援助 
许愿 去 罗莱 特 圣母 大 典 朝 圣 ， 一 面 立 刻 着 手 对 宗教 中 人 所 共 知 的 
事实 作 了 极其 挖苦 的 ,破坏 性 的 批评 。 然 而 , 他 一 找到 机 会 就 及 时 
履行 了 他 这 方面 承担 的 契约 。 

同时 ， 他 继续 他 的 军人 生涯 , 1620 年 春天 在 布拉格 战役 中 体 
验 到 了 真正 的 战斗 。 笛 卡 儿 与 其 余 的 胜利 者 们 一 起 , 谢 天 谢 地 地 进 
入 这 座 城市 。 在 吓 坏 了 的 难民 中 ,有 时 年 四 岁 的 伊丽莎白 公主 @， 
她 后 来 成 了 笛 卡 儿 最 喜爱 的 弟子 。 

最 后 , 在 1621 年 的 春天 , 笛 卡 儿 诬 足 了 战争 。 他 与 另外 儿 个 放 
菏 的 老爷 兵 一 起 ， 伴 随 着 奥地利 人 进入 特 兰 西 碾 尼 亚 ， 他 寻找 光 
荣 , 并 找到 了 它 -一 -不 过 是 在 另 一 方面 。 但 是 , 如 果 说 他 现在 和 战 
争 打交道 已 经 够 了 , 就 哲学 而 言 他 还 欠 成 熟 。 巴黎 的 瘟疫 和 对 胡 
格 教派 的 战争 , 使 得 法 国 比 奥地利 更 缺少 吸引 力 。 北 欧 却 是 和 平 而 
干净 的 ， 笛 卡 儿 决定 去 访问 北欧 。 一 切 都 进行 得 很 顺利 ， 笛 卡 儿 辞 
去 身边 的 人 , 只 留 下 一 个 雇 从 ; 好 上 了 开 往 东 弗 里 斯 的 船 。 这 对 那 
些 凶 残 的 船员 可 真是 天 赐 良机 , 他 们 决定 袭击 这 个 富有 的 乘客 , 动 
掠 他 , 把 他 的 尸体 扔 去 咀 鱼 。 对 他 们 的 计划 来 说 , 不 幸 的 是 ， 笛 卡 
儿 复 他 们 的 语言 。 他 突然 拔 出 他 的 剑 , 强迫 他 们 把 船 划 回 岸 边 , 解 
析 儿 何 再 次 逃脱 了 战斗 .谋杀 和 突然 的 死亡 等 等 灾难 。 

接 下 来 的 一 年 , 篇 卡 儿 访问 荷兰 和 他 父亲 的 住处 雷 恩 , 过 得 相 
当 平静 。 这 一 年 年 底 他 回 到 了 巴黎 , 而 在 那里 , 他 那 沉默 寡言 的 态 
度 和 多 少 有 些 神秘 的 容 狐 , 立刻 使 他 被 指责 为 罗 希 克 重 斯 会 员 。 


@” 莱 因 地 区 巴 勒 登 的 选 帝 侯 、 波 西 米 亚 的 国王 腓 特 烈 的 女儿 ,英格兰 詹姆斯 一 
世 的 外 孙女 。 

@ 罗 希 克 鲁 斯 会 员 (Rosicrucian) 一 -自称 系 十 七 与 十 八 世纪 流行 的 一 种 秘密 结 
社 的 会 员 , 此 秘密 团体 有 各 种 秘 传 之 知识 和 力量 ， 并 宣扬 宗教 的 神秘 教义 。 一 一 译 者 
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笛 卡 儿 无 视 这 些 流言 蓝 语 , 他 象 哲学 家 般 的 动脑 筋 , 玩弄 权 术 ， 想 
为 自己 在 军队 中 谋 得 一 项 任命 。 当 他 失败 时 , 他 也 并 不 真 的 失望 ， 
因为 他 可 以 自由 自在 地 去 游览 罗马 ， 他 在 那里 欣赏 到 了 他 从 未 见 
过 的 最 华丽 的 场面 , 由 天 主教 教会 主持 的 每 二 十 五 年 -- 次 的 庆典 。 
有 两 方面 的 原因 ， 这 次 意大利 之 行 对 笛 卡 儿 的 智能 发 展 有 重要 总 
义 。 他 的 哲学 , 迄今 还 不 为 普通 人 所 理解 , 这 是 由 于 这 位 被 弄 得 不 
知 所 措 的 哲学 家 ， 看 够 了 从 欧洲 的 各 个 角落 聚集 来 接受 罗马 教皇 
祝福 的 无 知 的 人 群 , 总 是 对 下 等 人 抱 有 偏见 。 同样 重要 的 是 笛 卡 
儿 未 能 会 见 僻 利 略 ,要 是 这 位 数学 家 身上 的 哲学 家 成 分 更 多 一 些 ， 
能 够 在 这 位 现代 科学 之 父 的 脚下 坐 上 一 .两 个 星期 , 那么 他 自己 对 
物质 世界 的 思索 就 不 会 那样 异想天开 了 。 笛 卡 儿 从 他 的 意大利 之 
行 中 得 到 的 只 是 对 他 这 位 举世 无 双 的 同 代 人 的 恶意 嫉妒。 

3 ” 币 卡 儿 在 罗马 休假 之 后 ， 立 即 与 萨 瓦 公 必 一 起 参加 了 另 一 场 
血腥 的 战斗 ,在 这 场 战斗 中 他 表现 出 众 , 因而 被 授与 中 将 称号 。 但 
是 他 有 足够 的 理智 , 拒绝 了 这 项 任命 。 笛 卡 儿 回 到 了 红 衣 主教 黎 
塞 留 和 爱 闹事 的 达 塔 尼 昂 @ 一 -后 者 近乎 虚构 ， 而 前 者 还 不 如 欢 
牛 夸 口 可 信 一 一 的 巴黎 , 安顿 下 来 , 沉思 了 三 年 。 尽 管 他 有 那些 崇 
高 的 思想 ， 他 可 不 是 一 个 穿着 脏 单 衫 的 老 学 究 ， 而 是 一 个 衣冠 楚 
楚 、 穿 着 讲究 的 上 等 人 。 他 身 着 时 瞩 的 塔 夫 岗 , 佩带 一 把 与 他 的 绅 
士 身份 相称 的 剑 。 为 了 给 他 漂亮 的 外 貌 最 后 修饰 一 下 , 他 给 自己 
冠 上 了 一 项 硕大 、 宽 边 、 揪 着 能 鸟 毛 的 帽子 。 这 样 装扮 起 来 , 他 就 可 
以 对 付出 没 于 教堂 .公共 场所 和 大 街 上 的 凶手 们 了 。 有 一 次 , 一 个 
喝 醇 了 酒 的 乡巴佬 侮辱 笛 卡 儿 带 着 的 妓女 ， 这 个 发 怒 的 哲学 家 纯 
粹 是 以 达 塔 尼 昂 的 疾 速 的 方式 , 追逐 着 这 个 卤 匡 的 傻瓜 。 笛 卡 儿 打 


@。 达 塔 尼 昌 为 大 促 马 名 著 k 三 个 火枪 手 > 中 的 人 物 。 谈 描写 黎 赛 留 当政 时 期 
的 法 国 。 一 一 译 者 
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一 一 一 一 


飞 了 醉 鬼 的 剑 , 却 伐 了 他 的 性 命 , 并 不 是 因为 这 醇 鬼 是 一 个 无 用 的 
剑客 , 而 是 因为 他 太 脏 脏 了 , 没 法 在 一 位 美丽 的 女人 面前 杀 死 他 。 

既然 已 经 提 到 了 币 卡 儿 的 一 位 女 相 好 ， 我 们 可 以 再 提 一 提 为 
外 两 个 , 其 它 的 就 不 必 说 了 。 笛 卡 儿 很 喜欢 女人 , 甚至 与 一 位 妇女 
生 过 一 个 女儿 。 那 孩子 的 天 折 深 深 地 影响 了 第 卡 儿 。 他 始终 没有 结 
婚 的 原因 , 可 能 如 他 对 一 位 期 待 着 与 他 结婚 的 妇女 说 的 那样 , 他 宁 
可 要 真理 而 不 要 美女 , 但 似乎 更 可 能 是 因为 他 太 精 明了 ,不 会 把 他 
的 安宁 与 平静 抵押 给 某 个 胖 胖 的 、 富 有 的 荷兰 赛 妇 。 笛 卡 儿 的 经 
济 状况 不 过 中 等 水 平 , 但 他 知道 什么 时 候 就 够 用 了 。 为 此 他 曾 被 
说 成 是 冷酷 而 自私 的 。 但 是 这 样 说 似乎 更 公正 一 些 ， 他 知道 他 要 
去 干什么 ,他 了 解 他 的 目标 的 重要 性 。 他 对 自己 的 爱好 是 适当 的 、 
有 节制 的 , 可 并 不 吝 甫 ,他 从 来 不 强迫 家 里 的 人 接受 他 侦 尔 为 自己 
规定 的 、 斯 巴 达 式 的 养生 之 道 。 他 的 仆人 非常 爱 他 , 他 们 离开 他 很 
长 时 间 以 后 , 他 还 关心 他 们 的 福利 。 在 他 临终 前 跟着 他 的 小 斯, 为 
失去 了 他 的 主人 悲伤 了 许久 。 所 有 这 些 听 起 来 都 不 象 是 自私 。 

向 卡 儿 还 曾 被 人 们 指责 为 不 信 神 ,没有 什么 比 这 更 不 真实 了 。 
尽管 他 在 理性 上 是 个 怀疑 主义 者 ， 他 的 宗教 信仰 是 真正 不 折 不 扣 
的 。 他 确实 把 宗教 比 作 他 的 乳母 ,他 就 是 从 她 那里 接受 的 宗教 ,并 说 
他 发 现 依靠 宗教 和 依靠 他 的 乳母 同样 可 以 得 到 安奈。 一 个 有 理性 
的 头脑 , 有 时 是 世界 上 合理 性 与 不 合理 性 的 最 莫名 其 妙 的 混合 物 。 

还 有 一 个 怪癖 影 响 着 笛 卡 儿 的 全 部 行为 ， 只 是 在 军队 的 粗暴 
的 训练 下 ， 他 才 渐 渐 摆脱 了 它 。 在 他 娇 弱 的 童年 时 代 那 些 必要 的 
计 爱 ,使 他 总 是 怀疑 自己 有 病 , 多 年 来 , 对 死亡 的 难以 忍受 的 恺 织 

”使 他 意气 肖 开 。 这 无 疑 是 他 进行 生物 学 研究 的 渊源 。 他 到 中 年 时 ， 
才能 够 衷心 地 说 ,大 自然 是 最 好 的 医师 , 而 保持 健康 的 秘密 就 在 于 
丢 开 对 死亡 的 恐惧 。 他 不 再 焦急 地 去 寻找 延年益寿 的 方法 了 。 
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笛 卡 儿 在 巴黎 平静 实 思 的 三 年 ,是 他 一 生 中 最 幸福 的 时 期 。 伽 
利 略 用 他 粗糙 的 望远镜 作出 的 辉煌 的 发 现 ， 使 半数 欧洲 的 自然 
哲学 家 都 把 时 光 打 发 在 透镜 上 。 笛 卡 儿 也 以 这 种 方法 自 娱 , 但 没 
有 作出 什么 惊人 的 新 发 现 。 他 的 才智 主要 在 数学 和 抽象 思维 。 他 
在 这 个 时 期 作出 的 一 项 发 现 ， 即 力学 中 的 有 效 速 度 原 理 ， 至 今 仍 
然 有 重要 的 科学 意义 。 这 确实 是 第 一 流 的 工作 。 他 发 现 没有 什么 
人 理解 或 重视 这 项 发 现 , 就 放弃 了 抽象 的 问题 , 转向 他 认为 所 有 研 
究 中 最 高 深 的 对 人 的 研究 。 但 是 ， 正 象 他 冷淡 地 说 的 那样 ， 他 不 
久 就 发 现 ， 懂 得 人 是 什么 的 人 数 ， 与 自 认 为 懂得 几何 学 的 人 数 相 
比 , 是 微不足道 的 。 

直到 此 时 ， 笛 卡 儿 还 什么 也 没有 出 版 过 。 他 那 迅速 增高 的 名 
声 又 招来 了 大 群 赶 时 艇 的 外 行 ， 笛 卡 儿 再 次 到 战场 上 去 寻找 安宁 
与 平静 , 这 次 是 跟着 法 国 国王 去 围攻 拉 罗 谢 尔 。 在 那里 , 他 碰 上 了 
那个 迷人 的 老 流 谍 黎 塞 留 红 衣 主教 ， 给 他 留 下 深刻 印象 的 不 是 红 
衣 主 教 的 狗 诈 多 谋 , 而 是 他 的 神圣 虔诚 , 此 人 后 来 倒 为 笛 卡 儿 做 了 
好 事 。 战 争 胜 利 结束 了 ， 笛 卡 儿 训 发 无 伤 地 回 到 了 巴黎 ,这 次 他 
要 经 受 第 二 次 转变 的 磨难 , 并 永远 抛弃 无 益 的 生活 。 

他 现在 (1628 年 ) 三 十 二 岁 了 ， 只 是 他 那 不 可 思议 的 好 运 道 保 
护 了 他 , 使 他 的 躯体 免 遭 毁灭 , 使 他 的 思想 免 于 泥 灭 。 在 拉 罗 谢 尔 
的 一 颗 流 弹 就 可 能 轻而易举 地 和 剥夺 笛 卡 儿 想 为 人 们 所 记忆 的 全 部 
要 求 , 他 终于 认识 到 , 如 果 他 要 达到 目的 , 那么 现在 正 是 该 上 路 的 
时 候 了 。 两 个 红 衣 主教 , 德 . 贝 律 尔 和 德 . 巴 湿 , 把 笛 卡 儿 从 他 那 消 
极 淡 漠 、 无 所 作为 的 状态 中 唤醒 , 诱导 他 公开 他 的 思想 , 为 此 , 科学 
界 应 该 永远 感激 这 两 个 人 , 特别 是 第 一 个 。 


那个 时 代 的 天 主教 的 教士 们 从 事 并 热爱 科学 ， 这 与 狂热 的 新 
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教徒 形成 了 令 人 欣慰 的 对 照 ， 那 些 新 教徒 的 偏执 使 科学 在 德国 销 
声 匿 迹 。 笛 卡 儿 与 德 . 贝 律 尔 和 德 . 巴 涅 结识 后 , 在 他 们 和 秘 的 鼓 
励 下 , 就 象 玫瑰 花 一 样 怒放 了 。 特 别 是 在 德 * 巴 涅 的 晚会 上 , 笛 卡 儿 
对 一 位 叫 M. 德 . 尚 多 的 人 (他 后 来 因为 伪造 罪 被 吊 死 , 但 愿 这 不 是 
笛 卡 儿 的 那些 关于 诡辩 的 课程 的 结果 ) 直率 地 讲 了 他 的 新 哲学 。 为 
了 解释 区 别 真理 与 雇 误 的 困难 ， 笛 卡 儿 着 手提 出 了 十 二 个 无 可 反 
驶 的 论据 ,说 明 任 何不 容 置疑 的 真理 的 雇 误 性 , 反之 , 对 任何 公认 
的 雇 误 的 真理 性 , 他 也 提出 了 同样 无 可 反 了 驶 的 论据 。 被 弄 得 莫名 
其 妙 的 听众 间 道 ,那么 仅仅 依靠 人 怎样 把 真理 和 雇 误 区 分 开 呢 ? 笠 
卡 儿 透露 为 了 作出 所 需要 的 区 分 ,他 有 了 (他 认为 他 有 了 ) 一 个 不 
会 出 错 的 .从 数学 中 得 出 的 方法 。 他 说 , 他 希望 并 且 计划 表明 他 的 
方法 是 如 何 通过 机 械 创造 的 手段 ,应 用 于 科学 和 人 类 的 福利 。 

德 . 贝 律 尔 被 侍 世间 全 部 王国 的 幻影 深 深 地 打动 了 , 笛 卡 儿 就 
是 用 这 个 幻影 从 哲学 思辩 的 高 峰 引 诱 他 的 。 他 明明 白白 地 告诉 笛 
卡 儿 ， 与 世人 分 享 他 的 发 现 是 他 对 上 帝 应 负 的 责任 ， 他 威胁 笛 卡 
儿 , 要 是 他 不 这 样 做 , 等待 他 的 将 是 地 狱 之 火 - 一 -或 者 至 少 也 要 失 
去 进 天 堂 的 机 会 。 笠 卡 儿 是 一 个 氏 诚 的 天 主教 徒 , 他 无 法 拒绝 这 样 
一 个 奶 请 。 他 决定 出 版 。 这 是 他 的 第 二 次 转变 , 时 年 三 十 二 岁 。 他 
立刻 隐居 到 荷兰 去 实现 他 的 决定 , 那里 寒冷 的 气候 对 他 更 为 适宜 。 

此 后 的 二 十 年 , 他 在 整个 荷兰 游 范 , 从 来 没有 在 一 个 地 方 呆 很 
久 。 他 是 一 个 在 无 名 小 镇 、 乡村 旅店 和 大 城市 的 偏僻 角落 隐居 的 
沉默 的 隐士 ， 他 以 一 定 的 方式 与 欧洲 的 主要 学 者 有 过 许多 关于 科 
学 和 哲学 的 通信 ， 这 些 信件 都 通过 他 在 拉 弗 菜 什 上 中 学 时 的 可 车 
的 朋友 梅 塞 内 神 父 代 转 ， 只 有 梅 塞 内 在 任何 时 候 都 知道 笛 卡 儿 的 
秘密 好 址 ,距离 巴黎 不 远 的 小 兄弟 会 修道 院 的 会 客室 成 了 交换 ( 通 . 姓 
过 梅 塞 内 ) 观 点 .数学 问题 ,科学 和 数学 理论 .异议 和 答案 的 场所 。 
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笛 卡 儿 在 荷兰 长 期 漂泊 期 间 , 除了 他 的 哲学 和 数学 之 外 , 还 进 
行 了 大 量 的 其 它 研究 ,光学 .物理 学 .解剖 学 .胚胎 学 、 医 学、 天文 观 
察 和 气象 学 ,包括 对 虹 的 研究 ,都 在 他 不 停 的 活动 中 占有 一 席 之 地 。 
在 今天 , 任何 一 个 把 精力 分 散在 这 样 多 性 质 不 同 的 学 科 上 的 人 ,只 
能 算 作 一 个 无 事 穷 忙 的 半 瓶 醋 。 但 在 笛 卡 儿 的 时 代 却 不 是 这 样 ,一 
个 有 才干 的 人 仍然 可 以 期 望 在 几乎 所 有 他 感 兴趣 的 科学 分 支 中 发 
现 一 些 有 趣 的 东西 。 笛 卡 儿 对 碰 到 的 一 切 机 会 都 能 充分 利用 ; 去 英 
国 的 一 次 短 短 的 旅行 , 他 就 通晓 了 磁 针 的 秘密 功效 ; 于 是 磁 学 立刻 
就 得 被 包括 在 他 那 包罗 万 象 的 哲学 中 了 。 关 于 神学 的 种 种 推测 也 
引起 了 他 的 注意 。 在 他 整个 推理 过 程 中 ,他 的 头脑 一 直 被 他 早年 
所 受 教育 的 恶 梦 笼 淖 着 , 而 即使 他 能 搂 脱 它 , 他 也 不 会 那样 做 的 。 

笛 卡 儿 收 集 和 想 出 的 一 切 ， 都 要 写 进 一 部 宏伟 的 论著 * 论 世 
界 ? 中 。1634 年 , 笛 卡 儿 三 十 八 岁 , 这 部 论著 已 到 了 最 后 修改 阶段 ， 
它 将 作为 送 给 梅 塞 内 神 父 的 新 年 礼物 。 巴 黎 的 学 者 都 急于 看 到 这 
部 杰作 。 和 梅 塞 内 已 经 得 到 了 许多 精 选 出 来 的 部 分 , 但 是 还 没有 看 
到 这 部 匠心 之 作 的 全 貌 。 可 以 这 样 描述 < 论 世 界 > 而 没有 什么 不 敬 : 
如 果 < 创 世 记 » 的 作者 知道 的 科学 和 哲学 象 笠 卡 儿 知道 的 那样 多 ， 
那 末 他 可 能 就 会 写 出 这 样 一 本 书 。 笛 卡 儿 试图 用 他 的 解释 来 弥补 
上 帝 创造 世界 这 一 说 法 的 不 足 , 也 就 是 说 , 为 之 提供 一 个 合理 的 原 
理 ， 一 些 读者 在 圣经 中 六 天 创造 世界 的 故事 中 已 经 感觉 到 了 这 种 
不 足 。 从 三 百年 后 的 今天 看 来 , 在 创 世 记 和 笛 卡 儿 之 间 似 乎 没有 
什么 好 选择 的 。 要 我 们 理解 何以 象 < 论 世界 ?这 样 一 本 书 ， 况 会 使 
一 个 主教 或 罗马 教皇 严厉 而 杀气 腾腾 地 大 发 雷霆, 是 有 些 困难 的 。 
事实 上 谁 也 不 理解 ; 竺 卡 儿 看 到 了 这 一 点 。 

笛 卡 儿 知 道教 会 法 官 的 判断 力 。 他 也 知道 伽利略 的 天 文学 研 
究 和 这 个 无 所 旦 殿 的 人 对 哥 白 尼 体 系 的 支持 事实 上 , 笛 卡 儿 在 最 
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后 完成 他 的 著作 以 前 , 正 焦急 地 等 待 个 利 略 最 新 著作 的 出 版 。 然 而 “46 
他 收 到 的 不 是 一 位 朋友 答应 寄 给 他 的 这 部 著作 ， 而 是 令 人 学 眩 的 
消息 ; 伽利略 尽管 已 届 七 十 高 龄 , 并 与 有 势力 的 托 斯 卡 纳 公 辟 交情 
甚 厚 ， 却 被 送 上 了 宗教 法 庭 ， 并 被 迫 (1633 年 6 月 22 日 ) 下 跪 , 发 

暂 放 弃 哥 白 尼 日 心 说 这 个 异端 。 要 是 伽利略 拒绝 发 扳 放 弃 他 的 科 
学 知识 , 他 会 发 生 什 么 意外 ， 笛 卡 儿 只 能 猜 度 了 。 不 过 布鲁诺 、 瓦 

尼 尼 和 康 帕 内 拉 的 名 字 又 浮现 在 他 的 脑海 里 。 

笛 卡 儿 吓 坏 了 。 在 他 自己 的 书 中 , 他 理所当然 地 阐述 了 哥 白 尼 
的 体系 。 在 他 这 方面 , 他 比 哥 白 尼 和 伽利略 有 机 会 做 到 的 要 更 大 
胆 得 多 , 因为 他 对 于 使 神学 科学 化 感 兴趣 , 而 他 们 对 此 不 感 兴趣 。 
他 已 经 使 自己 满意 地 证 明了 既 存 的 宇宙 秩序 ， 并 且 他 认为 他 已 经 
指出 , 不 管 上 帝 曾经 创造 了 多 少 特殊 的 宇宙 ,这 些 字 宙 在 “自然 规 
律 ”的 作用 下 , 必定 或 迟 或 早 符合 宇宙 秩序 ， 并 演变 成 为 实际 存在 
的 这 个 宇宙 。 简 言 之 , 笛 卡 儿 声 称 ,由 于 他 的 科学 知识 , 他 所 知道 
的 大 自然 及 上 帝 的 意向 , 比 之 不 论 < 创 世 记 > 作 者 所 知道 的 、. 还 是 神 
学 家 们 所 曾 梦 想 的 都 要 多 得 多 。 如 果 伽 利 略 因 为 他 那 温 和 而 保守 
的 异端 被 迫 下 跑 , 那么 笛 卡 儿 还 能 指望 些 什么 呢 ? 

如 果 说 笛 卡 儿 没 有 出 版 < 论 世 界 > 只 是 因为 害怕 ， 那 就 忽略 了 
事实 真相 中 更 重要 的 部 分 。 他 不 只 是 害怕 一 一 任何 精神 健全 的 人 
都 会 害怕 :他 是 被 深 深 伤害 了 。 他 确信 哥 白 尼 体 系 的 真实 性 ,就 象 他 
确信 自己 的 存在 一 样 。 但 是 他 也 确信 罗马 教皇 之 绝 无 廖 误 。 现 在 教 
皇 正 因为 反对 哥 白 尼 而 使 自己 象 头 惟 驴 。 这 是 他 首先 想到 的 。 他 受 
过 的 诡辩 的 教育 帮 了 他 的 忙 用 某 种 办 法 ,通过 一 些 神秘 的 .不 可 思 
议 的 .超人 的 拼合 ,罗马 教皇 和 哥 白 尼 还 会 被 证 明 是 正确 的 。 从 这 个 
尚未 显示 出 来 的 哗 斯 迎 山 DO， 箔 卡 儿 确实 希望 并 且 盼 望 着 有 一 天 


@@ 卫 斯 加 山 (Pisgah), 在 约 且 河 以 东 , 《圣经 > 中 亩 摩西 曾 从 此 山 晃 羞 上 帝 赐 给 亚 
伯 拉 军 的 伽 南 地 方 。-- 一 译 者 
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能 够 在 哲学 的 平静 中 俯视 到 明显 的 矛盾 ， 并 看 着 它 消失 在 和 解 的 
光辉 中 ,要 他 放弃 罗马 教皇 或 是 哥 白 尼 实 在 不 可 能 .所 以 他 不 出 版 
他 的 书 , 既 保 持 他 对 教皇 之 绝 无 雇 误 的 信仰, 也 保持 他 对 哥 白 尼 体 
系 之 真实 性 的 信仰 。 为 了 抚慰 他 下 意识 的 自尊 心 , 他 决定 < 论 世 界 ? 
应 当 在 他 死 后 出 版 到 那 时 也 许 教皇 也 死 了 , 矛盾 就 自行 消失 了 。 

笛 卡 儿 不 出 版 < 论 世 界 > 的 决定 也 波及 到 他 的 全 部 著作 ， 但 在 
1637 年 ， 笛 卡 儿 四 十 一 岁 时 , 他 的 朋友 们 说 服 了 他 , 使 他 答应 出 版 
他 的 杰作 , 书 名 译 为 < 关于 科学 中 正确 运用 理性 和 追求 真理 的 方法 
论 的 谈话 。 进 而 , 关于 这 一 方法 的 论文 , 屈 光 学 、 气 象 学 .几何 学 >。 
这 部 著作 被 简称 为 * 方 法 谈 >, 出 版 于 1637 年 6 月 8 日 。 那 么 这 一 
天 就 是 解析 几何 诞生 于 世 的 日 子 了 。 在 说 明 解析 几何 在 哪些 方面 
优 于 古 希 腊 的 综合 几何 之 前 ， 我 们 先 随 着 它 的 创作 者 走 完 他 的 人 
生 道 路 。 

在 说 明了 笛 卡 儿 推 迟 出 版 他 的 著作 的 原因 之 后 ， 现 在 该 是 来 
谈 谈 这 个 故事 的 另 一 面 , 也 是 较 光明 一 面 的 时 候 了 。 

笠 卡 儿 一 直 害 怕 而 实际 上 从 未 反对 过 他 的 教会 ， 现 在 非常 尺 
慨 的 来 帮助 他 了 。 黎 塞 留 红 衣 主 教 给 了 和 偶 卡 儿 以 出 版 的 特权 ,他 
可 以 在 法 国 或 在 国外 出 版 任何 他 想 写 的 东西 。( 不 过 , 我 们 可 以 顺 
便 问 一 下 ， 黎 塞 留 红 衣 主 教 ,或 者 任何 其 它 的 人 , 通过 什么 样 的 权 
利 、 神 意 或 其 它 什么 东西 ， 竟 能 指挥 一 个 哲学 家 、 科 学 家 什么 应 该 
出 版 , 什么 不 应 该 出 版 呢 ?) 但 是 在 荷兰 的 乌 得 勒 支 ,信奉 新 教 的 神 
学 家 们 粗暴 地 指责 笛 卡 儿 的 著作 是 无 神 论 的 ， 对 那个 称 为 “国家 ” 
的 神秘 的 实体 是 危险 的 。 开 明 的 奥 兰 治 王子 则 把 他 的 权重 置 于 笛 
卡 儿 这 一 边 , 尽 全 力 支持 了 笛 卡 儿 。 


从 1641 年 秋天 起 , 笛 卡 儿 一 直 住 在 荷兰 境内 靠近 海牙 的 一 个 
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安静 的 小 村 子 里 , 被 放逐 的 伊丽莎白 公主 , 当时 是 一 个 酷爱 学 习 的 
年 轻 女 子 , 也 和 她 的 母亲 乡 居于 此 。 公主 似乎 确实 是 一 个 学 习 的 
天 才 ， 她 在 掌握 了 六 门 外 语 , 并 消化 了 许多 文学 著作 之 后 , 又 转向 
数学 和 科学 , 希望 能 在 其 中 找到 更 滋补 的 饮食 。 有 一 种 说 法 , 认为 
这 个 引 人 注 目的 年 轻 女 子 这 种 非 同 寻 常 的 对 知识 的 渴求 ， 是 由 于 
对 爱情 的 失望 。 不 论 是 数学 还 是 科学 都 没有 能 让 她 满意 。 后 来 她 
ena 已 经 找到 了 她 所 和 需要 的 、 用 以 填补 她 
于 是 安排 了 与 这 位 哲学 家 





的 会 果 ， 笛 卡 儿 多 少 有 些 不 大 情愿。 

很 难 确切 知道 后 来 发 生 了 什么 事 。 笛 卡 儿 是 一 位 绅士 , 他 有 着 
在 那个 壮丽 的 、 皇 家 支配 的 时 代 中 , 绅士 对 于 哪怕 最 不 重要 的 王子 
和 公主 的 全 部 县 惧 和 尊敬 。 他 的 书信 是 谦恭 谨慎 的 典范 , 但 是 不 知 
怎样 , 听 起 来 总 不 十 分 真实 。 一 句 偶然 写 下 来 的 轻 芒 的话, 也 许 比 
他 所 有 那些 写 给 或 是 写 到 伊丽莎白 公主 的 大 量 陪 明 灵巧 的 阿 谢 话 
媚 之 词 , 更 能 说 明 他 对 他 这 个 热心 的 学 生 的 智力 的 真实 看 法 , 这 个 
学 生 一 只 眼睛 盯 着 他 的 风采 ， 一 只 眼睛 盯 着 在 他 死 后 的 出 版 权 。 

伊丽莎白 坚持 要 笛 卡 儿 给 她 上 课 。 在 公开 场合 , 他 宣称 在 我 
所 有 的 学 生 中 , 只 有 她 完全 懂得 我 的 著作 。” 无 疑 , 他 是 以 一 种 父 
亲 般 的 、 平 等 的 方式 真正 喜欢 她 的 , 但 是 如 果 相 信和 他 所 说 的 意味 着 
对 事实 的 科学 陈述 , 可 就 轻信 之 极 了 ， 当 然 , 除非 他 意味 着 对 他 自 
已 哲学 的 一 个 苦涩 的 评注 。 伊丽莎白 可 能 已 经 懂得 太 多 了 , 因为 
似乎 事实 上 只 有 哲学 家 才 完 全 懂得 自己 的 哲学 ， 尽 管 任何 一 个 作 
瓜 都 会 认为 他 懂得 。 不 管 怎样 ， 他 没有 向 她 求婚 ， 人 
的 , 她 也 没有 向 他 求婚 。 

在 他 详细 给 她 讲授 的 他 的 哲学 中 , 包括 解析 几何 的 方法 。 初 等 
几何 中 有 一 个 确定 的 问题 , 可 以 用 纯 几 何 的 方法 相当 简单 地 解决 ， 
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这 个 问题 看 起 来 很 容易 , 但 是 要 按 严 格 的 笛 卡 儿 坐 标的 形式 ,用 解 
析 几 何 去 处 理 , 它 就 是 真正 的 魔鬼 了 。 这 就 是 作出 一 个 与 任意 给 出 
的 三 个 鸥 相 接触 ( 相 切 ) 的 圆 , 而 那 三 个 圆 的 中 心 不 在 一 条 直线 上 。 
这 个 问题 有 八 种 可 能 的 解法 。 它 是 那 种 不 适 于 基本 的 笛 卡 儿 坐标 
几何 的 粗粮 暴力 的 -- 个 实例 ,伊丽莎白 用 笛 卡 儿 的 方法 解决 了 它 。 
他 让 她 去 作 这 件 事 是 相当 残忍 的 。 当 他 看 到 她 的 解答 时 ,他 的 评 
论 使 每 一 个 数学 家 都 知道 那 是 怎么 回 事 了 。 这 可 怜 的 姑娘 , 她 对 她 
的 功绩 还 非常 自豪 。 笛 卡 儿 说 , 他 不 会 试图 用 她 的 解答 , 花 一 个 月 
时 间 去 实际 构造 出 所 求 的 相 切 圆 。 如 果 这 件 事 没有 说 明 他 对 她 的 
数学 能 力 的 估价 , 那 就 不 可 能 说 得 更 清楚 了 。 这 是 一 个 不 仁慈 的 举 
” 动 ,特别 是 因为 她 搞 错 了 , 而 他 明明 知道 她 会 搞 错 , 就 更 是 如 此 了 。 

伊丽莎白 离开 荷兰 后 ， 与 佳 卡 儿 保 持 通信 差不多 到 他 去 世 那 
天 。 他 的 信和 包含 着 许多 美好 和 真诚 的 词句 , 但 是 我 们 宁愿 他 没有 
被 王族 的 气息 震 得 如 此 颠 三 倒 四 。 

1646 年 笛 卡 儿 在 荷兰 的 埃 格 蒙 德 过 着 愉快 的 隐居 生活 ,他 沉 
思 、 侍 弄 小 花园 , 与 欧洲 的 学 者 们 通 了 非常 多 的 信 。 他 的 最 伟大 的 
数学 工作 已 经 作出 来 了 , 但 他 仍旧 思考 着 数学 , 总 是 有 洞察 力 、 有 
创见 地 思考 着 。 一 个 他 考虑 过 的 问题 是 芝 诺 的 阿 基 里 斯 和 乌龟 。 他 
对 这 个 悖 论 的 解答 在 今天 不 会 被 所 有 的 人 接受 ， 但 在 那个 时 代 却 
是 天 才 的 解答 。 他 现在 五 十 岁 , 已 是 世界 闻名 了 , 事实 上 比 他 所 曾 
希望 的 还 要 有 名 得 多 。 可 他 仍然 没有 抓 住 他 终生 祈求 的 安宁 与 平 
静 。 他 继续 做 着 伟大 的 工作 , 但 不 会 让 他 安安 静 静 地 做 出 他 想到 
的 一 切 了 。 瑞 典 的 克里斯蒂 娜 女王 已 经 听 说 到 他 了 。 

这 个 多 少 有 些 男子 气 的 年 轻 女子 那 时 十 九 岁 ， 已 经 是 一 个 有 
能 力 的 统治 者 , 被 尊称 为 一 个 很 好 的 古典 学 者 (这 要 更 有 晚 些 ), 一 个 
有 着 撒旦 那 种 身体 耐力 的 、 肌 肉 发 达 的 运动 员 ， 一 个 无 情 的 女儿 
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人 , 一 个 老练 的 女 骑手 , 她 可 以 满不在乎 地 骑 十 个 小 时 的 马 而 一 次 
也 不 休息 ,最 后 才 是 一 个 偶 强 的 、 稍 徽 有 点 妇女 气质 的 女性 ,她 就 
象 瑞典 的 伐木 工人 那样 不 怕 冷 。 除 此 之 外 ， 她 对 那些 皮 不 这 样 厚 
的 人 的 软弱 , 却 特别 迟钝 。 她 自己 修得 很 节省 , 她 的 侍 丐 吃 得 也 很 
节省 , 她 能 象 一 只 冬眠 的 青蛙 , 在 瑞典 的 隆冬 一 连 几 个 小 时 坐 在 没 
有 生火 的 图 书馆 里 。 她 的 随从 们 透 过 冷 得 打架 的 牙齿 , 请 求 她 把 
所 有 的 窗户 打开 , 让 令 人 愉快 的 雪花 飘 进 来 。 她 注意 到 她 的 内 阁 
总 是 同意 她 的 意见 , 而 她 并 没有 感到 于 心 不 安 。 她 知道 所 有 应 该 
知道 的 事情 , 她 的 大 臣 们 和 导师 告诉 她 要 如 此 。 由 于 她 每 天 只 睡 
五 个 小 时 ,她 使 她 的 论 媚 者 经 受 一 天 十 九 个 小 时 的 磨难 。 这 个 神 
圣 的 暴君 在 看 到 笛 卡 儿 哲 学 的 那 一 刻 ， 就 决定 她 一 定 要 把 这 个 可 
怜 的 睹 睡 虫 弄 来 ,做 她 的 私人 教师 。 所 有 她 到 目前 为 止 学 到 的 东 
西 ， 只 是 使 她 感到 空虚 和 渴望 学 习 更 多 的 东西 。 她 就 象 有 学 问 的 
伊 丽 落 白 一 样 , 知道 具有 由 哲学 家 本 人 灌注 的 丰富 的 哲学 ,才能 组 
解 她 对 知识 和 智慧 的 强烈 渴求 。 

要 不 是 由 于 他 性 格 中 那 种 不 幸 的 势利 气质 ， 笛 卡 儿 可 能 就 顶 
住 了 克里斯蒂 娜 女王 的 奉承 , 一 直到 他 九 十 岁 , 没有 了 牙 元 ， 没 有 
了 头发 , 没有 了 哲学 , 没有 了 一 切 的 时 候 。 币 卡 儿 一 直 没 有 管 应 ， 
直到 1649 年 春天 , 女王 派 海军 上 将 弗 莱 明 带 船 来 接 他 。 全 班 人 马 
都 慷慨 地 由 这 位 不 心甘情愿 的 哲学 家 自由 支配 。 到 十 月 份 , 笛 卡 
儿 妥 协 了 。 于 是 他 依依 不 使 地 最 后 环视 了 一 次 他 的 小 花园 , 锁 上 
门 , 就 此 永远 离开 了 埃 格 紫 德 。 

全 在 斯 德 囊 尔 摩 受到 的 欢迎 是 极其 热烈 的 ， 更 不 用 说 庄严 记 
大 了 。 笛 卡 儿 没有 住 进 王宫 ; 这 大 大 拯救 了 他 。 然 而 , 纠缠 不 体 的 
好 心 的 朋友 夏 尼 一 家 ， 粉 碎 了 他 想 要 保持 一 点 儿 清静 的 最 后 一 线 
希望 。 他 们 坚持 要 他 和 他 们 住 在 一 起 。 夏 尼 是 笛 卡 儿 的 同胞 , 实 
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际 上 他 是 法 国 大 使 。 本 来 一 切 都 可 能 很 如 意 ， 因为 夏 尼 一 家 确实 


很 周到 , 可 是 感觉 迟钝 的 克里斯蒂 娜 那 仿 死 的 头脑 中 , 忽然 冒 出 了 
这 样 一 个 念头 ， 她 认为 对 于 象 她 这 样 一 位 繁忙 、 强 壮 的 年 轻 妇 女 ， 
凌晨 五 点 是 学 习 哲 学 的 适当 时 间 。 俏 卡 儿 宁愿 用 基督 教 国家 的 所 
有 刚 乙 任 性 的 女王 来 交换 一 个 月 在 拉 弗 菜 什 的 梦乡 ， 还 有 开明 的 
夏 菜 体贴 地 在 旁边 守 着 , 不 让 他 起 得 太 早 。 不 过 , 他 还 是 很 尽责 地 “ 
在 那个 邪恶 的 时 间 ， 在 黑暗 中 从 床上 称 起 来 ， 筷 进 派 来 接 他 的 马 
车 , 穿 过 斯 德 哥 尔 摩 最 萧 汪 ,最 多 风 的 广场 址 往 王宫 , 在 那儿 , 克 里 
斯 蒂 娜 不 耐烦 地 坐 在 冰冷 的 图 书馆 里 ， 等 着 她 的 哲学 课 在 早晨 五 
点 钟 准 时 开始 。 

斯 德 哥 尔 摩 最 老 的 居民 说 ， 在 他 们 的 记忆 中 从 来 没有 过 象 这 
样 严酷 的 冬天 。 克 里 斯 带 娜 看 来 既 缺 乏 一 个 正常 人 的 皮肤 ,又 没 
有 正常 人 的 神经 。 她 什么 也 没有 注意 到 ,只 是 要 笛 卡 儿 不 长 缩 地 
信守 可 怕 的 约定 时 间 。 他 试图 在 下 午 身 下 弥补 他 的 休息 。 她 不 久 
就 连 这 一 点 休息 也 给 他 剥夺 了 。 一 个 瑞典 皇家 科学 院 正在 她 多 产 
的 活动 下 处 于 孕育 之 中 , 笛 卡 儿 又 被 从 床上 拖 起 来 替 她 助 产 。 

朝臣 们 不 久 就 明白 了 ， 笛 卡 儿 和 他 们 的 女王 在 这 些 宛 长 的 会 
晤 中 , 谈 到 了 许多 超出 哲学 的 事 。 疲倦 的 哲学 家 现在 才 了 解 到 他 
已 经 双 脚 路 进 了 一 个 搞 得 满 满 的 繁忙 的 黄蜂 帘 。 不 管 什么 时 候 ， 
什么 地 点 ,只 要 有 机 会 ， 他 们 就 整 他 。 女 王 或 许 是 太 麻木 不 仁 , 没 
有 注意 到 对 她 这 位 新 来 的 宠 臣 正 发 生 些 什么 事 , 或 许 她 很 聪明 , 正 
通过 她 的 暂 学 家 去 歼 她 的 朝臣 。 不 论 是 哪 种 情况 , 为 了 平息 关于 
“外 国 影响 ”的 恶意 的 流言 蓝 语 ， 她 决定 使 笠 卡 儿 成 为 瑞典 人 。 女 
王 下 令 封 给 他 一 块 地产 。 他 为 了 摆脱 这 种 困境 而 作 的 每 一 次 绝望 
的 努力 , 只 是 使 他 陷 得 更 深 。 到 1650 年 元 月 初 ， 他 已 经 陷 到 脖子 
了 , 只 有 令 人 惊奇 的 粗暴 之 力 能 够 实现 他 解救 自己 的 渺茫 的 希望 
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但 是 由 于 他 那 种 与 生 俱 来 的 对 王室 的 蕉 敬 ， 他 不 能 让 自己 说 出 能 
使 他 飞 回 荷兰 的 魔 吕 ,虽然 他 在 给 他 忠实 的 伊丽莎白 的 一 封 信 中 ， 
谦 蔡 而 有 礼貌 地 说 了 许多 。 箔 卡 儿 偶尔 中 断 了 一 门 用 希腊 语 讲 的 
课程 , 他 目 胜 口 呆 地 发 现 , 自称 为 古典 学 者 的 克里斯蒂 娜 正在 跟 语 
法 的 儿戏 拼命 , 而 这 种 简单 的 语法 , 他 说 他 在 孩童 时 期 就 自己 掌握 
了 。 从 此 以 后 , 他 对 她 智力 的 评价 看 来 虽然 显得 恭敬 , 实际 上 却 很 
低 了 。 这 个 评价 没有 因为 她 坚持 要 他 为 一 次 宫廷 庆典 排 一 出 区 向 
舞剧 来 款待 她 的 客人 们 而 有 所 提高 。 笛 卡 儿 坚决 拒绝 这 样 做 ,不 
愿意 在 他 那个 年 龄 去 掌握 瑞典 舞蹈 那 种 庄严 的 跳跃 ， 把 自己 弄 成 
一 个 江湖 骗子 。 

不 久 , 夏 尼 患 了 非常 严重 的 肺炎 , 笛 卡 儿 照料 他 。 夏 尼康 复 了 ， 
笛 卡 儿 染 上 了 同样 的 病 。 女 王 惊 懂 了 , 派 来 了 医生 。 笛 卡 儿 命令 
他 们 都 从 房间 里 出 去 。 他 的 情况 越 来 越 糖 。 他 虚弱 得 分 不 清 谁 是 朋 
友 , 谁 是 讨厌 的 家 伙 , 最 后 他 同意 让 一 名 最 百折不挠 的 医生 给 他 放 
血 , 这 位 医生 也 是 他 的 一 位 朋友 ， 一直 在 附近 徘徊 着 , 等 着 要 他 来 
试 试 。 这 几乎 要 了 秒 卡 儿 的 命 ,但 还 差 一 点 儿 。 

他 的 好 朋友 夏 尼 ， 看 到 他 病 得 很 厉害 ， 建 议 他 接受 最 后 的 圣 
礼 。 他 表示 要 见 他 的 心灵 上 的 有 慰藉 者 。 笛 卡 儿 把 他 的 有 灵魂 托付 给 
上 帝 的 仁慈 。 平静 地 对 待 着 死亡 , 他 说 他 正在 自愿 奉献 出 他 的 生 
命 , 这 也 许可 以 屿 他 的 罪 。 直到 最 后 , 拉 弗 菜 什 还 紧 紧 地 抓 住 他 。 
心灵 的 慰藉 者 要 他 表示 是 否 愿 意 接受 临终 祝福 ， 笛 卡 儿 睁 开 了 眼 
睛 , 又 闭 上 了 。 给 他 作 了 临终 祝福 。 他 就 这 样 , 在 41650 年 2 月 11 
日 死去 了 , 享年 五 十 四 岁 , 作 了 一 个 刚 异 自 用 的 丫头 过 分 的 虚荣 心 
的 牺牲 品 。 

克里斯蒂 娜 伤心 了 。 十 七 年 之 后 , 这 时 她 早已 放弃 了 她 的 王 
冠 和 信仰 , 笛 卡 儿 的 遗 骨 回 到 了 法 国 ( 除 过 右手 骨 被 法 国 财政 大 臣 
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保留 起 来 , 用 以 纪念 他 在 管理 财政 事务 方面 的 熟练 技巧 )， 并 在 巴 
黎 现 在 称 为 潘 提 和 贫 的 地 方 重新 安 莫 。 本 来 要 举行 公开 的 演讲 ， 但 
国王 匆匆 下 令 禁 止 , 因为 笛 卡 儿 的 学 说 仍然 被 认为 太 激 进 , 不 能 在 
公众 面前 宣讲 。 在 评论 笛 卡 儿 的 遗 骨 回归 他 的 故 十 法 国 时 ， 雅 可 
比 说 ; “占有 伟人 们 的 骨灰 , 通常 比 在 他 们 活着 的 时 候 占有 他 们 本 
人 更 方便 。” z 

笛 卡 儿 死 后 不 久 , 他 的 书 就 被 列 入 教会 的 < 禁书 目录 >, 而 教会 
在 这 些 书 的 作者 活着 的 时 候 , 接受 了 红 衣 主教 黎 塞 留 的 开明 建议 ， 





曾经 多 许 它们 出 版 。“ 言 行 一 致 , 你 真是 无 价 之 宝 !” 但 是 虞 诚 的 
徒 并 不 为 言行 一 致 操心 。“ 没 脑子 的 怪物 ”言行 不 一 的 死 顽固 
的 害 人 精 。 


这 里 我 们 不 考虑 笛 卡 儿 对 哲学 作出 的 不 朽 贡 献 。 他 在 实验 方 
法 的 发 端 中 所 具有 的 辉煌 地 位 , 也 不 能 使 我 们 留 步 。 这 些 东 西 远 远 
超出 了 纯 数学 的 领域 , 而 他 最 伟大 的 工作 或 许 正在 纯 数学 中 。 极 少 
有 人 能 刷新 人 类 思想 的 一 个 完整 的 方面 ， 笛 卡 儿 就 是 那 极 少 数 中 
的 一 个 。 为 了 不 使 他 最 伟大 贡献 的 闪闪 发 光 的 简朴 失色 , 我们 将 单 
独 予以 简短 的 叙述 , 而 把 他 在 代数 , 特别 是 代数 记号 和 方程 论 中 作 
过 的 很 多 优美 的 工作 放 在 一 边 。 这 个 贡献 属于 最 杰出 之 列 , 在 有 史 
以 来 对 数学 作出 的 全 部 半 打 左右 最 伟大 的 贡献 中 ， 它 以 其 感人 的 
简单 而 引信 注 目 。 笛 卡 儿 再 造 了 几何 学 , 并 使 现代 几何 成 为 可 能 。 

就 象 数学 中 所 有 真正 伟大 的 东西 一 样 ， 基 本 概念 简单 到 了 近 
平一 目 了 然 的 程度 。 在 平面 上 放 上 任意 两 条 相交 的 直线 。 一般 说 
来 , 我 们 可 以 假定 这 两 条 线 互 成 直角 。 现在 想象 在 美国 的 规划 图 
上 有 一 个 城市 , 林 荫 路 由 南 到 北 , 大 街 从 东 向 西 , 整个 规划 的 布置， 
相对 于 一 条 林 荫 道 和 一 条 大 街 , 称 为 轴 , 这 些 轴 相交 于 称 作 原点 的 
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地 方 , 从 原点 出 发 ， 街 道 和 林 荫 路 的 数字 连续 数 下 去 。 这 样 ， 没 有 
图 也 很 清楚 126 西 大 街 1002 号 在 什么 地 方 ， 只 要 我 们 注意 到 ， 数 
字 1003 所 包括 的 十 条 林 荫 路 是 向 西 度量 的 ， 也 就 是 说 , 在 地 图 上 
向 原点 的 左边 量度 就 行 了 。 这 是 非常 清楚 的 , 我 们 立刻 就 可 以 想象 
出 任何 特殊 地 址 的 位 置 。 林 荫 道 的 数字 和 大 街 的 数字 以 及 必需 补 
充 的 更 小 的 数字 (如 上 面 所 说 1002” 中 的 “2”), 使 我 们 能 够 通过 给 
出 一 个 数 对 来 确切 而 唯一 地 确定 任何 点 相对 于 轴 的 位 置 ， 这 个 数 
对 表示 了 点 落 在 轴 的 东 还 是 西 , 南 还 是 北 , 称 之 为 点 (相对 于 轴 的 ) 
坐标 。 

现在 假定 一 个 点 在 图 上 移动 ， 那 么 它 在 上 面 移动 的 这 条 曲线 
上 的 所 有 点 的 坐标 (z， 乡 就 与 一 个 方程 联系 在 一 起 (从 来 没有 根 
据 数 据 做 过 图 的 读者 , 应 当 把 这 看 作 是 理所当然 的 )， 这 个 方程 称 
知道 它 的 方程 。 用 它 来 做 什么 呢 ? 代 替 这 个 特殊 的 方程 , 我 们 可 以 
写 出 同一 类 型 的 最 一 般 的 方程 (例如 ,在 这 里 是 二 次 方程 , 没有 交 
义 乘积 项 ,坐标 的 最 高 次 智 的 系数 相等 ), 然后 着 手 从 代数 上 巧妙 
地 处 理 这 个 方程 。 最 后 , 我 们 把 所 有 我 们 用 代数 处 理 的 结果 , 还 原 
到 按 图 形 上 各 个 点 的 坐标 得 出 的 相等 的 结果 , 在 这 以 前 , 我 们 故意 
不 提 及 这 些 点 坐标 。 与 带 腊 方式 的 初等 几何 中 那些 物 蛛 网 般 的 线 


.对 于 直线 和 圆 , 这 似乎 不 是 很 令 人 兴奋 的 事情 ; 我 们 以 前 就 知 
道 怎样 用 另 一 种 方法 , 希腊 人 的 方法 , 来 做 到 这 些 事 。 现 在 让 我 们 


Se 


质 。 这 样 我 们 就 不 仅 不 再 以 几何 作为 我 们 的 舵手 ; 而 且 在 把 它 扔 
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S 一 


下 船 时 ， ed 了 一 袋 砖 头 。 今 后 , 代数 和 分 析 就 是 我 


» 9 


切 ， 0 对 于 平面 ,我 们 需 
要 两 个 坐标 , 对 于 通常 的 “固体 "空间 , 需要 三 个 ， 对 力学 和 相对 论 
的 几何 , 需要 四 个 坐标 , 最 后 , 对 于 数学 家 感 兴趣 的 “空间 ”, 既 可 以 
有 几 个 坐标 , 也 可 以 有 象 所 有 的 数字 1，2, 3，…… 那 样 多 的 坐标 ， 
或 是 象 直线 上 所 有 的 点 那样 多 的 坐标 。 这 胜 过 了 阿 基 里斯 和 乌龟 
的 赛跑 。 

笛 卡 儿 并 不 是 修正 几何 , 他 创造 了 几何 。 

由 一 位 笛 卡 儿 的 同胞 ,健在 的 著名 数学 家 来 说 结束 语 , 看 来 是 
适宜 的 , 所 以 我 们 要 引用 雅克 * 阿 达 玛 的 话 。 他 第 一 个 指出 , 单单 从 
标的 发 明 不 是 笠 卡 儿 的 最 伟大 的 功绩 ， 因 为 坐标 已 经 “被 古代 人 ” 
做 出 了 一 一 这 种 说 法 并 不 确切 ， 除 非 我 们 把 没有 表明 的 意思 解释 
为 未 完成 的 事业 。 地 狱 就 是 用 “古人 2 们 烤 得 半熟 的 概念 铺 就 的 , 他 
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们 永远 无 法 用 他 们 自己 的 力量 把 那些 概念 完全 烤 熟 。 
“认识 [如 在 坐标 的 应 用 中 ] 一 个 一 般 的 方法 , 和 信守 它 表示 的 
概念 ， 完 全 是 另 一 回 事 。 这 个 功绩 , 每 一 个 真正 的 数学 家 都 知道 它 
的 重要 性 ， 它 确实 是 笛 卡 儿 在 几何 中 的 非常 卓越 的 功绩 ， 正 是 由 
此 ,他 被 导向 了 …… 他 在 几何 中 真正 伟大 的 发 现 ， 即 , 坐标 方法 的 
应 用 不 仅 把 几何 上 已 经 定义 了 的 曲线 转变 成 方程, 而 且 , 从 完全 相 
反 的 角度 看 , 给 越 来 越 复杂 的 曲线 预先 下 了 定义 ,因此 ， 越 来 越 一 


“数学 科学 的 研究 对 象 的 全 部 概念 ， 发 生 了 彻底 变革 , 直接 促 
成 这 一 变革 的 是 笛 卡 儿 本 人 ,而 后 来 。 人 们 在 下 一 个 世纪 , 在 相反 
的 方向 又 间接 地 促进 了 这 一 变革 。 笛 卡 儿 确实 完全 知道 他 所 作出 
的 发 明 的 重要 性 , 他 夸 口 说 , 就 象 西 塞 罗 的 修辞 学 超过 了 ABO 一 
样 , 他 到 目前 为 止 已 经 超过 了 在 他 以 前 的 全 部 几何 学 , 他 这 样 说 是 
正确 的 。” 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


费 马 





第 四 章 ”最 杰出 的 业余 爱好 者 


我 已 经 发 现 了 大 量 极 其 美妙 的 定理 。 
一 一 P. 费 马 
56 并 不 是 所 有 我 们 的 鸭子 都 能 成 为 天 笋 所 以 在 把 笛 卡 儿 作 为 
有 史 以 来 最 伟大 的 数学 家 之 一 展现 给 读者 之 后 ， 我 们 不 得 不 为 下 
面 这 个 经 常 提 到 而 且 极 少 被 反驳 的 断言 辩护 , 这 个 断言 就 是 , 十 七 
世纪 最 伟大 的 数学 家 是 篇 卡 九 的 同 代 人 费 马 (1601? 一 1665)。 这 
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人 


当然 把 牛顿 (1642 一 1727) 排除 在 我 们 的 考虑 之 外 了 。 但 是 人 们 可 








么 说 , 牛顿 一 生 将 近 三 分 之 一 的 时 间 是 在 十 八 世纪 , 而 费 马 完全 生 
活 在 十 七 世纪 。 

牛顿 似乎 把 他 的 数学 主要 当 作 科 学 探索 的 工具 ， 并 且 把 他 的 
主要 精力 放 在 科学 探索 上 。 而 费 马 则 不 然 , 他 虽然 在 将 数学 应 用 
于 科学 、 特 别 是 光学 方面 也 作 了 值得 注意 的 工作 , 但 纯 数 学 对 他 具 
有 更 强 的 吸引 力 。 

随 着 笛 卡 儿 在 1637 年 公布 了 解析 几何 , 数学 刚刚 进入 它 的 现 
代 状 态 , 很 多 年 内 仍 将 处 在 这 样 的 初级 阶段 , 因而 一 个 有 天 赋 的 人 
当然 有 理由 希望 在 纯 数 学 和 应 用 数学 领域 里 都 作出 有 益 的 工作 。 

牛顿 作为 一 个 纯 数学 家 , 在 发 明 微 积分 中 达到 了 他 的 顶点 , 菜 
布 尼 效 也 独立 作出 了 这 一 发 明 。 稍 后 我 们 对 此 还 要 多 说 一 些 , 而 现 
在 ,可 以 说 费 马 在 牛顿 出 生前 三 十 年 , 莱 布 尼 兹 出 生前 十 七 年 , 就 
想 出 并 应 用 了 微分 的 主要 概念 , 虽然 他 没有 象 菜 布 尼 兹 那样, 把 他 
的 方法 归结 为 一 套 甚至 侠 瓜 都 能 用 来 解决 问题 的 、 单 任 经 验 来 做 
的 方法 。 

至 于 向 卡 儿 和 费 马 ， 他 们 各 自 都 完全 独立 地 发 明了 解析 几 
何 。 他 们 在 这 个 问题 上 旗 鼓 相当 ,但 这 并 未 影响 到 上 述 断 言 。 笛 卡 
儿 的 主要 努力 在 于 各 种 各 样 的 科学 研究 , 对 他 的 哲学 的 苦心 经 营 ， 
以 及 他 那 荒 亡 的 太阳 系 “ 族 涡 理 论 ” 一 一 很 长 时 期 , 甚至 在 英国 , 它 
也 是 极其 简单 的 .并 不 玄 奥 的 .牛顿 宇宙 万 有 引力 理论 的 一 个 重要 
对 手 。 费 马 似乎 从 来 没有 象 笛 卡 儿 和 帕斯卡 两 人 那样 ， 为 狭 诈 而 
富 于 诱惑 力 的 关于 上 帝 、 人 和 作为 整体 的 宇宙 的 哲学 探讨 所 吸引 
所 以 , 在 解决 了 微 积 分 和 解析 几何 中 他 感 兴 趣 的 部 分 , 并 过 着 平静 
的 .一直 为 居家 度 日 而 努力 工作 的 生活 之 后 , 他 仍 能 自由 地 把 他 的 





58 
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剩余 精力 奉献 给 他 最 喜爱 的 消 超 一 一 纯 数学 ， 并 完成 了 他 最 伟大 
的 工作 , 奠定 了 数论 的 基础 , 他 那 无 可 争辩 而 又 不 可 分 制 的 不 朽 的 
名 声 就 建立 在 上 面 。 

不 久 我 们 就 会 看 到 ， 费 马 和 帕斯卡 分 享 了 概率 的 数学 理论 的 
创造 ， 如 果 所 有 这 些 第 一 流 的 成 就 还 不 足以 使 他 在 纯 数学 上 居于 
他 的 同 代 人 之 首 , 那么 我 们 要 问 , 谁 做 得 更 多 ? 费 马 是 生 就 的 创造 
者 。 在 业余 这 个 字 的 最 严格 的 意义 上 , 就 他 的 科学 和 数学 而 论 , 他 
也 是 个 业余 工作 者 。 无 疑 地 , 他 在 科学 史上 即使 不 是 第 一 个 , 也 是 
最 重要 的 一 个 业余 爱好 者 。 

费 马 的 一 生 是 安静 、 勤 勉 、 过 得 很 平静 的 ， 但 是 他 从 中 得 到 了 
很 多 东西 。 他 平静 生涯 中 的 重要 事实 很 快 就 能 讲 完 。 数 学 家 皮尔 。 
费 马 是 博 蒙 的 第 二 领事 .皮鞋 商 多 米 尼克 , 费 马 和 一 个 议会 法 官 家 
庭 的 女儿 德 隆 * 克莱尔 的 儿子 , 1601 年 8 月 (准确 的 日 子 不 清楚 ， 
受洗 礼 的 日 子 是 8 月 20 日 ), 出 生 在 法 国 的 博 蒙 - 德 - 洛 马 内 。 他 
最 早 是 在 他 出 生 的 小 城市 接受 家 庭 教 育 ; 后 来 , 为 担任 地 方 行政 官 
员 作 淮 备 的 学 习 是 在 图 卢 效 继续 进行 的 。 由 于 他 一 生 过 着 平稳 和 
安静 的 生活 ， 避 开 无 益 的 争执 ， 也 由 于 他 没有 一 个 象 帕 斯 卡 的 吉 
尔 伯 特 那样 汤 爱 他 的 姐姐 ， 把 他 少年 时 代 的 天 才 记 录 下 来 留 给 后 
人 , 因此 他 的 学 生 时 代 几 乎 没有 什么 材料 留 下 来 .不 过 那 一 定 是 非 
常 出 众 的 , 这 从 他 成 年 后 取得 的 成 绩 和 成 就 就 可 以 明显 地 看 出 来 ; 
在 要 求 严格 的 学 问 方面 没有 坚实 基础 的 人 ， 不 可 能 象 费 马 那 样 成 
为 古典 学 者 和 文学 家 。 他 的 关于 数论 和 数学 的 出 色 的 著作 , 一 般 说 
来 不 能 追溯 到 他 所 受 的 教育 ， 因 为 他 在 其 中 作出 他 最 伟大 的 工作 
的 领域 , 在 他 作 学 生 的 时 候 还 没有 打开 , 他 学 习 的 东西 几乎 不 可 能 
对 他 有 所 启发 。 

在 他 的 实际 生活 中 , 唯一 值得 提 及 的 那些 事件 是 ， 他 三 十 岁 
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(1631 年 5 月 14 日 ) 在 图 卢 兹 就 职 , 任 亚 见 接待 官 ; 同年 6 月 1 日 
他 与 他 母亲 的 表妹 德 隆 . 路 易 丝 结婚 ,他 们 生 了 三 个 儿子 ,其 中 克 菜 
芒 - 萨 米 埃 尔 成 了 他 父亲 的 科学 执行 人 ,还 有 两 个 女儿 都 当 了 修女 ; 
1648 年 他 升任 图 卢 兹 地 方 议会 的 议员 ,他 在 这 个 职位 上 体面 、 正 
直 、 非 常 称职 地 干 了 十 七 年 一 一 他 从 事 工 作 的 全 部 三 十 多 年 的 时 
闻 都 在 勉 力 为 国家 服务 ; 最 后 , 1665 年 1 月 12 日 ,处理 完 在 卡特 雷 
城 的 一 件 案子 之 后 两 天 , 他 在 该 城 去 世 , 终年 六 十 五 岁 。“ 玖 事 吗 ??” 
他 可 能 会 这 样 说 : “上帝 保 佑 你 , 先生 ! 我 没有 什么 故事 。” 然 而 这 个 “ 
度 过 平静 的 一 生 的 .诚实 .和 气 、 说 慎 、 正直 的 人 ， 有 着 数学 史上 最 
美好 的 故事 之 一 。 
他 的 故事 就 是 他 的 工作 一 一 更 确切 地 说 ， 是 他 的 消遣 一 一 他 
做 这 工作 纯粹 是 出 于 对 它 的 爱好 , 它 的 最 好 的 部 分 是 如 此 简单 (只 ， 
是 说 来 如 此 , 完成 或 仿效 就 不 同 了 )， 甚 至 一 个 智力 正常 的 小 学 生 
都 能 了 解 它 的 性 质 , 并 欣赏 它 的 美 。 过 去 三 个 世纪 中 ， 这 个 业余 数 
学 家 之 王 的 工作 ， 对 所 有 文明 国家 的 数学 业余 爱好 者 都 有 着 无 法 
抗拒 的 吸引 力 。 这 个 称 为 数论 的 理论 也 许 是 这 样 一 个 数学 领域 , 今 
天 有 天 赋 的 业余 爱好 者 可 以 希望 从 中 找 出 一 些 有 意思 的 东西 。 我 
们 将 首先 看 看 他 的 其 它 贡献 ， 不 过 是 在 顺便 提 一 下 很 多 人 称 之 为 
人 文学 的 领域 中 他 “独特 的 学 识 ” 之 后 。 他 对 主要 的 欧洲 语言 和 欧 
洲 大 陆 的 文学 , 有 着 广博 而 精湛 的 知识 , 希腊 和 拉丁 的 哲学 由 于 几 
个 重要 的 订正 而 得 益 于 他 。 用 拉丁 文 , 法 文 , 西班牙 文 写 诗 是 他 那 
个 时 代 强 七 们 的 素养 之 一 ， 他 在 这 方面 也 表现 出 了 熟练 的 技巧 和 
卓越 的 鉴赏 力 。 如 果 我 们 把 他 描绘 成 一 个 和 草 的 人 , 不 因 受 到 批 
评 而 发 怒 或 生气 ( 象 牛顿 晚年 那样 ), 不 骄傲 ,但 有 些 自负 , 我 们 就 能 
了 解 他 的 平稳 好 学 的 一 生 了 。 他 在 各 方面 的 对 立 面 稍 卡 儿 形容 他 
的 自负 说 “ 费 马 先 生 是 个 加 斯 科 尼 人 ,我 可 不 是 。 这 里 提 到 的 加 斯 ”型 
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科 尼 人 ， 大 概 是 指 一 些 法 国 作 家 (例如 罗斯 丹 在 < 贝 日 拉克 的 西 哈 
诺 > 第 二 幕 ， 第 七 场 中 ) 笔 下 的 加 斯 科 尼 人 所 具有 的 一 种 可 爱 的 吹 
牛 习 气 。 在 费 马 的 信 中 可 能 有 一 些 这 样 的 吹牛 的 话 ， 但 总 是 相当 
天 真 和 不 触犯 人 的 。 即 使 他 的 头脑 已 经 膨胀 得 象 气球 那样 大 了 , 也， 
从 没有 涉及 他 对 自己 的 工作 可 能 持 有 的 公正 看 法 。 至 于 笛 卡 儿 ， 
我 们 应 该 记得 ， 他 确实 不 是 一 个 公正 的 裁判 者 ， 我 们 马上 就 会 指 
出 ， 在 他 与 这 位 “加 斯 科 尼 人 ”关于 极其 重要 的 切线 问题 的 长 期 争 
” 论 中 , 他 自己 那 军人 般 的 国 执 怎样 使 他 败 在 了 对 方 手 里 。 

一 些 人 在 考虑 到 费 马 的 公职 的 艰难 费力 的 性 质 和 他 完成 的 大 
量 第 一 流 数 学 工作 时 ， 对 于 他 怎么 能 找 出 时 间 来 做 这 -~- 切 感到 
迷惑 不 解 。 一 位 法 国 评论 家 提出 了 一 个 可 能 的 答案 ， 费 马 担任 议 
员 的 工作 对 他 的 智力 活动 有 益 而 无 害 。 议 院 评 议员 与 其 它 的 一 一 
例如 在 军队 中 的 公职 人 员 不 同 , 对 他 们 的 要 求 是 避 开 他 们 的 同乡 ， 
避 开 不 必要 的 社交 活动 ， 以 免 他 们 在 履行 职责 时 因 受 贿 或 其 它 原 
因而 腐化 距 落 。 这 样 , 费 马 就 找到 了 大 量 的 空闲 时 间 。 


我 们 现在 扼要 令 述 一 下 费 马 在 微 积分 的 发 展 中 所 起 的 作用 。 
如 我 们 在 关于 阿 基 米 德 那 一 章 中 说 过 的 。 微 分 的 与 几何 对 等 的 基 
本 问题 是 画 一 条 直线 , 在 给 定 的 点 相 切 于 一 条 曲线 上 的 给 定 的 、 非 
闭 的 连续 弧 。 此 处 对 “连续 ”的 意义 的 一 个 非常 接近 的 描述 是 “ 光 
滑 , 不 断 开 或 没有 突然 的 跳 牙 ; ”给 出 一 个 确切 的 , 数学 的 定义 , 需 
要 写 出 长 长 几 页 的 定义 和 极 细微 的 区 别 ， 这 些 定义 和 区 别 肯定 会 
使 微 积 分 的 发 明 者 ， 包 括 牛顿 和 莱 布 尼 兹 困惑 而 吃惊 。 也 不 难 想 
象 , 如 果 那 两 位 创造 者 知道 了 现代 学 生 要 求知 道 的 全 部 细微 区 别 ， 
那么 可 能 就 永远 也 不 会 发 明 微 积分 了 。 

包括 费 马 在 内 的 微 积 分 的 创造 者 们 , 都 依赖 几何 和 物理 (多 为 
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运动 学 和 动力 学 ) 的 直观 以 取得 进展 ， 对 于 一 条 “连续 曲线 ”的 图 
形 , 他 们 注视 着 自己 头脑 中 的 想象 , 描绘 出 画 一 条 直线 在 曲线 上 的 
点 卫 处 相 切 于 曲线 的 过 程 ， 这 个 过 程 是 ， 取 另 一 个 也 在 曲线 上 的 
点 9, 画 连 接 卫 和 @ 的 直线 PQ, 然 后 ,在 想象 中 让 点 Q@ 沿 着 曲线 弧 
滑 向 P, 直到 Q 与 卫 重 合 , 当 纺 PQ 在 上 面 所 描述 的 极限 位 置 时 ， 
它 就 成 了 曲线 在 点 了 的 切线 PP 一 一 这 就 是 他 们 要 寻找 的 东西 。 
下 一 步 是 把 所 有 这 些 翻译 成 代数 或 分 析 的 语言 。 他 们 在 Q@ 开 
始 滑动 去 与 卫 重合 之 前 ， 先 知道 了 图 上 点 了 的 坐标 2, y 和 电 的 
坐标 ， 比 如 说 2 十 a, 9 十 2， 然 后 他 们 审视 着 图 , 看 出 弦 PQ 的 斜率 








等 于 8/o 一 一 显然 是 纺 相 对 于 > 轴 (e 的 距离 在 其 上 量度 的 直线 ) 
的 “倾斜 度 ” 的 一 种 度量 ; 这 个 “倾斜 度 * 就 是 精确 的 斜率 的 意义 所 


因为 Q 的 坐标 2 十 a,z 十 5, 最 终 成 了 P 卫 的 坐标 %.y, 这 个 极限 值 就 
是 所 需要 的 斜率 。 有 了 斜率 和 点 了 ， 他 们 现在 就 能 夯 出 切线 了 。 
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这 并 不 就 恰好 是 费 马 画 切线 的 过 程 ， 但 是 他 的 过 程 大 体 上 与 
上 面 描述 的 过 程 相同 。 

为 什么 这 一 切 值得 一 个 有 理智 和 注重 实际 的 人 认真 考虑 呢 ? 
这 是 一 个 很 长 的 故事 ,此 处 只 需 略 为 提 一 提 ; 当 我 们 讨论 到 牛顿 时 ， 
青 详细 论述 ， 动 力学 的 基本 概念 之 一 是 一 个 移动 的 粒子 的 速度 。 
如 果 我 们 相对 于 时 间 的 单位 数 画 出 粒子 在 单位 时 间 内 通过 的 距离 
的 单位 数 ,我们 就 得 到 了 一 条 线 , 无 论 是 直线 还 是 曲线 , 它 画 出 了 
粒子 在 瞬间 的 “运动 而 这 条 线 在 其 上 任意 点 处 的 切线 明显 地 给 
我 们 以 粒子 在 用 时 相对 于 点 的 速度 ; 粒子 运动 得 越 快 , 切线 的 斜率 





越 陡 。 事实 上 ， 这 个 斜率 确实 测量 了 镁 子 在 运动 路 径 中 任何 点 的 
速度 。 运 动 中 的 问题 当 转换 为 几何 问题 时 ， 确 实 就 是 找 出 一 个 曲 
线 在 给 定点 的 斜率 的 问题 。 也 有 与 曲面 的 切 平面 (在 力学 和 数学 
物理 中 也 有 重要 的 解释 ) 对 应 的 类 似 的 问题 , 这 些 问题 都 要 用 微分 ， 
学 来 着 手 解决 一 一 而 微分 学 的 基本 问题 ， 我 们 已 经 试图 以 它 出 现 
在 费 马 和 他 的 后 继 者 面前 的 样子 加 以 描述 了 。 

这 个 微 积分 的 另 一 个 用 途 可 以 从 已 经 说 的 这 些 表 示 出 来 。 候 
定 有 一 个 量 y 是 一 个 量 的“ 函数” 写成 y=f (2), 意 为 当 任意 确 
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定 的 数 ,比如 说 10, 用 来 代替 t, 使 我 们 得 到 f (10) 一 一 “10 的 函数 
f” 时 , 我 们 就 能 够 从 假定 已 经 给 出 的 了 的 代数 表达 式 , 计算 出 y 的 
对 应 值 ,此 处 yf (10)。 为 了 更 明确 起 见 , 假定 了 GO 是 在 代数 上 用 
如 ,或 Xt 表示 的 t 的 特定 函数 。 那 么 , 当 t 二 10, 我 们 得 到 y= 二 了 (10)， 
因而 此 处 对 于 # 的 这 个 值 , y==10” 一 100; 当 #=1/2,y 一 1/4, 等 等 ， 
对 于 的 任意 值 。 

凡是 不 是 在 三 十 或 四 十 年 前 结束 初级 中 学 教育 的 人 ， 对 所 有 
这 些 都 是 熟悉 的 ,但 是 一 些 人 可 能 已 经 完全 忘 了 他 们 和 孩童 时 期 在 算 
术 中 做 过 些 什么 , 正 象 其 它 人 不 能 拒绝 拉丁 文 的 圣 饼 以 拯救 他 们 的 
灵魂 。 但 甚至 最 健忘 的 人 也 会 看 出 ,我 们 能 够 对 任何 .的 特别 形式 ， 
画 出 y= 了 (2) 的 图 形 ( 当 f(%) 是 娘 时 ,图 形 是 一 个 象 翻转 过 来 的 拱 那 
a ee i ee 





ee 
轴 。 那 就 是 说 , 在 我 们 正在 画 的 了 Cw) 的 这 样 一 个 极 什 ( 极 大 或 极 小 
值 ) 处 , 切线 的 斜率 是 零 。 这 样 ， 如 果 我 们 正在 寻找 一 个 给 定 函 数 


Y 





63 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


70 数学 精英 


万世 的 极 值 ， 我 们 不 得 不 再 次 对 特别 的 曲线 V=j (解决 我 们 的 斜 
率 问 题 , 在 找到 一 般 点 如 9 处 的 斜率 后 , 让 这 个 斜率 的 代数 表达 式 
等 于 零 ， 以 找 出 相对 于 极 值 点 的 蔚 的 值 。 这 大 体 上 就 是 费 马 在 他 
的 极 大 极 小 方法 中 所 做 的 ， 这 个 方法 是 他 在 1628 一 1629 年 发 明 
的 , 但 直到 十 年 后 才 半 公 开 , 那 时 他 通过 梅 塞 内 把 这 个 方法 的 一 份 
说 明 送 给 笛 卡 儿 。 

这 个 简单 的 设想 在 科学 上 的 应 用 一 一 当然 ， 为 了 考虑 比 上 面 
描述 的 复杂 得 多 的 问题 ， 经 过 了 充分 而 细心 的 构思 一 一 是 多 种 多 
样 并 十 分 广泛 的 。 例 如 在 力学 中 , 拉 格 朗 日 发 现 , 有 某 个 问题 中 所 
考虑 的 物体 的 位 置 (坐标 ) 和 速度 的 “函数 ”, 取 一 个 极 值 , 这 个 函数 
就 给 我 们 提供 了 所 论 系统 的 “运动 方程 ”， 这 些 反 过 来 又 使 我 们 得 
以 决定 在 每 一 给 定时 刻 的 运动 一 一 即 完全 地 描述 了 这 个 运动 。 在 
物理 学 中 有 很 多 类 似 的 函数 ， 在 问题 中 的 函数 必须 是 一 个 极 值 函 
数 @ 的 简单 要 求 下 ， 这 些 函 数 中 的 每 一 个 都 概括 了 数学 物理 的 一 
个 广阔 的 分 支 ; 希 耳 伯 特 在 1916 年 为 广义 相对 论 发 现 了 一 个 这 样 
的 函数 。 所 以 当 费 马 在 辛苦 的 法 律 事务 的 余 暇 ， 以 研究 极 大 和 极 
小 的 问题 作为 消遣 时 ， 他 并 不 是 在 浪费 时 间 。 他 本 人 把 他 的 原理 
应 用 于 光学 , 做 得 又 漂亮 又 令 人 惊奇 。 

附带 说 一 下 , 可 以 注意 到 的 是 , 这 个 特殊 的 发 现 已 经 被 证 明 是 
从 1926 年 起 人 们 精心 构 作 的 新 的 量子 理论 的 萌芽 一 一 在 它 的 数 
学 方面 , 指 “ 波 动 方 程 "。 费 马 发 现 了 通常 所 谓 的 “最 小 时 间 原 理 ”。 
称 它 为 “ 极 值 ”最 小 或 最 大 ) 比 称 为 “最 小 ”@ 要 更 准确 些 。 

根据 这 个 原理 , 如 果 一 束 光线 从 一 个 点 和 射 身 另 一 个 点 B, 途 








@， 这 个 说 法 对 目前 的 考虑 是 足够 精确 了 。 实 际 上 ,要 求 的 是 使 问题 中 的 函数 平稳 
(粗略 地 说 ， 既 不 增加 也 不 减少 ) 的 变量 (坐标 和 速度 ) 的 值 。 一 个 极 值 点 是 平稳 点 》 但 
是 一 个 平稳 点 未 必 是 一 个 极 值 点 。 
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中 经 过 各 种 各 样 的 反射 和 折射 (“折射 ”也 就 是 弯曲 ,就 象 光线 从 
空气 进入 水 中 那样 ， 或 是 光线 通过 不 同 密度 的 胶 状 物 那样 )， 那 么 
它 经 过 的 路 程 一 所 有 由 于 折射 的 扭转 和 转向 ， 由 于 反射 的 难于 
据 摸 的 向 前 和 退 后 - 一 可 以 由 从 4 到 B 所 饥 的 时 间 为 极 值 这 个 
单一 的 要 求 计算 出 来 (但 注意 前 面 的 脚注 )。 

由 这 个 原理 ， 费 马 推出 了 折射 和 反射 的 熟知 的 规律 ， 入 射 角 
(在 反射 中 ) 等 于 反射 角 ; 从 一 个 介质 到 另 一 个 介质 的 入 射 角 ( 在 折 
射 中 ) 的 正弦 是 反射 角 的 正弦 的 一 个 常数 信 。 

我 们 已 经 提 到 过 解析 几何 ; 费 马 首先 把 它 应 用 于 三 维 空间 。 任 
卡 儿 满足 于 二 维 。 今 天 所 有 的 学 生 都 熟悉 这 个 推广 ， 但 它 即 便 对 
一 个 有 才能 的 人 来 说 ,也 不 是 从 笛 卡 儿 的 发 展 中 不 证 自明 的 。 也 
许可 以 说 , 要 找到 把 一 种 特殊 的 几何 有 意义 地 从 二 维 推广 到 三 维 ， 

”通常 比 把 它 从 三 维 推广 到 四 维 或 五 维 ……, 或 维 困 难得 多 。 费 马 
在 一 个 基本 论点 上 (曲线 由 它们 的 阶 分 类 ) 修 正 了 简 卡 儿 的 理论 。 
多 少 有 些 爱 发 把 的 笛 卡 儿 竟 会 与 沉着 冷静 的 “加 斯 科 尼 人 ” 费 马 争 
吵 起 来 , 看 来 是 很 自然 的 , 因为 这 个 军人 在 关于 费 马 的 切线 方法 的 
争论 中 通常 是 急躁 而 易 轻 的 ， 而 这 位 心平 气 和 的 律师 还 是 照样 衫 
彬 有 礼 。 就 象 通常 发 生 的 那样 ,不 发 把 的 人 在 争辩 中 占 了 上 风 。 但 
是 费 马 是 注定 要 胜利 的 , 这 不 是 因为 他 更 会 辩论 , 而 是 因为 他 是 正 
确 的 。 

顺便 提 一 下 , 我 们 推测 ,牛顿 应 该 听 到 过 费 马 用 过 微 积分 , 并 
且 应 该 感谢 过 这 个 信息 。 但 直到 1934 年 以 前 , 没有 关于 这 个 结论 
的 明显 证 据 公布 出 来 , 但 就 在 这 一 年 , 工 . T. 莫 尔 教授 在 他 写 的 牛 
顿 的 传记 中 , 记述 了 一 封 至 今 未 被 人 们 注意 的 信 , 在 那 封 信里 , 牛 
顿 清楚 地 说 ， 他 从 站 马 画 切 线 的 方法 中 得 到 了 微分 法 的 提 
小 o 
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我 们 现在 转向 费 马 最 伟大 的 工作 , 所 有 的 人 ,不 论 是 数学 家 还 
是 业余 爱好 者 , 都 同样 能 了 解 这 项 工作 。 这 就 是 所 谓 的 “数论 ”或 
者 叫 "高 等 算术 ”或 者 最 后 , 用 一 个 不 卖弄 学 问 的 名 称 , 叫 算术 , 这 
个 名 称 对 高 斯 来 说 就 足够 好 了 。 

锅 腊 人 把 我 们 在 初级 课本 中 收集 在 “算术 ”名 下 的 杂 类 分 成 了 
两 个 单独 的 部 分 , 即 逻辑 学 和 算术 , 其 中 的 第 一 部 分 是 关于 计算 在 
一 般 商 业 和 日 常生 活 中 的 实际 应 用 ， 第 二 部 分 就 是 在 费 马 和 高 斯 
意义 下 的 算术 , 他 们 力图 照 这 样 去 发 现 数 的 性 质 。 

算术 在 它 的 最 终 的 , 也 许 是 最 困难 的 问题 中 研究 一 般 整 数 1， 
2，3, 4，5…… 的 相互 关系 ， 这 些 数 我 们 差不多 一 会 讲话 就 能 说 。 
在 为 说 明 这 些 关 系 的 努力 中 ， 数 学 家 不 得 不 去 发 明代 数 和 分 析 中 
的 那些 微妙 而 深奥 的 定理 ， 这 些 定理 中 森林 般 的 术语 遗 蔽 了 最 初 
的 问题 一 一 那些 关于 工 3，3，.……. 的 问题 ， 但 它们 的 真正 作用 就 
是 解答 那些 问题 。 同 时 , 这 些 表面 上 无 用 的 研究 的 副产品 , 丰富 地 
报 偿 了 从 事 这 些 研究 的 人 ， 向 他 科 提 出 了 大 量 可 应 用 到 与 物理 世 
界 有 直接 联系 的 其 它 数学 领域 的 有 力 的 方法 。 我 们 只 举 一 个 例子 ， 
代数 的 最 新 的 阶段 ， 今 天 由 专业 代数 学 家 开 星 并 正在 给 代数 方程 
理论 指出 全 新 的 途径 ， 它 的 起 源 就 直接 追溯 到 解决 费 马 的 简单 的 
最 后 定理 的 努力 (在 给 最 后 定理 做 好 了 准备 后 , 就 会 陈述 它 )。 

我 们 从 费 马 关于 素数 的 一 个 陈述 开始 。 一 个 正 的 素 的 数 , 或 
简称 为 素数 , 是 任何 比 1 大 、 且 除数 (没有 余数 ) 只 是 1 和 它 本 身 的 
数 ; 例如 2，3，5，7，13， 妇 是 素数 ， 而 257，65537 也 是 素 
数 。 但 是 4294967297 不 是 一 个 素数 ， 因 为 它 以 641 为 一 个 除数 ， 
18446744073709551617 也 不 是 素数 ， 因 为 它 可 以 被 274177 整除 ; 
641 和 274177 都 是 素数 。 当 我 们 在 算术 中 说 一 个 数 以 另 一 个 数 为 . 
除数 ,或 者 说 可 以 被 男 一 个 数 除 时 , 我 们 意味 着 整除 , 即 没有 余 项 。 
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这 样 14 可 以 被 7 除 ,而 15 就 不 能 。 上 面 那 两 个 大 数 是 故意 写 出 来 
的 , 原因 马上 就 会 清楚 了 。 回 忆 起 另 一 个 定义 , 一 个 给 定 的 数 , 比如 
说 入, 它 的 呈 次 寒 是 兄 个 六 乘 在 一 起 , 写 做 N" 这 样 , 5? 一 5x5=25， 
8 一 8Xx8x8x8 一 4096。 为 一 致 起 见 ， 六 本身 可 以 写 做 Wi。 再 
如 ， 象 一 个 塔 形 的 2 意味 着 我 们 首先 要 计算 35( 一 243)， 然 后 “ 提 
逢 ”2 到 这 个 寡 上 , 2243 答 数 有 74 位。 

下 一 个 论点 在 费 马 的 一 生 中 是 非常 重要 的 ， 在 数学 史上 也 是 
如 此 。 考 虑 数 3， 5, 17, 257, 65537, 它们 都 属于 一 个 特殊 类 型 的 
“序列 2 因为 他 们 都 是 用 同一 个 简单 的 过 程 (由 工 和 2 生成 的 , 这 
可 以 从 

3 一 2 十 1 5=2+1, 17=2 二 +1, 257 一 2 十 二 ，65537 一 2 十 
看 出 来 , 如 果 我 们 愿意 检查 计算 过 程 , 我 们 很 容易 看 出 上 面 写 出 过 
的 那 两 个 大 数 是 23 十 1 和 24 十 1, 它们 也 是 这 个 序列 中 的 数 。 这 


站 


观察 一 下 这 个 序列 是 如 何 构 成 的 , 我 们 注意 到 “指数 ”( 指 出 2 
到 什么 样 的 井 次 的 上 角 那 些 数 ), 是 1，2, 4, 8，16, 32, 64, 并 且 
我 们 观察 到 这 些 数 是 1( 如 果 我 们 愿意 的 话 ， 为 一 致 起 见 ， 它 可 以 
象 在 代数 中 那样 ， 写 成 2), 中, 2， 23，24，25, 2。 也 就 是 说 ,我 
们 的 序列 是 2” 十 1, 而 %w 的 范围 是 0, 1，2, 3, 4, 5, 6。 我 们 无 需 
在 nm=6 停 止 ; 取 m 一 7，8， 9，…… ， 我 们 可 以 无 限 地 继续 这 个 序 
列 , 得 到 越 来 越 多 的 巨大 的 数 。 

假定 我 们 希望 找 出 这 个 序列 中 的 一 个 数 是 否 素数 。 虽 然 有 很 
多 捷径 , 可 以 通过 检验 吻 除 试验 除数 的 整个 类 ; 虽然 现代 算术 限制 
了 需要 尝试 的 试验 除数 的 类 型 ， 我 们 问题 的 吃力 程度 仍然 与 用 小 
于 给 定数 的 平方 根 的 相 续 素数 2，3，5，7，…… 来 除 给 定数 的 吃 
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力 程度 相当 。 如 果 这 些 数 都 不 能 整除 给 定 的 数 , 则 该 数 就 是 素数 。 
不 用 说 ,甚至 对 于 象 兄 为 100 这 样 小 的 数 , 即使 用 已 知 的 捷径 ， 这 
样 一 个 试验 所 需要 的 工作 量 也 会 大 得 无 法 完成 。( 读 者 可 以 试 着 
解决 n=8 的 情形 , 以 明确 这 一 点 。) 

费 马 宣称 , 他 相信 序列 中 所 有 的 数 都 是 素数 。 如 我 们 已 经 看 到 
的 , 所 列 出 的 数 (相应 于 mn 一 5,6) 与 他 的 结论 相 矛 盾 。 这 是 我 们 希望 
be 点 费 马 还 错 了 , 但是 他 并 没有 说 已 公证 昌 


» so 0 0 0 9 9b +* * 。 


解 的 陈述 ， 一 各 批评 家 让 之 区 电价 镶 了 。 我 们 继续 讲 下 去, 这 个 
事实 的 重要 性 就 会 出 现 。 

出 于 心理 上 的 好 奇 ， 可 以 提 到 美国 的 速算 神童 齐 拉 . 科 尔 他 
恩 , 当 人 们 问 他 费 马 的 第 六 个 数 (4294967297) 是 否 素数 时 , 经 过 一 
会 儿 心算 , 他 回答 不 是 , 因为 它 有 641 作为 除数 ， 他 不 能 解释 他 得 
出 正确 结论 的 过 程 。 本 书 中 科 尔 伯 恩 还 会 再 出 现 (与 哈密 顿 联系 
在 一 起 )。 

在 离开 “ 费 马 数 ”2*”+1 之 前 ， 我 们 要 向 前 看 看 十 八 世纪 的 最 
后 十 年 , 在 那 十 年 中 , 整个 漫长 的 数学 史上 的 两 个 或 三 个 最 重要 的 
事件 之 一 ,要 部 分 归 因 于 这 些 神秘 的 数 。 有 一 个 时 期 ,一 个 十 八 风 
的 年 轻 人 一 直 跨 中 着 一 一 按 当时 的 传统 一 一 是 把 他 极 好 的 天 赋 素 
献 给 数学 还 是 奉献 给 语言 学 , 他 在 这 两 方面 都 同样 有 才华 。 使 他 
作出 抉择 的 是 一 个 美妙 的 发 现 ， 这 个 发 现 与 每 一 个 中 学 生 都 熟悉 
的 初等 几何 中 的 一 个 简单 问题 有 关 。 

一 个 n 边 下 多 边 形 的 所 有 %% 个 边 都 相等 , 所 有 个 角 也 相等 。 
古 希 腊 人 早 就 发 现 了 如 何 只 用 尺 规 画 3, 4 5, 6，8，10，15 边 
的 正 多 边 形 ， 用 同样 的 工具 由 给 定 的 正 多 边 形 夯 出 边 长 两 倍 于 它 
的 正 多 边 形 也 很 容易 作 到 。 那 么 下 一 步 就 是 寻找 7,9, 11, 13,…… 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 四 章 ”最 杰出 的 业余 爱好 者 75 


边 的 正 多 边 形 的 尺 规 画 法 。 很 多 人 找 过 , 但 都 没有 找到 , 因为 这 样 
的 画 法 是 不 可 能 的 , 只 是 他 们 不 知道 它 不 可 能 罢了 , 在 间隔 了 两 千 
二 百 多 年 后 ， 那 个 在 数学 和 语言 学 之 间 跨 中 的 年 轻 人 向 前 迈 出 了 
下 一 步 一 一 大 大 的 一 步 。 

正如 已 经 指出 的 ， 只 要 考虑 奇数 边 的 多 边 形 就 足够 了 。 这 个 
年 轻 人 证 明了 用 尺 规 画 奇数 边 的 正 多 边 形 是 可 行 的 ， 不 过 只 有 当 
边 数 或 者 是 一 个 费 马 素数 (就 是 形式 为 多 "的 素数 )， 或 者 是 由 
不 同 的 费 马 素数 乘 在 --. 起 组 成 的 数 时 才 有 可 能 。 这 样 ,3.5 或 区 边 
的 正 多 边 形 就 象 希腊 人 知道 的 那样 ， 画 出 来 是 可 能 的 ,但 是 9，9， 
11 或 13 边 的 正 多 边 形 就 不 能 画 出 来 , 对 于 17, 或 257, 或 65537， 
或 者 在 费 马 的 数列 3, 5, 17，257，65537 中 的 下 一 个 可 能 的 素数 
一 一 如 果 存 在 的 话 , 这 到 目前 (1936 年 ) 还 没有 人 知道 一 一 也 是 可 
能 的 ,对 于 3x17, 或 5x257x65537 边 , 等 等 , 也 是 可 能 的 。 正 是 
这 个 在 1796 年 6 月 日 宣布 ,但 是 在 3 月 30 日 做 出 的 发 现 , 使 这 
个 年 轻 人 选择 了 数学 而 不 是 语言 学 作为 他 的 终生 工作 。 他 的 名 字 
叫 高 斯 。 

我 们 令 述 著名 的 “ 费 马 定 理 ”( 不 是 他 的 “最 后 定理 2) 作为 费 马 
做 出 的 另 一 类 有 关 数 的 发 现 。 如 果 n 是 任意 整数 , p 是 任意 素数 ， 
那么 ”一 n 可 以 被 p 整除。 例如 取 p=3，n==5, 我 们 得 到 太一 5， 
或 125 一 5, 这 又 是 120, 也 是 3x40; 对 于 wm 一 2 p=11, 我 们 得 到 
91 一 29, 或 2048 一 2, 这 就 是 2046=11 x 186。 

算术 中 有 一 些 定理 被 认为 是 “重要 的 ”， 而 其 它 一 些 尽 管 同样 
难以 证 明 , 却 被 说 成 是 微不足道 的 , 要 说 明 这 是 为 什么 , 即便 不 是 
不 可 能 , 也 是 很 困难 的 。 一 个 标准 (虽然 不 必 是 结论 性 的 ) 是 这 个 
定理 应 该 能 运用 到 数学 的 其 它 领域 中 去 ; 另 一 个 标准 是 , 它 应 该 启 
发 算术 或 广义 的 数学 中 的 研究 ; 第 三 个 是 , 它 在 某 些 方面 应 该 是 带 
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有 普遍 性 的 。 刚 才 叙 述 的 费 马 定理 满足 所 有 这 些 多 少 有 些 武断 的 
要 求 : 它 在 数学 的 很 多 领域 中 的 用 处 都 是 不 可 或 缺 的 , 这 些 领域 包 
括 群 论 ( 见 第 十 五 章 ), 而 群 论 又 是 代数 方程 论 的 基础 ; 它 启发 了 很 
多 研究 , 其 中 的 原始 根 的 整个 主题 , 注重 数学 的 读者 可 以 当做 重要 
的 例子 ; 最 后 , 它 在 下 述 意义 上 带 有 普遍 性 ， 它 描述 了 所 有 素数 的 
一 个 性 质 一 一 要 找 出 这 样 一 般 的 论述 是 极其 困难 的 ， 已 经 知道 的 
非常 少 。 
费 马 象 通常 那样 ,陈述 了 关于 wr 一 n 的 定理 而 没有 证 明 。 第 
一 个 证 明 是 莱 布 尼 兹 在 一 篇 没有 注 明 日 期 的 手稿 中 给 出 的 ， 但 他 
似乎 在 1683 年 以 前 就 知道 了 一 个 证 明 。 读 者 可 能 愿意 设想 出 一 
种 证 明 来 试 试 自己 的 能 力 。 需要 的 是 下 面 一 些 事实 , 它们 可 以 被 
证 明 , 也 可 以 为 了 手头 的 目的 而 假定 为 已 知 ; 一 个 给 定 的 整数 只 能 
以 一 种 形式 ， 即 素数 相 乘 的 形式 一 一 重新 安排 因子 顺序 除外 
表示 出 来 ; 如 果 一 个 素数 整除 两 个 整数 的 积 ( 相 乘 的 结果 ), 那 它 至 
少 整除 两 个 数 中 的 一 个 。 举 例 说 明 ， 2 一 2x2x2x3， 难 不 能 由 
任何 有 本 质 不 同 的 素数 的 相 乘 形式 表示 出 来 一 一 我 们 认为 2x2 
x2x3, 2x2x3x2, 2x3x2x2, 和 和 3x2x2x23 都 是 一 样 的 ; 
整除 42, 而 42=2x21=3x14=6x7, 在 每 一 个 分 解 式 中 7 都 整 
除 相 乘 得 到 42 的 两 个 数 中 的 至 少 一 个 ; 再 有 ，98 可 以 用 7 整除 ， 
98 一 7X14, 这 里 7 了 整除 7 和 14 两 个 数 , 因此 至 少 整除 其 中 的 一 
个 。 根 据 这 两 个 事实 , 只 需要 不 到 半 张 纸 就 能 把 证 明 写 出 来 , 并 且 
任何 正常 的 十 四 岁 儿 童 都 能 够 理解 它 。 但 是 可 以 很 有 把 握 地 打 赠 ， 
在 一 百 万 任何 年 龄 区 或 一 切 年 龄 的 正常 智力 的 人 当中 ， 那 些 所 知 
道 的 数学 不 超过 小 学 算术 程度 的 人 ， 只 有 不 到 十 个 能 在 一 个 适当 
的 时 间 一 一 比如 说 一 年 内 ,成功 地 找 出 一 个 证 明 。 

这 里 似乎 是 引用 高 斯 的 一 些 著名 评论 的 适当 地 方 ， 这 些 评论 
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是 关于 费 马 和 他 本 人 最 喜爱 的 领域 的 。 译文 出 自爱 尔 兰 数学 家 
互 . J. 8. 史密斯 (1826 一 1883) ， 译 自 高 斯 为 1847 年 出 版 的 艾 森 
斯 坦 的 数学 论文 集 写 的 序言 。 

“高 等 算术 给 我 们 提供 了 无 穷 无 尽 的 有 趣事 实 一 一 也 是 真理 ， 
它们 不 是 孤立 的 ， 而 是 有 着 密切 的 内 在 联系 ， 随 着 我 们 知识 的 积 
累 ， 我 们 不 断 地 在 二 者 之 间 发 现 新 的 ， 有 时 是 完全 出 乎 意料 的 联 
系 。 它 们 的 那些 定理 的 很 大 一 部 分 从 这 样 一 个 特性 中 得 到 了 附加 
的 魅力 ; 有 着 简单 特征 的 重要 命题 经 常 很 容易 由 归纳 法 发 现 , 然而 
这 个 特点 却 是 如 此 深奥 ， 我 们 只 是 在 经 过 了 许多 徒劳 的 努力 以 后 
才能 找 出 它们 的 证 明 ; 甚至 当 我 们 确实 成 功 了 ,也 通常 是 通过 一 些 
令 人 生 厌 的 烽 揉 造作 的 过 程 证 明 的 ， 而 更 简单 的 方法 可 能 会 长 时 
间 地 未 被 揭晓 。” _ 

高 斯 提 到 的 这 些 有 趣 的 事实 之 一 ， 有 时 被 认为 是 费 马 发 现 的 
关于 数 的 最 美妙 的 (但 不 是 最 重要 的 ) 东 西 ， 每 一 个 形式 为 4m 十 1 
的 素数 是 两 个 数 的 平方 和 , 并 且 这 种 和 的 形式 是 唯一 的 。 我 们 容易 
证 明 形 式 为 4m 一 1 的 任何 数 都 不 是 两 个 数 的 平方 和 。 由 于 很 容易 
看 出 所 有 比 2 大 的 素数 都 是 这 些 形式 中 的 一 种 ， 没 有 什么 好 加 的 
了 。 例 如 , 37 被 4 除 有 余数 1 所 以 37 一 定 是 两 个 整数 的 平方 和 。 
通过 试验 (有 更 好 的 方法 )， 我 们 发 现 确实 37 一 1+36=1? 十 6， 并 
且 没 有 其 它 的 数 的 平方 友和 妨 能 使 37 一 轨 十 2。 对 于 素数 101， 
我 们 有 二 十 10 对 于 入 ,我 们 有 从 二 59。 另 一 方面 , 19 一 4X65 一 1， 
它 不 是 两 个 数 的 平方 和 。 

正如 几乎 他 所 有 的 算术 工作 一 样 ， 费 马 也 没有 留 下 这 个 定理 
的 证 明 。 伟 大 的 欧 拉 在 1749 年 首次 证 明了 这 个 定理 , 而 为 了 给 它 
找到 一 个 证 明 ， 欧 拉 断 断 续 续 地 奋斗 了 七 年 。 但 是 费 马 确实 描 
述 了 他 发 明 的 一 个 巧妙 的 方法 ， 他 用 这 个 方法 证 明了 这 个 定理 和 
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他 的 其 它 一 些 令 人 赞叹 的 结果 。 这 个 方法 被 称 为 "无限 下 推 法 ”， 
完成 它 比 以 利 亚 @ 升天 还 要 困难 无 数 倍 。 他 自己 的 记述 既 简 单 又 
清晰 , 所 以 我 们 从 他 1659 年 8 月 写 给 卡尔 卡 维 的 信 中 ,不 拘泥 文 
字 地 翻译 了 一 段 。 

“有 很 长 时 间 ， 我 不 能 把 我 的 方法 应 用 于 肯定 命题 ， 因 为 用 到 
首 定 命题 上 的 迁 回 曲折 的 办 法 要 比 我 用 在 否定 命题 上 的 办 法 麻烦 
得 多 。 这 样 ， 当 我 不 得 不 去 证 明 每 一 个 比 4 的 倍数 多 的 素数 是 


0 


重复 了 许多 次 的 思考 中 得 到 了 我 所 缺少 的 线索 , 现在 , 借用 于 一 些 
必然 与 肯定 命题 相 联系 的 新 原理 的 帮助 ， 我 的 方法 能 够 应 用 于 肯 
定 命题 了 。 我 在 肯定 命题 中 的 推理 过 程 是 这 样 的 ， 如果 一 个 形式 
为 各 十 工 的 任意 选 定 的 素数 不 是 两 个 数 的 平方 和 ， [我 证 明了 ] 会 
有 同样 性 质 的 另 一 个 数 , 比 选 定 的 那 一 个 小 , [因此 ] 接 着 有 第 三 个 
更 小 的 数 , 等 等 。 用 这 个 方法 做 无 限 下 推 ， 我 们 最 后 达到 了 数 5 
这 一 类 [4n+ 卫 的 所 有 数 中 最 小 的 一 个 。[ 通 过 所 提 到 的 证 明和 上 
述 的 论证 ] 可 以 知道 5 不 是 两 个 数 的 平方 和 。 但 是 它 是 。 因此 我 们 
可 以 从 反 证 法 推出 , 所 有 形式 为 4 十 I 的 数 都 是 两 个 数 的 平方 和 。?” 

将 下 推 法 应 用 到 一 个 新 间 题 的 全 部 困难 在 于 第 一 步 ， 也 就 是 
去 证 明 ， 如 果 假 定 或 猜测 的 命题 对 于 有 关 的 数 类 中 任意 选 出 的 一 
个 数 成 立 , 那么 它 对 于 同一 类 中 的 一 个 较 小 的 数 也 成 立 。 解 决 这 一 
步 没有 可 以 适用 于 所 有 问题 的 一 般 方 法 。 要 找到 走出 这 个 迷宫 的 
道路 ， 需 要 比拼 命 的 忍耐 力 和 大 大 夸张 了 的 “忍受 痛苦 的 无 限 能 
力 “更 罕见 的 东西 。 对 那些 认为 天 才 只 不 过 是 有 当 一 个 好 的 钴 记 
员 的 能 力 的 人 ， 可 以 劝 他 们 把 他 们 的 无 限 的 耐心 用 在 费 马 的 最 后 
定理 上 。 在 叙述 这 个 定理 之 前 ,我 们 再 举 出 费 马 考虑 过 并 解决 了 

@@ ”以 利 亚 ,< 圣 经 > 中 的 人 物 ,耶稣 诞生 前 为 希 伯 来 伟大 先知 -一 - 译 者 
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的 那些 简单 得 容易 使 人 误解 的 问题 中 的 一 个 例子 。 这 就 要 介绍 费 
马 擅长 的 丢 番 图 分 析 了 。 

任何 玩 数字 游戏 的 人 很 可 能 会 在 27=25 十 2 这 个 奇妙 的 事实 
面前 停顿 下 来 ， 这 里 有 意思 的 是 , 27 和 中 都 是 确切 的 数 的 方 宕 ， 
即 27=33 和 25= 玉 。 这样 我 们 就 观察 到 ， 纺 一 代 十 2 有 一 个 整数 
z, 9 的 解 ; 这 个 解 是 2 二 3, y=5。 作 为 一 种 对 超人 智力 的 测验 ， 读 
者 现在 可 以 证 明 y=8, z=5 是 唯一 满足 这 个 方程 的 整数 。 这 个 
测验 并 不 容易 。 事 实 上 ,对 付 这 件 表面 上 幼稚 的 事 , 比 掌握 相对 论 
需要 更 多 的 天 赋 智 慧 。 

方程 FP 一 2 十 2 在 解 w y 都 是 整数 的 限制 下 是 不 确定 的 ( 因 
为 未 知 量 的 个 数 z 和 是 两 个 , 多 于 联系 它们 的 方程 的 个 数 一 个 ) 
它 是 一 个 丢 番 图 方程 。 这 个 名 称 来 外 希腊 人 丢 番 图 , 他 是 首先 强 
调 方程 的 整数 解 或 者 (不 那么 严格 地 ) 有 理 ( 分 数 ) 解 的 人 之 一 。 没 
有 整数 的 限制 , 无 论 怎样 描述 解 的 无 穷 性 都 毫 无 困难 : 这 样 我 们 可 
以 给 以 我 们 想 给 的 任意 值 ,然后 通过 给 这 个 吧 加 2, 并 给 所 得 的 
结果 开 立 方 根来 决定 y。 但 是 找 出 所 有 整数 解 的 丢 番 图 问题 就 完 
全 是 另 一 码 事 了 ,y=3, $=5 这 个 解 是 “由 检查 ”看 出 的 ; 问题 的 困 
难 在 于 证 明 没 有 其 它 的 整数 y，4 能 满足 这 个 方程 。 费 马 证 明了 
没有 其 它 的 解 , 但 象 通常 那样 没有 发 表 他 的 证 明 。 直到 他 死 后 好 
多 年 , 才 找 到 了 一 个 证 明 。 

这 一 次 他 不 是 猜测 ， 问 题 是 很 难 的 , 他 宣称 他 有 了 一 个 证 明 ; 
后 来 就 找到 了 一 个 证 明 。 他 的 其 它 明确 的 断言 都 是 如 此 , 只 有 他 在 
他 的 最 后 定理 中 作出 的 表面 上 很 简单 的 一 个 断言 例外 , 那个 断言 ， 
数学 家 们 奋斗 了 差不多 三 百年 , 还 是 没有 证 出 来 : 不 管 什 么 时 候 费 
马 断 言 他 已 经 证 明了 什么 , 那么 除了 已 经 提 到 过 的 一 个 例外 , 那个 
断言 后 来 总 是 被 证 明了 的 。 他 的 严谨 上 忠实 的 性 格 和 他 作为 一 个 算 
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术 学 家 的 无 比 的 洞察 力 ,充分 证 实 了 一 些 人 , 但 不 是 所 有 的 人 ， 对 
他 作出 的 判断 , 这 个 判断 就 是 , 当 他 宣称 他 有 了 他 的 定理 的 一 个 证 
明 时 , 他 知道 他 在 说 什么 。 

费 马 有 一 个 习惯 ,在 读 巴 软 编 的 《 丢 番 图 > 时 , 他 把 思考 的 结果 
简略 地 记 在 书页 的 空白 处 。 空白 处 不 适宜 写 下 证 明 。 这 样 , 费 马 
在 评论 丢 番 图 的 算术 的 第 二 卷 上 第 八 个 问题 时 ， 该 问题 要 求 方程 
22 十 多 一 oa 的 有 理 数 (分 数 或 整数 ) 解 , 他 写 下 了 如 下 的 话 ; 

“反之 ,不 可 能 把 一 个 数 的 立方 分 解 成 两 个 数 的 立方 和 ,把 一 
个 数 的 四 次 方 分 解 成 两 个 数 的 四 次 方 的 和 , 或 者 更 一 般 地 说 , 把 大 
于 二 的 任意 次 宕 的 数 分 解 成 两 个 同 次 宕 数 的 和 ; 我 已 经 发 现 了 [这 
个 一 般 定 理 的 ] 一 个 真正 奇妙 的 证 明 , 但 是 这 个 空白 太 窗 了 ， 写 不 
下 。”( 费 马 , < 著作 >III,241 页 )。 这 就 是 他 在 大 约 1637 年 发 现 的 
他 的 著名 的 最 后 定理 。 

把 这 有 段 话 用 现代 语言 家 述 出 来 就 是 ， 丢 番 图 的 问题 是 找 出 整 
数 或 分 数 z, y, ,使 得 os? 十 J? 一 os 费 马 宣称 , 不 存在 这 样 的 整数 
或 分 数 , 足以 使 四 十 3 一 a3 或 wt 十 y= 二 a4, 或 一 般 地 ， 如 果 n 是 大 
于 2 的 整数 ,使 十 y=a"。 

丢 番 图 的 问题 有 无 穷 多 个 解 ; 例子 是 $=3, y=4,4=5, 2=55, 
y 一 12,4=13。 费 马 本 人 用 他 的 无 限 下 推 法 给 出 了 ww 十 YH 一 at 不 可 
解 的 一 个 证 明 。 从 他 那 时 起 , 作 十 六 "=a" 已 经 就 整数 (或 分 数 ) 对 很 多 
数字 n( 直 到 小 于 %w=14000 的 所 有 素数 ,如 果 数 目 z, ya 没有 一 
个 可 以 用 % 整 除 的 话 ) 证 明 为 不 可 能 ,但 这 还 不 是 所 需要 的 。 要 求 
的 是 解决 所 有 比 2 大 的 % 的 证 明 。 费 马 说 他 有 了 一 个 “奇妙 的 ”证 
明 。 \ 


@ 读者 能 够 很 容易 地 看 到 , 只 要 就 % 是 奇 娄 数 的 情形 证 明 就 够 了 ， 因 为 在 代数 
上 ,U0= (Ww)®, 其 中 Uab 是 任意 的 数 。 
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在 说 了 这 人 么 多 之 后 ， 有 没有 他 是 弄 错 了 的 可 能 呢 ? 这 个 问题 
要 留 给 读者 了 。 一 个 伟大 的 数学 家 , 高 斯 , 投了 费 马 的 反对 票 。 不 
过 ， 吃 不 到 葡萄 的 狐狸 就 说 葡萄 是 酸 的 。 其 他 的 人 投了 赞成 他 的 
票 。 费 马 是 一 个 第 一 流 的 数学 家 , 一 个 无 可 指摘 的 诚实 的 人 , 一 个 
历史 上 无 与 伦比 的 算术 学 家 外。 


@ 1908 年 ,已 故 的 保罗 . 沃 尔 夫 斯 饥 尔 教授 (德国 人 ) 留 下 了 十 万 马克 , 以 奖励 第 
-- 个 给 出 费 马 最 后 定理 的 完全 证 明 的 人 。 世 界 大 战 后 的 通货 脱 胀 把 这 笔 奖金 贬值 到 
不 到 一 分 钱 , 这 就 是 现在 一 个 贪财 的 人 证 出 这 个 定理 所 能 得 到 的 奖励 。 
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我 们 知道 …… 概 率 论 实际 上 只 是 成 为 
73 计算 的 常识 ; 它 使 我 们 精确 地 评价 有 理智 
的 头脑 出 于 某 种 直觉 而 感觉 到 的 东西 ， 往 
往 无 法 说 清 其 原因 -……。 值 得 注意 的 是 , 这 
门 起 源 于 集 磁 运气 取胜 的 游戏 的 科学 ， 况 
然 成 了 人 类 知识 最 重要 的 一 部 分 。 
一 一 P. S. 拉 普 拉 斯 
布 菜 斯 -帕斯卡 1623 年 6 月 19 日 出 生 在 法 国 奥 弗 涅 的 克 莱 
蒙 , 比 他 伟大 的 同 代 人 笛 卡 儿 年 轻 二 十 七 岁 , 卒 年 比 笛 卡 儿 晚 十 二 
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年 。 他 的 父亲 区 蒂 安 :帕斯卡 是 克 莱 蒙 审理 间接 税 案件 的 最 高 法 
院 的 院 长 ,是 一 个 有 文化 的 人 , 在 那个 时 代 多 少 算得 上 智力 过 人 。 
他 的 母亲 安 托 瓦 内 特 ' 贝 贡 在 他 四 岁 时 就 去 世 了 。 帕 斯 卡 有 两 个 
美丽 而 聪慧 的 姊妹 , 吉尔 伯 特 和 雅克 球 , 吉尔 伯 特 后 来 成 了 佩 里 埃 
夫人 , 她 们 都 在 他 的 生活 中 起 了 重要 作用 , 特别 是 雅克 琳 。 

布 莱 斯 帕斯卡 由 于 他 的 两 部 文学 杰作 而 为 普通 读者 熟知 , 这 
两 部 著作 是 < 思想 录 > 和 < 路 易 斯 " 德 * 蒙 塔 尔 特 致 他 的 一 位 外 省 朋 
友 的 信 >, 通常 称 为 “ 致 外 省 人 书 ”。 人 们 通常 把 他 的 数学 生涯 儿 笔 
带 过 ， 而 着 重 展 示 他 在 宗教 方面 的 奇才 。 这 里 我 们 的 观点 必然 多 
少 有 些 不 同 , 我们 主要 把 帕斯卡 看 作 一 个 很 有 天 赋 的 数学 家 , 任 由 
他 那 在 自我 折磨 中 苦 中 作乐 的 瘀 性 ， 和 对 他 那个 时 代 的 教派 论战 
进行 的 无 益 的 思索 ， 结 果 把 自己 降低 为 现在 所 说 的 笃信 宗教 的 神 
经 病 患 者 。 

在 数学 方面 , 帕斯卡 也 许 是 历史 上 最 伟大 的 可 能 最 伟大 的 人 。 
他 不 幸 先 于 牛顿 仅仅 几 年 , 又 是 笛 卡 儿 和 费 马 的 同 代 人 , 这 两 个 人 
都 比 他 意志 坚定 。 他 最 好 的 工作 , 概率 论 数学 理论 的 创立 , 是 与 费 
马 分 享 的 , 而 费 马 能 够 很 容易 地 单独 完成 这 一 工作 。 在 他 以 神童 车 
称 的 几何 方面 ， 创 造 性 的 思想 则 是 由 另 一 个 名 气 小 得 多 的 人 一 一 
笛 卡 儿 提供 的 。 

就 他 在 试验 科学 方面 的 见地 来 说 ， 帕 斯 卡 对 科学 方法 有 比 笛 
卡 儿 清楚 得 多 的 想象 力 一 一 就 现代 观点 而 论 。 但 是 他 缺少 笛 卡 儿 
那 种 单一 的 目标 , 虽然 他 做 了 一 些 第 一 流 的 工作 , 却 任凭 他 对 宗教 
奥秘 的 病态 热情 使 自己 偏离 了 本 来 可 能 做 到 的 事情 。 

推测 帕斯卡 可 能 做 出 些 什 么 是 无 用 的 。 让 他 的 一 生来 说 明 他 
实际 上 做 了 些 什么 吧 。 那么 如 果 我 们 愿意 , 我 们 可 以 把 他 概括 为 
一 个 数学 家 , 因为 我 们 可 以 说 他 做 了 他 能 做 到 的 , 没有 人 能 做 得 更 
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多 。 他 的 一 生 是 对 < 新 约 全 书 > 中 两 个 故事 或 比喻 的 不 断 评注 , 该 
书 是 他 的 忠实 伙伴 和 可 靠 的 安奈 者 。 这 两 个 比喻 是 :关于 按 才干 
领受 责任 的 富 言 和 新 酒 胀 破旧 瓶子 (或 皮 圳 )@ 的 说 法 。 如 果 有 过 
一 个 有 着 惊人 天 赋 的 人 埋 凌 了 他 的 才能 , 那 就 是 帕斯卡 ; 如 果 有 过 
一 个 中 世纪 的 头脑 由 于 企图 盛 下 十 七 世纪 科学 的 新 酒 而 精神 分 
裂 , 那 就 是 帕斯卡 。 他 那 伟 大 的 天 才 是 错 予 斯 人 了 。 

帕斯卡 七 岁 时 随 他 的 父亲 和 姐妹 一 起 从 克 莱 蒙 迁居 到 巴黎 。 
大 约 在 这 个 时 期 , 父亲 开始 教育 他 的 儿子 。 帕 斯 卡 是 个 极其 早熟 的 
孩子 , 他 和 他 的 姐妹 似乎 都 有 超人 的 天 赋 。 但 是 可 怜 的 布 菜 斯 与 
他 聪明 的 头脑 一 起 继承 了 (或 得 到 了 ) 一 个 极 差 的 体格 ， 他 的 两 个 
姐妹 中 更 有 天 赋 的 一 个 ， 雅 克 琳 ， 似 乎 与 她 的 哥哥 是 同一 类 型 的 
人 , 因为 她 也 变 成 了 病态 的 宗教 狂 的 牺牲 品 。 

开始 一 切 进行 得 还 不 错 。 老 帕斯卡 为 他 的 儿子 吸收 当时 的 十 
典 文学 教育 的 轻松 自如 感到 吃惊 , 试图 让 这 和 孩子 适当 放 慢 进度 , 以 
免 损 害 他 的 健康 。 根 据 年 轻 的 天 才 可 能 会 用 脑 太 多 而 过 于 劳 黑 的 
理论 , 数学 是 禁忌 的 。 他 的 父亲 是 一 个 极 好 的 教练 , 但 是 一 个 别 肢 
的 心理 学 家 。 他 对 数学 的 禁令 很 自然 地 激 起 了 这 孩子 的 好 奇 心 。 
在 帕斯卡 大 约 十 二 岁 时 , 一 天 他 要 求知 道 几何 是 怎么 回 事 , 他 的 父 
亲 给 他 作 了 一 番 清楚 的 描述 。 这 使 帕斯卡 象 一 只 兔子 似 的 开始 向 
他 的 真正 天 职 起 跑 了 。 他 受到 了 上 帝 的 召唤 , 不 要 车 耶稣 会 会 十 
们 的 麻烦 , 而 要 当 一 个 伟大 的 数学 家 , 这 与 他 自己 后 期 的 主张 是 相 
反 的 。 但 是 当时 他 的 听觉 有 毛病 , 他 把 次 序 弄 乱 了 。 

当 帕 斯 卡 开始 学 习 几 何 学 时 发 生 的 事情 ， 成 了 数学 上 早熟 的 
传说 之 一 。 附带 说 一 下 , 数学 上 的 神童 并 不 都 象 人 们 有 时 认为 的 


人 @ 见 《 新 约 全 书 > 马 太 福 音 第 九 章 十 七 节 和 马 太 福音 第 二 十 五 章 十 五 一 三 十 
节 。 一 一 译 者 
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那 祥 总 是 会 震 掉 的 。 数 学 上 的 早熟 经 常 是 灿烂 的 成 熟 之 果 的 最 蛙 
的 萌芽 , 虽然 固执 的 迷信 看 法 与 此 相反 。 帕 斯 卡 的 情形 是 , 早期 的 
数学 天 才 并 没有 随 着 他 的 成 长 而 泥 灭 ， 而 是 在 其 它 的 兴趣 下 受到 
了 抑制 。 如 我 们 将 要 在 摆 线 这 件 事 情 上 看 到 的 那样， 在 他 整个 过 
于 短促 的 一 生 中 , 他 始终 保持 着 做 第 一 流 数学 工作 的 能 力 。 他 让 
数学 退位 , 相对 来 说 早 了 一 些 , 如果 因 此 要 责备 什么 的 话 , 那 也 许 
应 该 责备 他 的 骨 。 他 的 第 一 个 惊人 的 成 就 是 完全 依靠 自己 的 创造 
力 ,没有 从 任何 书本 上 得 到 提示 ,证 明了 一 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 
两 个 直角 。 这 个 成 就 鼓励 他 以 极 快 的 步伐 向 前 迈进 。 

老 帕斯卡 认识 到 他 养育 了 一 个 数学 家 , 他 高 兴 得 流出 了 眼泪 ， 
给 了 他 的 儿子 一 本 欧 几 里 得 的 < 原理 >。 帕 斯 卡 贪 焚 他 很 快 读 完了 
这 本 书 。 不 是 把 它 作为 一 个 任务 , 而 是 作为 一 种 娱乐 。 这 孩子 用 
研究 几何 代替 了 做 游戏 。 关 于 帕斯卡 迅速 地 掌握 了 欧 几 里 得 几何 
这 件 事 ， 他 的 姐姐 吉尔 伯 特 情不自禁 地 撤 了 一 个 对 他 评价 过 高 的 
小 谎 。 帕斯卡 确实 是 在 看 到 欧 几 里 得 的 书 以 前 , 就 自己 发 现 并 证 
明了 几 个 欧 几 里 得 的 命题 。 但 是 吉尔 伯 特 虚构 的 关于 她 才气 焕发 
的 弟弟 的 故事 ， 却 比 拿 一 个 仍 子 一 口气 掷 出 十 亿 个 一 点 还 要 不 可 
能 , 因为 这 种 事 是 绝对 不 可 能 出 现 的 。 吉 尔 伯 特 声称 , 她 的 弟弟 已 
经 独自 重新 发 现 了 欧 几 里 得 的 前 三 十 二 个 命题 ， 并 且 他 是 以 欧 几 
里 得 排出 的 同样 次 序 发 现 它们 的 。 第 三 十 二 个 命题 确实 是 帕斯卡 
重新 发 现 的 三 角形 内 角 和 的 著名 命题 。 现在 , 把 一 件 事 情 做 对 可 
能 只 有 一 种 方法 ,但 看 来 把 事情 做 错 很 可 能 有 无 数 的 方法 。 今天 
我 们 知道 , 欧 几 里 得 的 所 谓 严 格 的 论证 根本 没有 证 明 , 甚至 对 他 的 
前 四 个 命题 也 是 如 此 。 说 帕斯卡 靠 自 己 把 欧 几 里 得 的 全 部 遗 误 忠 
实地 重新 写 了 出 来 , 这 个 故事 讲 起 来 容易 , 但 却 难以 让 人 相信 。 不 
过 ,我们 可 以 原谅 吉尔 伯 特 的 夸大 其 词 。 她 的 弟弟 值得 这 样 夸大 。 
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一 一 一 一 - 


他 在 十 四 岁 时 , 就 被 允许 参 加 由 梅 赛 内 主持 的 星期 科学 讨论 会 , 法 
国 科学 院 就 是 由 这 个 讨论 会 发 展 起 来 的 。 

在 小 帕斯卡 迅速 地 使 自己 成 为 一 个 几何 学 家 的 同时 ， 老 由 斯 
卡 却 由 于 他 的 诚实 和 一 贯 正直 而 使 自己 成 为 权贵 们 非常 讨厌 的 人 


， 物 。 特别 是 在 一 桩 关于 强行 征 税 的 小 事 上 ， 他 不 同意 黎 塞 留 红 衣 


主教 的 看 法 。 红 衣 主 教 发 怒 了 ; 帕斯卡 一 家 躲藏 了 起 来 , 直到 这 场 
风波 过 去 才 露 面 。 据 说 美丽 而 聪明 的 雅克 琳 隐 姓 埋 名 参加 了 为 黎 
寨 留 演出 的 一 出 戏 , 而 且 演 得 很 出 色 ， 因 而 兵 救 了 全 家 ， 使 她 的 父 
亲 重 新 博得 了 红 衣 主教 的 好 感 。 黎 塞 留 被 这 个 可 爱 的 年 轻 女 演员 
迷 住 了 , 他 询问 她 的 名 字 , 当 得 知 她 是 他 那个 微不足道 的 敌人 的 女 
儿 时 , 黎 塞 留 非 常 大 方 地 宽恕 了 帕斯卡 全 家 , 给 她 的 父亲 在 鲁 昂 安 
排 了 一 个 行政 职务 。 从 现在 所 知道 的 那个 狭 独 的 老 阴 谋 家 黎 塞 贸 
红 胡 主教 的 情况 来 看 , 这 个 令 人 愉快 的 故事 大 概 是 个 思 剧 的 传说 。 
不 管 怎么 说 ,帕斯卡 一 家 再 次 找到 了 工作 ,在 鲁 昂 安顿 了 下 来 。 帕 斯 
卡 在 鲁 昂 遇 见 了 悲剧 作家 科 尔 内 耶 ， 这 和 孩子 的 天 才 给 他 留 下 了 很 
深 的 印象 .当时 帕斯卡 完全 是 个 数学 家 , 所 以 也 许 科 尔 内 耶 没有 料 
到 , 他 这 位 年 轻 的 朋友 要 成 为 法 国 散文 的 伟大 创造 者 之 一 。 
在 这 期 间 , 帕斯卡 一 直 在 不 间断 地 学 习 。 他 在 十 六 岁 以 前 (大 
约 1639 年 )0, 已 经 证 出 了 整个 几何 领域 中 最 美妙 的 定理 之 一 。 所 
幸 的 是 , 这 个 定理 可 以 用 任何 人 都 能 理解 的 术语 描述 出 来 。 一 个 
我 们 将 在 后 面 论 及 的 十 九 记 纪 的 数学 家 , 西 尔 维 斯 特 , 称 帕斯卡 的 
伟大 定理 为 一 种 “ 挑 绷 子 游戏 。 我 们 首先 说 明 这 个 一 般 定理 的 一 
个 特殊 形式 , 它 可 以 只 用 直 尺 画 出 来 。 
QD ”关于 帕斯卡 做 出 这 一 工作 的 时 间 ， 权 威 们 看 法 不 同 ,， 估 计 在 十 五 岁 到 十 七 岁 


之 间 。1819 年 版 的 帕斯卡 著作 中 有 -- 篇 关于 一 些 圆 锥 曲线 命题 的 简短 概要 ,但 这 并 不 
是 莱 布 尼 北 见 过 的 完整 的 论文 。 
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记 两 条 相交 的 直线 为 和 1。 在 7! 上 任 取 三 个 互 不 相同 的 点 
4、B.O, 在 ! 上 也 任 取 三 个 互 不 相同 的 点 4、B"、O'。 把 这 些 点 用 
交叉 的 直线 联 起 来 ,联接 方式 如 下 : 4 和 叫 , 4 和 B;B 和 0', B 
和 0;O 和 4', 0 和 4 相 联 。 这 些 点 对 中 的 每 一 组 联 成 的 两 条 线 
交 于 一 点 。 这 样 , 我 们 得 到 了 三 个 点 。 我 们 正在 叙述 的 帕斯卡 定 
理 的 特别 情形 是 说 , 这 三 个 点 在 同一 条 直线 上 。 77 
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在 给 出 这 个 定理 的 一 般 形 式 之 前 ， 我 们 谈 谈 另 一 个 与 前 面 类 
似 的 结果 , 这 个 结果 是 德 扎 尔格 (1593 一 1662) 得 出 的 。 如 果 联 接 两 
个 三 角形 是 了 了 儿 和 wys 的 相应 顶点 的 三 条 直线 交 于 一 点 ， 那 么 两 
个 三 角形 的 对 应 边 的 交点 落 在 一 条 直线 上 ， 这样 ， 如 果 联 接 也 和 
% 了 和 y, Z 和 s 的 三 条 直线 交 于 一 点 , 那么 下 三 和 zy, 了 2 和 ye， 
ZX 和 xz 的 交点 就 落 在 一 条 直线 上 。 

在 第 二 章 中 我 们 说 过 圆锥 曲线 是 怎么 回 事 。 想 象 任意 一 条 贺 
锥 曲线 , 为 明确 起 见 , 比如 说 一 个 椭圆 。 在 它 上 面 标 出 任意 六 个 点 ， 
4,B, 0, D, 加 ,了 ,并 按 这 个 次 序 把 它们 联接 起 来 ,这 样 我 们 就 有 
了 一 个 内 接 于 圆锥 曲线 的 六 边 形 ， 其 中 4B 和 D8，BO 和 .BF， 
OD 和 也 4 是 相对 的 边 。 这 三 对 边 的 每 一 对 的 两 条 直线 交 于 一 点 ; 
三 个 交点 莫 在 一 条 直线 上 ( 见 第 十 三 章 的 图 ,217 页 )。 这 就 是 帕 
斯 卡 的 定理 ; 它 提供 的 图 形 就 是 帕斯卡 所 说 的 “神秘 的 六 边 形 ”。 他 


也 许 是 先 证 明了 这 个 定理 对 圆 是 成 立 的 ， 然 后 通过 投影 证 明 对 任 


意 的 圆锥 基线 也 是 成 立 的 。 如 果 读 者 希望 看 到 对 于 圆 这 个 图 形象 
个 什么 样子 , 只 需要 一 把 直 尺 和 一 个 圆规 就 够 了 。 

关于 这 个 奇妙 的 命题 , 有 儿 件 令 人 吃惊 的 事 , 最 重要 的 是 , 它 
是 由 一 个 十 六 岁 的 孩子 发 现 并 证 明 的 。 再 有 , 在 这 个 有 着 非凡 天 
赋 的 孩子 围绕 着 他 的 伟大 定理 写 的 < 关于 圆锥 曲线 的 短 论 > 中 ， 不 
少 于 四 百 个 关于 圆锥 曲线 前 命题 ， 包 括 阿 波 罗 尼 奥 斯 和 其 他 一 些 
人 的 工作 , 被 系统 地 当 帮 推论 演绎 出 来 ,方法 是 让 六 个 点 成 对 移动 
直到 重合 , 使 得 弱 成 为 切线 ,并 采用 了 其 它 一 些 方法 。 完 整 的 < 短 
论 * 本 身 从 未 出 版 过 显然 是 无 法 挽回 地 丢失 了 , 但 是 莱 布 尼 效 看 
见 并 检查 过 它 的 一 个 抄本 。 此 外 , 帕斯卡 所 做 的 这 种 几何 本 质 上 
不 同 于 希腊 几何 ; 它 不 是 度量 的 几何 , 而 是 画 法 几何 或 射影 几何 。 
线段 或 角度 的 量 值 在 定理 的 陈述 中 或 证 明 中 都 无 足 轻 重 。 这 个 定 
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理 本 身 就 足以 废除 把 数学 作为 “ 量 ” 的 科学 的 轧 夸 定义 ， 这 个 定义 
是 从 亚 里 士 多 德 那里 继承 来 的 ， 并 且 有 时 仍 在 词典 中 再 现 。 在 由 
斯 卡 的 几何 中 没有 "数量 ”。 

为 了 了 解 定理 中 的 射影 意味 着 什么 ， 想 象 从 一 个 点 发 出 的 一 
个 光 的 ( 圆 ) 锥 ， 用 一 块 平 玻璃 片 从 各 个 方向 穿 过 这 个 光 锥 。 玻璃 
片 穿 过 光 锥 的 图 形 的 边界 曲线 就 是 一 个 圆锥 曲线 。 如 果 就 任意 给 
定 的 位 置 把 帕斯卡 的 “神秘 的 六 边 形 ” 画 在 玻璃 片上 ， 并 以 另 一 块 
一 个 “神秘 的 六 边 形 ”, 它 的 相对 边 交 出 的 三 个 点 在 一 条 直线 上 , 而 
“三 点 线 ” 的 阴影 就 在 原来 的 六 边 形 上 。 那 就 是 说 ,帕斯卡 的 定理 
量 性 质 不 在 投影 下 不 变 ; 例如 , 直角 的 影子 在 第 二 片 私 璃 上 的 所 有 
位 置 都 不 是 直角 。 很 明显 , 这 类 射影 几 舍 , 或 画 法 几何 是 自然 适用 
于 一 些 透视 问题 的 几何 之 一 。 帕 斯 卡 在 证 明 他 的 定理 时 用 到 了 庙 
影 的 方法 ， 但 是 德 扎 尔格 在 推导 上 面 叙述 过 的 关于 “在 透视 位 置 
的 ”两 个 三 角形 的 结果 时 , 已 经 用 过 了 这 一 方法 。 帕 斯 卡 为 这 一 伟 
大 发 明 对 德 扎 尔格 大 为 称 狗 。 


所 有 这 些 辉 煌 的 成 就 都 是 付出 了 很 高 代价 取得 的 。 帕 斯 卡 从 
十 七 岁 直到 他 三 十 九 岁 去 世 ， 几 乎 每 天 都 在 痛苦 中 度 过 。 严重 的 
消化 不 良 在 白天 折磨 着 他 ， 经 常 性 的 失眠 症 使 他 在 夜晚 半 睡 半 醒 
地 作 着 恶 梦 。 然 而 他 不 间断 地 工作 。 十 八 岁 时 , 他 发 明 并 制作 了 历 
史上 第 一 架 计 算 机 一 一 所 有 在 我 们 自己 这 一 代 使 成 千 上 万 的 办 事 
员 失 掉 工 作 的 算术 机 器 的 祖先 。 我 们 将 在 后 面 看 到 这 个 巧妙 的 发 
明 的 归宿 。 五 年 以 后 , 在 1646 年 , 帕斯卡 经历 了 他 的 第 一 次 转 
变 ”。 这 个 转变 并 不 深刻 , 可 能 因为 帕斯卡 那 时 只 有 二 十 三 岁 , 并 





80 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


90 数学 精英 


且 仍 然 沉 浸 在 他 的 数学 中 。 在 这 以 前 , 这 一 家 还 是 正 正派 派 地 很 
虔诚 的 ; 现在 他 们 都 好 象 有 点 神经 失常 了 。 

很 难 让 一 个 现代 人 在 强 俯 的 宗教 热情 中 得 到 休养 ， 这 种 热情 
使 整个 十 七 世纪 动荡 不 安 ， 使 家 庭 分 裂 ， 使 各 基督 教 国家 和 教派 
公开 地 互相 攻击 。 在 那个 时 代 ， 所 谓 的 宗教 改革 者 中 ， 有 一 个 叫 
做 科 尼 利 厄 斯 钼 森 (1585 一 1638) 的 神气 活 现 的 荷兰 人 ， 当 上 了 
伊 普 雷 的 主教 。 他 的 教义 的 主要 之 点 是 必需 “ 履 宗 "， 以 此 作为 求 
得 " 歼 免 的 手段 , 这 多 少 有 点 象 今天 某 些 仍然 流行 的 教派 的 做 法 。 
不 过 , 至 少 在 不 赞成 的 人 看 来 , 救世 似乎 只 是 詹 森 的 抱负 中 次 要 的 
部 分 。 他 确信 , 上 帝 特 别 挑选 了 他 在 今世 挫 毁 那些 耶稣 会 会 士 们 ， 
使 他 信 艰 难 困苦 , 死 后 永远 沦 入 地 狱 这 就 是 他 的 号 召 , 他 的 使 命 。 
他 的 信条 既 不 是 罗马 天 主教 的 也 不 是 新 教 的 。 虽然 它 比较 倾向 于 
后 者 。 它 的 动人 的 精神 首先 是 , 最 后 是 , 并 且 始 终 是 对 那些 反对 其 
教义 偏执 性 的 人 们 的 狂热 仇恨 。 现 在 (1646 年 ), 帕斯卡 一 家 热烈 
地 一 一 但 开始 还 不 是 太 热烈 一 一 信奉 储 森 教派 的 这 个 不 可 爱 的 信 
条 了 。 这 样 一 来 , 只 有 二 十 三 岁 的 年 轻 帕 斯 卡 就 开始 从 精神 上 慢 
慢 死 亡 了 。 同 一 年 , 他 的 整个 消化 道 变 得 更 精 了 , 他 受 着 时 而 出 现 
的 麻 兽 症 的 折磨 。 但 他 还 没有 在 智力 上 死亡 。 

1648 年 , 他 在 科学 上 的 伟大 在 一 个 全 新 的 方向 再 次 闪现 。 帕 
斯 卡 继续 进行 托 里 切 利 (1608 一 1647) 关 于 大 气压 力 的 工作 ， 他 超 
过 了 托 里 切 利 ， 并 且 证 实 他 懂得 托 里 切 利 的 老师 合 利 略 向 世界 展 
示 的 科学 方法 。 通过 他 提出 的 用 气压 计 做 实验 , 帕斯卡 证 明了 现 
在 每 一 个 物理 学 的 初学 者 都 熟知 的 关于 大 气压 力 的 事实 。 帕 斯 卡 
的 姐姐 吉尔 伯 特 已 经 与 佩 里 埃 先生 结婚 。 在 帕斯卡 的 建议 下 ，. 
佩 里 埃 把 一 个 气压 计 带 到 在 奥 弗 涅 的 多 姆 山上 ， 他 注意 到 随 着 气 
压 下 降 , 水 银 柱 下 落 了 , 从 而 完成 了 这 一 实验 。 稍 后 ， 当 帕斯卡 与 
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他 的 妹妹 雅克 琳 迁 到 巴黎 时 , 他 自己 重复 了 这 一 实验 。 

帕斯卡 和 雅克 琳 加 到 巴黎 不 久 , 就 与 父亲 重 着 了 , 现在 他 们 的 
父亲 已 重新 得 宠 , 担任 了 州 议员 。 不 久 , 这 一 家 接受 了 笛 卡 儿 多 少 
算是 正式 的 拜访 。 笛 卡 儿 和 帕斯卡 就 很 多 东西 进行 了 讨论 ， 也 包 
括 气 压 计 。 这 两 个 人 之 间 几 乎 没有 什么 互相 敬 慕 之 心 。 举 例 来 说 , 
笛 卡 儿 公 开 拒 绝 相 信 < 关 于 阅 锥 曲线 的 得 论 ? 是 一 个 十 六 岁 的 孩子 
写 的 。 另 一 件 事 是 ， 笛 卡 儿 怀疑 帕斯卡 从 他 那里 窃 去 了 气压 计 实 
验 的 想法 , 因为 他 曾 在 给 梅 塞 内 的 信 中 讨论 过 该 实验 的 可 能 性 。 而 
前 面 已 经 提 到 ， 帕 斯 卡 从 十 四 岁 起 就 一 直 在 梅 塞 内 神父 那里 参加 
星期 讨论 会 。 第 三 个 双方 互 不 喜欢 的 原因 是 他 们 的 宗教 信仰 互 不 
相 容 。 笛 卡 儿 终生 从 耶稣 会 会 士 们 那里 得 到 善意 的 对 待 ,因而 热 
爱 他 们 ; 帕斯卡 追随 虚 诚 的 钥 森 , 仇恨 耶稣 会 会 士 甚 于 魔鬼 之 仇恨 
圣水 。 最 后 , 按照 坦率 的 雅克 琳 的 说 法 , 她 的 哥哥 和 笛 卡 儿 两 人 彼 
此 深 深 地 互相 嫉妒 。 这 次 拜访 是 很 不 成 功 的 。 

不 过 ， 好 心 的 笛 卡 儿 确 实 给 了 他 的 年 轻 朋友 一 些 真正 符合 基 
督 教 精神 的 极 好 的 忠告 。 他 告诉 帕斯卡 学 他 的 样子 , 每 天 在 床上 
应 到 十 一 点 ; 还 给 可 怜 的 帕斯卡 那 可 怜 的 胃 指定 了 饮食 : 除去 牛肉 
六 以 外 什么 也 不 要 吃 。 但 是 帕斯卡 无 视 这 个 好 意 的 忠告 , 也 许 因 
为 它 出 自 第 卡 儿 。 在 帕斯卡 完全 缺乏 的 其 它 东 西 中 ， 有 一 样 是 幽 
默 感 。 

雅克 琳 现 在 开始 对 她 哥哥 的 天 才 施 加 不 好 的 影响 一 一 或 好 的 
影响 , 这 全 看 怎么 看 了 。1648 年 , 雅克 琳 在 她 二 十 三 岁 这 个 容易 
受 影 响 的 年 龄 ， 宣 称 她 准备 进 巴 黎 附 近 的 波 尔 瓦 亚 尔 修道 院 去 当 
修女 , 那里 是 詹 森 教派 在 法 国 的 主要 素 集 处 。 她 的 父亲 断然 反对 
这 个 计划 ， 虐 诚 的 雅克 琳 便 把 她 受到 阻挠 的 努力 集中 在 她 走 入 歧 
途 的 哥哥 身上 。 她 怀疑 他 还 没有 彻底 转变 信仰 , 而 他 本 来 是 应 该 
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能 彻底 转变 的 , 显然 她 是 对 的 。 现 在 这 一 家 又 回 到 克 莱 蒙 , 在 那儿 
住 了 两 年 。 

在 这 两 年 过 得 很 快 的 日 子 里 ， 虽 然 他 的 妹妹 雅克 琳 焦 急 不 安 
地 劝告 他 , 要 把 自己 完全 奉献 给 上 帝 , 但 是 看 来 帕斯卡 仅仅 奉献 了 
一 半 。 就 连 他 那 难 对 付 的 胃 也 有 好 几 个 月 遵守 节制 饮食 。 

据 一 些 人 说 , 帕斯卡 在 这 个 精神 健全 的 阶段 和 其 后 的 几 年 中 ， 
发 现 了 酒 和 女人 的 注定 的 用 途 , 另外 一 些 人 则 坚决 反对 这 种 说 法 。 
他 保持 沉默 。 这 些 关于 乍 伪 的 人 类 天 性 的 说 言 也 许 终究 不 过 是 一 
些 谎言 而 已 。 因 为 帕斯卡 死 后 , 很 快 就 成 为 基督 教 圣 徒 中 的 一 员 。 
任何 试图 发 现 他 作为 一 个 凡人 的 生活 事实 的 努力 ， 痢 被 敌对 的 宗 
派 镇 静 然 而 强硬 地 遏止 了 ， 这 些 宗派 中 的 一 个 拼命 要 证 明 他 是 一 
个 虚 诚 的 狂热 信徒 ， 而 另 一 个 则 要 证 明 他 是 一 个 持 怀 疑 态度 的 无 
神 论 者 , 但 是 双方 都 宣称 帕斯卡 是 一 个 不 属于 尘世 的 圣人 。 

在 这 些 危险 的 年 月 里 ， 病 态 的 神圣 的 雅克 球 继 续 对 他 脆弱 的 
哥哥 施加 影响 。 出 自 一 种 具有 讽刺 意义 的 美妙 的 怪 念 头 ， 帕 斯 卡 
不 久 就 转变 了 一 一 这 次 是 向 好 的 方面 转变 一 一 他 注定 要 对 他 过 分 
虔诚 的 妹妹 转 守 为 攻 , 把 她 赶 进 修道 院 , 而 她 现在 也 许 不 那么 想 进 
修道 院 了 。 当 然 , 这 不 是 对 所 发 生 的 事情 的 正统 解释 ; 但 是 除了 这 
一 派 或 另 一 派 的 一 一 基督 教 的 或 无 神 论 的 一 一 盲从 份子 以 外 ， 对 
任何 人 说 来 这 梯 记 到 由 上 和 他 未 冻 之 癌 不 健康 关系, 要 
比 传统 认可 的 记述 更 为 合理 

< 思想 录 > 的 任何 一 个 现代 读者 都 一 定 会 对 一 些 这 样 或 那样 的 
东西 感到 居 惊 ， 这 些 东 西 我 们 比较 沉默 守 言 的 祖先 们 或 者 完全 没 
有 注意 到 , 或 者 他 们 更 明智 而 宽容 地 忽略 了 。 那些 信件 也 揭露 了 
大 量 应 该 郑重 地 埋藏 起 来 的 东西 。 帕 斯 卡 在 < 思想 录 > 中 关于 % 谷 
望 ”的 胡言 乱 语 完全 暴露 了 他 , 在 看 到 他 已 婚 的 姐姐 吉尔 伯 特 自然 
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地 爱抚 她 的 孩子 们 时 , 他 反常 地 疯狂 般 地 激动 , 这 个 充分 证 明了 的 
事实 也 完全 暴露 了 他 。 

现代 心理 学 家 们 和 有 普通 常识 的 古人 一 样 ， 经 常 谈 到 性 抑制 
和 病态 的 宗教 狂热 之 间 的 高 度 相互 作用 。 帕 斯 卡 受 着 这 两 方面 的 
-折磨 ,他 的 不 朽 的 < 思想 录 » 是 灿烂 的 , 如 果 偶 尔 有 一 些 语无伦次 的 
话 , 那 只 是 证 明了 他 的 纯粹 生理 上 的 怪癖 。 只 要 一 个 人 能 在 他 的 
全 部 天 性 告诉 他 去 尽情 作乐 时 , 有 足够 的 人 性 让 自己 去 作乐 , 那 他 
就 可 能 随心 所 欲 地 去 享受 整个 生活 ， 而 不 会 在 一 堆 关于 人 的 苦难 
各 尊严 的 毫 无 意义 的 神秘 主义 和 陈 词 滥 调 下 扼杀 他 天 性 中 较 好 的 
一 半 。 

这 个 总 是 漂泊 不 定 的 家 庭 在 1650 年 回 到 了 巴黎 。 第 二 年 父 
亲 死 了 。 帕 斯 卡 抓 住 这 个 时 机 给 吉尔 伯 特 和 她 的 丈夫 写 了 一 篇 关 
于 死亡 的 长 长 的 说 教 。 这 封 信 大 受 称赞 。 我 们 没有 必要 在 这 里 重 
述 它 的 任何 部 分 ; 希望 形成 自己 对 它 的 看 法 的 读者 可 以 很 容易 地 
找到 它 。 这 封 信 对 总 该 是 敬爱 的 父亲 的 死亡 , 作 了 假装 岩 诚 , 毫 无 
心肝 的 说 教 ， 这 种 自命 不 凡 的 感情 的 进发 为 什么 还 会 激 起 人 们 对 
作者 的 赞美 而 不 是 对 他 的 轻 项 ， 其 原因 就 象 这 封 信 的 一 部 分 唆 唆 
不 休 、 令 人 作 哎 地 谈论 上 帝 的 爱 一 样 ， 是 一 个 完全 不 可 理解 的 谜 。 
不 过 , 关于 文体 没有 什么 可 争论 的 ,不管 怎么 说 ,那些 喜欢 象 帕 斯 
卡 这 封 被 人 们 广 为 引 用 的 信 这 类 东西 的 人 ， 尽 可 以 不 受 干扰 地 欣 
赏 这 一 法 国文 学 中 自觉 地 自我 暴露 的 杰作 。 

老 帕斯卡 的 死 的 一 个 更 实际 的 结果 ， 是 给 帕斯卡 提供 了 一 个 
机 会 , 作家 产 的 管理 人 , 回 到 与 他 的 同胞 的 正常 交往 中 。 妹 妹 雅克 
琳 受 到 哥哥 的 鼓励 , 现在 进 了 波 尔 瓦 亚 尔 修道 院 , 她 的 父亲 再 也 不 
能 反对 她 了 。 她 对 哥哥 的 灵魂 的 甜蜜 关怀 , 现在 又 加 进 了 在 财产 分 
配 上 的 完全 世俗 的 争吵 这 个 佐 料 。 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


94 数 学 精英 


一 年 前 (1650 年 ) 的 一 封 信 ,揭露 了 帕斯卡 度 诚 性 格 的 另 一 
面 , 或 许 是 出 于 他 对 第 卡 儿 的 嫉妒 。 帕斯卡 被 瑞典 的 克里斯蒂 娜 
的 超群 的 光彩 蝇 花 了 眼 , 他 谦 捍 地 请 求 把 他 的 计算 机 器 献 在 “世界 
上 最 伟大 的 女王 ”的 脚下 , 他 以 浸透 了 蜂蜜 和 奶油 的 阿 讽 之 词 宣称 
这 位 女王 在 智力 上 犹如 她 在 社会 地 位 上 一 样 出 类 拨 茜 ， 克 里 斯 蒂 
娜 怎么 处 置 这 台 机 器 就 不 得 而 知 了 ， 她 没有 邀请 帕斯卡 去 代替 被 
她 折腾 死 的 笛 卡 儿 。 

最 后 , 在 1654 年 11 月 23 日 ,帕斯卡 真 的 转变 了 。 根据 一 些 
记载 , 他 过 了 三 年 放 萝 生 活 。 最 有 权威 的 人 士 似 乎 一 致 认为 这 个 
传说 没有 什么 道理 , 他 的 生活 毕竟 不 是 如 此 放荡 的 。 他 只 是 尽 他 
可 怜 的 力量 去 象 正常 人 那样 生活 ， 从 生活 中 得 到 一 点 比 数学 和 宗 
教 更 多 的 东西 。 在 他 转变 的 那 一 天 ， 他 正 驾 驭 着 一 辆 四 匹 马 拉 
的 马车 ， 马 突然 奔跑 起 来 。 领 头 的 两 匹 马 冲 过 了 纳 依 河 桥 边 的 栏 
杆 , 但 是 马车 的 挽 绳 断 了 , 帕斯卡 给 留 在 了 路 上 。 

对 于 象 帕 斯 卡 这 样 一 个 有 着 神秘 气质 的 人 ， 这 次 幸免 于 暴 死 
是 直接 来 自 上 天 的 警告 , 要 他 自己 赶紧 在 道德 的 悬崖 边 上 勒 马 , 而 
他 这 个 病态 的 自我 分 析 的 牺牲 品 ,想象 自己 正 要 掉 下 悬崖。 他 拿 
了 一 小 张 羊皮 纸 ， 在 上 面 铭记 了 一 些 关于 神秘 的 献身 的 模糊 费解 
的 感想 。 从 此 以 后 , 他 便 贴 胸 带 着 它 作为 一 个 护身符 , 以 保护 他 免 
受 诱惑 , 并 提醒 他 , 是 上 帝 的 仁慈 ， 把 他 这 样 一 个 不 幸 的 罪人 从 地 
狱 的 入 口 处 救 了 出 来 。 从 那 以 后 , 他 只 有 一 次 失去 了 上 帝 的 恩典 
(按照 他 自己 的 可 怜 又 可 笑 的 看 法 ), 虽然 在 他 全 部 余生 中 , 他 始终 
无 法 摆脱 他 脚 前 的 悬崖 的 幻觉 。 

雅克 琳 来 援助 她 的 哥哥 了 ， 好 现在 准备 进修 道 院 当 修女 。 由 
斯 卡 部 分 由 于 他 自己 的 原因 , 部 分 由 于 他 妹妹 的 有 说 服 力 的 恳求 ， 
避 开 人 尘世 , 住 进 了 波 尔 瓦 亚 尔 修 道 院 , 从 此 把 他 的 天 才 完 全 埋葬 在 
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关于 “人 的 伟大 与 不 幸 ” 的 沉思 之 中 。 这 时 是 1654 年 , 帕斯卡 三 十 
一 岁 。 不 过 , 在 永远 摆脱 肉体 与 灵魂 之 前 , 他 已 经 完成 了 他 对 数学 
的 最 重要 的 贡献 , 这 就 是 与 费 马 一 起 , 创造 了 概率 的 数学 理论 。 为 
了 不 打 断 对 他 生平 的 叙述 ， 我 们 将 暂时 推迟 对 这 一 理论 的 说 明 。 

他 在 波 尔 瓦 亚 尔 修 道 院 的 生活 即便 不 象 可 能 希望 的 那样 精神 
健全 , 至 少 是 洁净 的 ， 安 静 而 有 规律 的 日 常生 活 ， 对 他 时 好 时 坏 的 
健康 很 有 好 处 。 正 是 在 波 尔 瓦 亚 尔 期 间 , 帕斯卡 写作 了 著名 的 < 致 
外 省 人 书 >, 这 部 著作 是 帕斯卡 为 了 帮助 被 指控 为 异端 的 储 森 派 著 
名 人 物 阿 尔 诺 开 有 释 而 写 的。 这 些 著 名 的 信 ( 共 有 十 八 封 , 第 一 封 在 
1656 年 1 月 23 日 出 版 ) 是 辩论 技巧 的 杰作 ， 据 说 给 了 耶稣 会 会 十 
以 沉重 的 打击 , 该 会 再 也 没有 从 这 个 打击 下 完全 恢复 过 来 。 不 过 ， 
就 象 任何 长 眼睛 的 人 都 能 客观 地 观察 到 的 那样 ， 耶 稣 会 依然 很 活 
路 ; 所 以 人 们 可 以 不 无 道理 地 怀疑 , < 致 外 省 人 书 ?是 否 具有 表示 同 
情 的 批评 家 们 所 说 的 那 种 击 中 要 害 的 效力 。 

尽管 帕斯卡 热忱 地 专注 于 有 关 他 的 得 救 和 人 的 不 幸 的 问题 ， 
他 仍然 能 够 做 出 极 好 的 数学 工作 ， 虽 然 他 认为 一 切 科 学 研究 都 应 
该 避 开 无 益 的 事情 , 因为 它们 对 灵魂 有 着 有 害 的 影响 。 不 管 怎样 ， 
他 确实 又 一 次 失去 了 天 恩 , 但 是 仅 此 一 次 。 这 次 就 是 为 了 著名 的 
摆 线 这 件 事 。 

这 个 美妙 的 均衡 的 曲线 ( 它 可 以 通过 沿 着 一 条 平坦 的 车 道上 
的 直线 滚动 的 车 轮 贺 周 上 一 个 固定 点 的 运动 描绘 出 来 )， 似 乎 在 
1501 年 第 一 次 出 现在 数学 文献 中 , 那 时 夏 尔 * 布 维尔 在 与 化 贺 为 
方 相关 的 问题 中 描述 过 它 。 伽 利 略 和 他 的 学 生 维 维 亚 尼 研究 过 它 ， 
并 解决 了 在 任何 点 上 画 出 曲线 的 切线 问题 ( 当 这 个 问题 提交 给 费 
马 时 , 他 立刻 就 解决 了 它 )， 匣 利 略 提示 它 可 以 用 于 桥 拱 。 自从 钢 
入 混凝土 广泛 使 用 以 来 ， 经常 可 以 在 公路 旱 桥 上 看 到 摆 线 拱 。 由 
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于 力学 原因 (分 刊 略 当时 不 知道 )， 摆 线 拱 在 建筑 上 比 其 它 方案 优 
越 。 在 研究 过 摆 线 的 著名 人 物 中 有 圣保罗 大 教堂 的 建筑 师 克 里 斯 
托 弗 ` 雷 恩 爵 士 , 他 确定 了 曲线 上 任意 张 的 长 度 和 它 的 重心 , 而 惠 
更 斯 出 于 机 械 方 面 的 原因 ， 把 它 引 进 到 摆 钟 的 制造 上 。 惠 更 斯 
(1629 一 1695) 的 所 有 发 现 中, 一 个 最 美妙 的 发 现 是 与 摆 线 相关 的 。 
他 证 明了 摆 线 是 等 时 曲线 ， 就 是 说 ， 放 在 向 下 的 曲线 ( 翻 过 来 象 一 


- 间 内 滑 到 最 低 点 。 由 于 它 奇 特 的 美妙 和 精巧 的 性 质 , 以 及 它 在 好 


争吵 的 数学 家 中 引起 的 无 尽 的 争论 (这 些 数学 家 互相 挑 战 要 解决 
与 它 相关 的 这 个 或 那个 问题 )， 摆 线 被 称 为 “几何 学 中 的 海伦 ,这 ， 
个 说 法 来 自 希腊 一 特洛伊 的 美女 ， 据 说 只 是 她 那 美 丽 的 容貌 就 使 
“一 千 艘 战 船 下 水 ”。 

在 折磨 着 可 怜 的 帕斯卡 的 病痛 中 ， 还 有 奖 固 的 失眠 症 和 严重 
的 牙 病 一 一 在 那个 时 代 ， 牙 科 医 术 是 由 理发 匠 用 坚硬 的 错 子 和 粗 
暴 的 力气 来 实施 的 。 在 一 个 受 着 牙痛 折磨 , 躺 在 床上 不 能 入 睡 的 夜 
晚 (1658 年 ), 帕斯卡 开始 发 疯 地 想 着 摆 线 ,用 这 种 办 法 来 使 自己 忘 
却 令 人 将 恼 的 疼痛 。 使 他 惊奇 的 是 , 他 不 久 就 注意 到 牙痛 停止 了 。 
帕斯卡 把 这 解释 为 上 帝 的 上 暗示， 他 在 想 着 摆 线 而 不 是 他 的 灵 红 时 
并 不 是 在 犯罪 , 于 是 他 让 自己 继续 想 下 去 。 一 连 八 天 , 他 全 神 贯 注 
于 摆 线 的 几何 , 并 且 成 功 地 解决 了 与 它 相 关 的 许多 重要 问题 ,他 以 
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阿 莫 斯 . 德 东 维尔 的 笔名 发 表 了 他 的 一 些 发 现 , 作为 对 法 国 和 美国 
数学 家 的 挑战 。 帕斯卡 对 待 他 的 对 手 们 一 向 是 严肃 认真 的 , 但 在 
这 个 问题 上 不 是 那样 。 这 是 他 数学 能 力 的 最 后 一 次 闪现 , 是 他 进 
波 尔 瓦 亚 尔 修道 院 后 对 科学 作出 的 唯一 贡献 。 

同一 年 (1658 年 )， 他 上 患 了 他 整个 痛苦 的 一 生 中 最 严重 的 病 。 
象 爆裂 似 的 不 断 的 头痛 , 现在 剥夺 了 他 的 一 切 , 他 只 能 偶尔 三 一 小 
会 儿 。 他 忍受 了 四 年 的 痛苦 , 过 着 更 加 清心 蹇 欲 的 生活 。 1662 年 
6 月 ,他 把 他 的 房子 让 给 了 一 家 患 天 花 的 穷人 ,把 这 作为 一 种 自我 
牺牲 的 举动 ， 然 后 去 和 已 婚 的 姐姐 住 在 -一 起 。1662 年 8 月 19 日， 
他 痛苦 的 一 生 在 惊厥 中 结束 , 卒 年 三 十 九 岁 。 

尸体 解剖 揭露 了 关于 胃 和 要 害 器 官 的 预料 的 结果 ; 也 暴露 出 
大 脑 的 严重 损害 。 然而 尽管 有 这 一 切 , 帕斯卡 已 经 在 数学 和 科学 
上 作出 了 伟大 的 工作 , 并 在 文学 上 留 下 了 他 的 名 字 , 这 个 名 字 在 将 
近 三 个 世纪 之 后 仍然 受到 尊敬 。 


也 许 除了 “神秘 的 六 边 形 ” 以 外 ， 帕 斯 卡 在 几何 上 做 的 美妙 的 
工作 , 要 是 他 没有 作 的 话 , 都 会 有 其 它 人 做 出 来 。 这 一 点 特别 适用 
于 关于 摆 线 的 研究 。 微 积分 发 明之 后 , 所 有 这 些 事情 与 微 积分 以 
前 相 比 都 变 得 无 可 比拟 地 简单 ， 并 且 很 快 就 成 了 教科 书 中 要 求 年 
经 学 生 们 做 的 练习 。 但 是 在 与 费 马 一 起 创造 的 概率 的 数学 理论 
中 , 帕斯卡 开创 了 一 个 新 的 天 地 。 看 来 很 可 能 , 帕斯卡 在 他 作为 作 
家 的 名 声 早已 被 人 们 遗忘 以 后 ， 将 会 由 于 他 的 这 个 日 益 重要 的 伟 
大 发 现 而 为 人 们 所 铭记 。< 思 想 录 > 和 < 致 外 省 人 书 ? 除 了 它们 在 文 
学 上 的 成 就 以 外 , 主要 是 对 迅速 消失 的 一 类 人 具有 吸引 力 。 反对 
或 多 成 一 个 特殊 论点 的 那些 论据 , 在 一 个 现代 人 看 来 ,不 是 微 不 足 
道 的 ， 就 是 缺乏 说 服 力 的 ， 帕 斯 卡 那样 热情 地 专心 研究 的 那些 问 
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题 , 现在 似乎 又 奇怪 又 可 笑 。 如 果 他 讨论 的 关于 人 的 伟大 和 不 幸 
的 问题 , 确实 象 那些 热心 家 宣称 的 那样 极其 重要 , 而 不 仅 是 说 得 很 
玄妙 而 又 不 能 解答 的 伪 问 题 ， 那 么 看 来 陈腐 的 说 教 也 不 见得 能 解 
决 它们 。 但 是 在 他 的 概率 理论 中 ,帕斯卡 说 明 并 解决 了 一 个 真正 
的 问题 , 就 是 把 纯粹 偶然 事件 的 表面 上 的 无 规律 性 置 于 规律 .秩序 
和 规则 的 支配 之 下 , 今天 这 个 巧妙 的 理论 似乎 是 人 类 知识 的 根本 ， 
同样 也 是 物理 科学 的 基础 ， 它 的 分 校 从 量子 理论 直到 认识 论 无 所 
不 在 。 

概率 的 数学 理论 的 真正 奠基 人 是 帕斯卡 和 费 马 , 他 们 在 1654 
年 间 的 一 段 极其 有 趣 的 通信 中 发 展 了 这 个 学 科 的 主要 原理 。 这 段 
通信 现在 可 以 很 容易 地 在 < 费 马 著 作 集 >(P. 坦 纳 里 和 0C. 亨利 编 
辑 , 第 2 卷 , 1904 年 ) 中 找到 。 这 些 信和 表明 帕斯卡 和 费 马 同等 地 参 





与 了 这 个 理论 的 创立 。 他 们 对 问题 的 正确 解答 仅 在 细节 上 有 所 不 


同 , 在 基本 原理 上 则 是 一 致 的 。 在 关于 “点 子 ” 的 某 个 问题 中 , 帕 其 
卡 对 于 单调 宛 长 地 枚 举 可 能 的 情形 感到 厌烦 , 试图 走 捷径 , 结果 犯 
了 错误 。 费 马 指出 了 错误 ， 帕 斯 卡 承认 了 。 这 一 系列 通信 中 的 第 
一 封 丢失 了 , 但 这 次 通信 的 原因 已 得 到 充分 证 实 。 

导致 整个 广阔 理论 的 最 初 问题 ， 是 谢 瓦 利 埃 . 德 . 梅 雷 向 帕 斯 
卡 提 出 的 ， 这 个 人 多 少 是 个 职业 赌 徒 。 所 提出 的 问题 就 是 “点 子 ” 
的 问题 ; 两 个 赌 徒 (比如 说 , 在 掷 鹏 子 ) 中 的 每 一 个 需要 有 一 定数 目 
的 点 子 才能 赢得 一 局 ; 如 果 他 们 在 一 局 结束 以 前 离开 赌场 , 他 们 应 
该 如 何 分 赌注 呢 ? 每 一 个 赌 徒 的 分 数 (点 子 的 数目 ) 是 在 离开 的 时 
候 给 出 的 ， 这 个 问题 相当 于 决定 每 个 赌 徒 在 赌局 的 给 定 阶段 赌 赢 
的 概率 。 假 定 赌 徒 们 赢 一 个 点 子 的 机 会 均等 ， 解 答 只 需要 有 正确 
的 常识 ， 当 我 们 寻找 一 个 计算 可 能 情形 的 方法 而 不 用 实际 上 计算 
它们 的 时 候 , 概率 的 数学 就 登场 了 。 例 如 , 在 一 付 普通 的 五 十 二 张 
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的 牌 中 ， 一 手 拿 到 三 张 两 点 和 不 是 两 点 的 其 它 三 张 牌 有 多 少 种 不 
同 的 可 能 性 呢 ?或 者 , 掷 出 十 个 山子 , 有 多 少 次 能 出 现 三 个 么 点 ,五 
个 二 点 , 两 个 六 点 呢 ?第 三 个 同样 无 聊 的 问题 是 : 把 十 粒 珍 珠 , 七 粒 
红宝石 , 六 粒 绿 宝石 ， 和 八 粒 蓝宝石 穿 起 来 ， 如 果 每 一 类 宝石 都 被 
当 作 是 没有 区 别 的 , 能 够 穿 出 多 少 不 同 的 手镯 呢 ? 

要 找 出 做 一 件 指定 的 事情 有 多 少 种 方法 ， 或 找 出 能 够 发 生 一 
件 完 全 指定 的 事件 有 多 少 种 方法 ， 这 个 办 法 属于 人 们 称 为 组 合 分 
析 的 学 科 。 它 对 概率 论 的 应 用 是 明显 的 。 例如 ， 假 定 我 们 要 知道 
掷 三 个 山子 ,一 次 撞 出 两 个 么 点 和 一 个 两 点 的 概率 。 如 果 我 们 知 
道 三 个 山 子 搓 出 方式 的 全 部 数目 (6x6x6 或 216), 也 知道 两 个 么 
点 和 一 个 两 点 出 现 方式 的 数目 (比如 说 n, 读者 可 以 自己 找 出 ”是 
什么 )， 那 么 所 要 求 的 概率 是 mw/216。 (这 里 呈 是 3， 所 以 概率 是 
3/316)。 安 托 万 . 贡 博 * 谢 瓦 利 埃 * 德 . 梅 雷 挑 起 了 这 一 切 , 帕斯卡 
认为 他 是 一 个 很 有 头脑 的 人 , 但 是 没有 数学 头脑 , 而 莱 布 尼 兹 似 平 
不 喜欢 放荡 的 谢 瓦 利 埃 , 把 他 说 成 是 一 个 具有 洞察 力 的 人 , 一 个 哲 
学 家 , 和 赌 徒 一 一 一 种 完全 不 寻常 的 组 合 。 

与 组 合 分 析 和 概率 论 中 的 问题 相 联系 ， 帕 斯 卡 大 量 应 用 了 算 
术 三 角形 


1 331 
1 4 6 4 1 
1 5 10108B 1 


sen vomee eeeeesee 


其 中 头 两 行 以 后 的 1 一 行 中 的 数 是 由 上 面 一 行 中 的 数 得 到 的 ， 即 88 
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把 上 一 行 数 中 两 端的 1 抄 下 来 ， 再 从 左 到 右 把 相 邻 的 数 两 两 加 在 
一 起 , 就 得 到 了 新 行 中 的 数 ; 这样 5 一 1+4, 10=4+6, 10 一 6 十 4 
5~4+1。 第 % 行 中 1 以 后 的 数 是 从 个 独立 的 东西 中 选 出 一 个 
两 个 , 三 个 …… 的 不 同 选择 方法 的 数目 。 例 如 ,10 是 能 够 从 5 个 不 
同 的 东西 中 选 出 的 不 同 的 几 对 东西 的 数目 。 第 % 行 中 的 数 也 就 是 
(1 十 2)" 按 二 项 式 定理 展开 的 系数 ， 这 样 ， 对 于 mn 一 4，(1+4)4 一 
1+4+6s9+4w7+wt 也 是 如 此 。 这 个 三 角形 还 有 许多 其 它 有 超 
的 性 质 。 虽然 在 犀 斯 卡 以 前 人 们 就 知道 它 了 , 但 是 它 通常 用 帕 斯 
卡 的 名 字 命名 @, 因为 他 在 概率 论 中 独创 性 地 应 用 了 它 。 

这 个 起 源 于 周 徒 的 争执 的 理论 , 现在 是 许多 事业 的 基础 , 我 们 
认为 这 些 事业 比 赌博 重要 得 多 , 它们 包括 各 种 类 型 的 保险 业 , 数学 
统计 和 它们 对 生物 和 教育 上 的 各 种 测量 的 应 用 ， 以 及 现代 理论 物 
理学 中 的 许多 分 支 。 我 们 不 再 考虑 在 一 个 给 定 的 瞬间 电子 所 “在 ” 
的 一 个 确定 的 位 置 ， 但 是 我 们 确实 计算 它 在 一 个 给 定 区 域内 的 概 
率 。 稍 加 思索 就 会 知道 , 其 至 我 们 做 出 的 最 简单 的 测量 ( 当 我 们 斌 
图 精确 地 测量 某 样 东 西 时 ), 都 是 统计 性 质 的 。 

这 个 极其 有 用 的 数学 理论 的 乍 微 起 源 是 很 多 理论 的 起 源 的 典 
型 例子 : 有 些 显然 是 微不足道 的 问题 ,最初 的 解答 或 许 是 出 自 无 意 
的 好 奇 心 , 结果 导致 了 深奥 的 一 般 性 原理 。 这 些 原理 就 象 在 量子 
理论 中 原子 的 新 统计 理论 一 样 ， 可 以 使 我 们 修正 我 们 对 物质 世界 
的 全 部 概念 ， 或 者 就 象 把 统计 方法 应 用 到 智力 测验 和 遗传 学 研究 
时 所 发 生 的 那样 ， 可 以 使 我 们 修改 我 们 关于 “人 的 伟大 和 不 幸 ” 的 
传统 信念 。 当 然 , 不 管 是 帕斯卡 还 是 费 马 都 没有 预见 到 从 他 们 这 个 
不 体面 的 婴儿 会 得 出 什么 结果 。 数 学 的 整个 结构 是 如 此 紧密 地 交 


在 我 国 , 这 个 三 角形 通常 称 为 杨辉 三 角形 , 以 我 国 南宋 ( 约 十 三 世纪 ) 数 学 家 杨 
辉 的 名 字 命名 。 一 一 译 者 
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织 在 一 起 ， 以 至 我 们 只 要 拆散 和 日 出 任何 一 根 碰 巧 不 合乎 我 们 个 
人 爱好 的 线 ， 就 会 胃 毁 坏 整个 图 案 的 危险 。 

不 过 帕斯卡 确实 应 用 过 一 次 概率 (在 < 思想 录 > 中 )， 这 个 应 用 
在 他 那个 时 代 是 非常 实际 的 。 这 就 是 他 著名 的 “赌注 ”。 在 赌博 中 
的 “期 望 > 是 奖金 的 价值 乘 以 赢得 奖金 的 概率 。 按 照 帕斯卡 的 看 法 ， 
永恒 幸福 的 价值 是 无 限 的 。 他 论证 说 ， 即 使 通过 虔诚 的 宗教 生活 
来 赢得 永恒 幸福 的 概率 确实 非常 小 , 然而, 由 于 希望 是 无 限 的 (无 
限 的 任何 有 限 的 分 解 ， 仍 然 是 无 限 的 )， 仍 旧 值 得 人 们 去 过 这 样 的 
生活 。 不 管 怎么 样 , 他 自己 服 了 这 剂 药 , 但 是 正 象 要 表明 他 没有 把 
瓶子 也 一 起 符 下 去 一 样 ， 他 在 《思想 录 > 的 另 一 个 地 方 草草 写 下 了 
这 个 彻底 不 可 知 论 的 疑问 “可 能 性 是 可 能 的 吗 ? ”就 象 他 在 另 一 个 
地 方 说 的 ,“-- 味 干 这 样 的 琐事 是 令 人 生 厌 的 ， 但 是 有 的 时 候 就 得 
做 琐事 ”。 帕 斯 卡 的 困难 在 于 , 他 并 不 总 是 看 得 很 清楚 ， 什 么 时 候 
(就 象 他 在 对 上 帝 打赌 中 那样 ) 他 在 做 无 意义 的 琐事 ,或 者 什么 时 
候 ( 就 象 在 解决 谢 瓦 利 埃 . 德 . 梅 雷 的 赌博 难题 那 祥 ) 他 正在 做 意义 
深远 的 事情 。 
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第 六 章 “在 海边 
站 频 


流 数 [ 微 积分 ] 方 法 是 一 把 万 能 钥匙 ， 
现代 数学 家 借助 它 揭 开 了 几何 学 的 秘密 ，. 





因而 也 揭 开 了 大 自然 的 秘密 。 
贝克 莱 主 孝 
我 不 需要 假设 。 
一 一 艾 萨 克 - 牛 屯 


“我 不 知道 世人 怎样 看 我 ， 可 我 自己 认为 , 我 好 象 只 是 -一 个 在 
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海边 玩 要 的 孩子 ， 不 时 为 抢 到 比 通常 更 光滑 的 石子 或 更 美丽 的 内 
过 而 欢欣 , 而 展现 在 我 面前 的 是 完全 未 被 探 明 的 真理 之 海 。 

这 些 话 是 艾 萨 克 * 牛 顿 在 他 长 寿 的 一 生 行将 结束 时 对 自己 的 
估价 。 然而 ， 能 够 正确 评价 他 的 工作 的 后 继 者 们 几乎 无 一 例外 地 
指出 , 牛顿 是 人 类 有 史 以 来 最 有 才智 的 人 一 一 “他 在 智能 上 超过 了 
全 人 类 。 

艾 萨 克 * 牛 顿 出 生 在 1642 年 圣诞 节 ( 按 “旧历 ”计算 ) 那 天 ， 人 匆 
利 略 就 死 于 这 一 年 。 他 出 自 一 个 人 口 不 多 , 家 境 中 平 的 农场 主 家 
庭 ,居住 在 伍 尔 索 姆 村 的 庄园 里 , 距离 英国 林肯 郡 的 格 兰 瑟 姆 大 约 
八 英里 。 他 的 父亲 也 叫 艾 萨 克 , 三 十 七 岁 就 去 世 了 , 死 时 他 的 儿子 
还 没有 出 生 。 牛顿 是 一 个 时 产儿 。 他 出 生 的 时 候 非常 瘦小 虚 能 ， 
以 致 两 个 到 邻居 那里 为 婴儿 取 “ 滋 补品 ”的 妇女 ， 以 为 回来 时 会 发 
现 他 已 经 死 了 , 他 母亲 说 他 生 下 来 的 时 候 是 那样 瘦小 ,用 一 压 脱 容 
量 的 杯子 就 能 把 他 装 下 。 

关于 牛顿 的 祖先 ， 没 有 什么 足以 使 学 遗传 学 的 学 生 感 兴趣 的 
材料 。 他 的 父亲 被 邻居 们 描述 成 一 个 “任性 , 放肆 而 软弱 的 人 ; 他 
的 母亲 汉 娜 * 父 斯 库 是 一 个 节俭 、 惑 劳 而 能 干 的 女 当家 。 在 她 丈夫 
死 后 , 有 人 把 她 作为 一 个 很 不 错 的 妻子 介绍 给 一 个 老 单身 汉 , 说 牛 
顿 太太 是 一 个 “不 寻常 的 好 女人 ”。 谨 慎 的 单身 汉 是 北 威严 姆 附近 
教区 的 史密斯 . 巴 纳 巴 斯 收 师 , 由 于 这 个 推荐 , 他 和 这 位 蹇 妇 结 了 
婚 。 成 了 史密斯 太太 的 母亲 , 把 三 岁 的 儿子 留 给 他 的 祖母 照料 她 
第 二 次 结婚 生 了 三 个 孩子 , 这 些 孩 子 没 有 一 个 显示 出 突出 的 能 力 。 
牛顿 从 母亲 第 二 次 婚姻 的 财产 和 生父 的 遗产 中 ， 最 终 得 到 了 大 约 
每 年 八 十 英镑 的 收入 , 这 笔 钱 在 十 七 世纪 当然 比 现在 值钱 得 多 。 牛 
顿 不 是 那些 不 得 不 安 于 贫困 的 大 数学 家 中 的 一 个 。 

牛顿 幼年 身体 赢 弱 , 被 迫 躲 开 同 龄 孩子 们 的 需要 体力 的 游戏 。 
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他 不 能 象 普通 孩子 那样 玩 灰 ， 就 发 明了 自己 的 娱乐 ， 在 这 些 娱乐 
中 ， 他 的 天 才 首 次 崭 露 出 来 。 人 们 有 时 说 ， 生 顿 不 是 早 慧 的 孩子 。 
就 数学 而 论 这 可 能 是 对 的 , 但 是 如 果 说 在 其 它 方面 也 对 的 话 , 那 就 
得 给 早 慧 下 一 个 新 的 定义 了 。 牛 顿 作为 对 光 的 奥秘 的 探索 者 , 显示 
出 了 无 可 比拟 的 实验 才能 ， 这 种 才能 在 他 幼年 时 代 独 创 性 的 娱乐 
活动 中 一 定 就 已 经 很 明显 了 。 夜 晚 使 轻信 的 村 民 惊 吓 的 带 着 灯 的 
风筝 ;完全 由 他 自己 做 成 的 构造 极 好 而 且 会 工作 的 机 械 玩 具 一 一 
水 车 ， 把 麦子 磨 成 雪白 的 面粉 的 磨 , 这 个 磨 有 一 张 贪 焚 的 嘴 ( 几 乎 
知 下 了 所 有 的 利润 ), 它 既 作 为 磨 面 机 又 作为 动力 ; 送 给 他 许多 小 








“ 女 伴 的 针线 盒 和 玩具 ; 图 画 , 日 规 ， 和 为 他 自己 做 的 木头 钟 (可 以 


走 ) 一 一 这 些 就 是 这 个 “不 早 慧 * 的 孩子 制作 的 一 些 东西 , 他 试图 用 
这 些 东 西 把 他 的 玩 伴 们 的 兴趣 转向 “更 富 于 理性 的 途径。 除了 这 
些 过 人 才能 的 比较 明显 的 证 据 以 外 , 牛顿 还 博览 群 书 , 并 且 在 笔记 
本 上 草草 记 下 了 各 种 各 样 神秘 的 方法 和 不 同 凡响 的 意见 。 如 果 把 
这 样 一 个 孩子 看 作 仅仅 是 智力 正常 .身心 健康 的 少年 , 就 象 他 的 乡 
村 朋友 认为 的 那样 , 那 就 漏 掉 了 明显 的 一 面 。 

牛顿 是 在 附近 的 免费 乡村 小 学 接受 早期 教育 的 。 他 的 粤 熏 戌 
廉 ' 艾 斯 库 收 师 似 乎 是 头 一 个 看 出 他 有 些 不 寻常 的 人 。 艾 斯 库 本 
人 毕业 于 剑桥 大 学 , 在 牛顿 十 五 岁 时 , 区 斯 库 终于 说 服 了 牛顿 的 母 
亲 , 把 她 的 儿子 送 往 剑桥 大 学 读书 , 而 不 要 把 他 留 在 身边 。 牛顿 的 
母亲 本 来 计划 在 丈夫 死 后 回 到 伍 尔 索 姆 时 , 让 牛顿 帮助 管理 农庄 。 

不 过 , 在 这 以 前 牛顿 已 经 主动 地 采取 了 断然 的 行动 。 由 于 田 
田 的 劝告 ， 他 被 送 到 格 兰 瑟 姆 的 普通 中 学 ， 上 了 二 年 级 。 在 那里 
他 受到 学 校 里 一 个 小 霸王 的 欺负 。 有 一 天 ， 这 个 小 霸王 在 牛顿 的 
肚子 上 喝 了 一 脚 ,使 他 身心 极度 痛苦 。 牛顿 在 一 位 男 教师 的 鼓 启 
下 , 向 这 个 小 霸王 提出 挑战 , 要 公平 地 打 一 架 , 牛顿 打败 了 他 , 并 且 
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为 了 最 后 表示 羞辱 对 手 ， 牛 顿 把 这 个 情夫 的 鼻子 按 在 了 教堂 的 雯 
上 。 直 到 这 时 候 , 年 轻 的 牛顿 对 他 的 功课 述 不 感 兴趣 , 现在 他 开始 
证 明 他 的 头脑 也 象 他 的 源头 一 样 好 使 了 。 他 很 快 就 上 升 为 学 校 里 
最 好 的 学 生 。 校长 和 艾 斯 库 田 身 认为 他 已 经 够 资格 去 剑桥 了 ,但 
是 最 后 作出 决定 的 一 步 是 艾 斯 库 发 现 他 的 外 映 在 篱 巴 下 面 读书 ， 
而 他 本 应 该 在 集 市 上 帮助 一 位 雇工 做 买卖 。 

牛顿 在 格 兰 瑟 姆 上 中 学 和 后 来 为 进 剑 桥 做 准备 的 日 子 里 ， 寄 
宿 在 乡村 药剂 师 克拉 克 先 生 家 里 。 牛 顿 在 药剂 师 的 项 楼 上 发 现 了 
一 包 旧 书 , 他 贪 禁地 读 完了 这 些 书 。 在 这 个 家 里 , 他 常常 看 见 克拉 
克 前 妻 的 女儿 斯 托 里 小 姐 ， 牛 顿 爱 上 了 她 ， 并 在 1661 年 6 月 离开 
伍 尔 索 姆 去 剑桥 以 前 与 她 订 了 婚 ,， 那 时 他 十 九 岁 。 虽然 牛顿 在 他 
这 第 一 个 也 是 唯一 的 爱人 活着 的 时 候 , 始终 对 她 怀 着 深厚 的 情意 ， 
但 是 离别 和 对 工作 的 日 渐 专注 , 把 这 段 爱情 推 到 了 幕后 , 牛顿 终生 
未 婚 , 斯 托 里 小 姐 成 了 文 森 特 太太 。 


在 叙述 牛顿 在 三 一 学 院 的 学 生生 涯 之 前 ， 我 们 先 简短 地 回顾 
一 下 他 那个 时 代 的 英国 , 以 及 这 个 年 轻 人 继承 下 来 的 科学 知识 。 那 
时 , 又 顽固 又 偏执 的 苏格兰 的 斯 图 亚 特 家 族 , 根据 他 们 宣称 上 天 赋 
予 他 们 的 神圣 权力 , 已 经 统治 了 英国 。 其 结果 是 显而易见 的 , 人 们 
习 恨 对 神圣 权力 的 借 越 ; 统治 者 的 极端 的 骄傲 、 愚 惟 和 无 能 引起 了 
叛乱 。 牛顿 在 内 战 一 一 政治 和 宗教 的 一 一 气氛 下 长 大 成 人 , 在 这 
些 战争 中 , 清教徒 和 保皇 党 人 同样 靠 滥 建 抢 动 , 使 他 们 衣衫 被 裕 的 
军队 保持 战斗 力 。. 查 理 一 世 ( 生 于 1600 年 ，1649 年 被 处 死 ) 已 经 
做 了 他 力所能及 的 一 切 去 压 服 国会 , 但 是 尽管 他 残忍 地 横 征 暴食， 
尽管 他 的 星 法 院 通 过 高 明 地 滥用 法 律 和 公理 给 他 以 有 力 支 持 ， 他 
也 不 是 奥利弗 : 克 伦 威 尔 率领 下 的 坚忍 不 册 的 清教徒 们 的 对 手 , 而 
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接着 又 轮 到 克 伦 威 尔 向 他 的 神圣 事业 的 神圣 正义 发 出 呼吁 ， 以 支 
持 他 凌驾 于 国会 之 上 的 属 杀 和 凶残 的 进军 。 

所 有 这 些 野 蛮 的 行径 和 可 悄 的 虚伪 ， 对 年 轻 的 牛顿 的 性 格 产 
生 了 一 种 极其 有 益 的 影响 ; 他 是 怀 着 对 暴政 、 狭 诈 和 压迫 的 强烈 做 
恨 成 长 起 来 的 。 当 后 来 詹姆斯 国王 企图 强行 于 涉 大 学 事务 时 ， 这 
个 数学 家 和 自然 哲学 家 无 需 学 习 就 知道 ， 对 于 自由 受到 威胁 的 人 
们 来 说 ， 大 无 长 的 勇气 和 团结 一 致 的 阵线 乃 是 对 无 耻 的 政治 家 联 
盟 最 有 效 的 防卫 ; 他 是 通过 观察 和 直觉 认识 到 这 一 点 的 。 

据说 牛顿 说 过 这 样 的 话 ,“ 如 果 我 比 其 他 人 看 得 更 远 些 ， 那 是 
因为 我 站 在 巨人 的 崩 上 。” 他 确实 是 站 在 巨人 的 肩 上 。 在 这 些 巨 
人 当中 , 最 高 大 的 有 稍 卡 儿 、 开 普 勒 和 伽利略 。 从 笛 卡 儿 那 里 ， 和牛 
顿 继 承 了 解析 几何 , 他 一 开始 曾 发 现 解析 几何 很 难 懂 ; 从 开 普 勒 那 
里 , 他 继承 了 天 体 运 动 的 三 个 基本 原理 , 这 些 原理 是 经 过 二 十 二 年 
非 人 的 计算 后 由 经 验 发 现 的 ; 而 从 伽利略 那里 , 他 得 到 了 成 为 他 自 
已 动力 学 竟 基 石 的 运动 三 定律 中 的 头 两 个 ,但 是 砖头 还 不 是 大 厦 ; 
牛顿 是 动力 学 和 天 体力 学 的 建筑 师 。 

由 于 开 普 勒 的 定律 要 在 牛顿 的 万 有 引力 的 发 展 中 起 主导 作 
用 , 我 们 先 在 这 里 叙述 它们 。 
[如 果 S、S’' 是 焦点 ,了 是 行星 在 轨道 上 的 任意 位 置 , 那么 SP+S'P 
总 是 等 于 椭圆 的 主轴 44', 见 下 图 。] 


A 
ee Ft et er 


通过 将 微 积 分 应 用 于 牛顿 的 万 有 引力 ， 这 些 定律 用 一 到 两 页 
的 篇 幅 即 可 证 明 。 牛 顿 的 万 有 引力 规律 是 . 
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li 引力 与 它们 质量 的 滋 积 成 正 9% 


有 


那么 0 


力 就 是 了 < 加 < 攻 ,其 中 亡 是 某 个 常数 (通过 适当 选取 质量 和 距离 


的 单位 , 可 以 让 等 于 1 所 以 引力 就 简化 为 全 关于 )。 





为 完整 起 见 , 我 们 叙述 牛顿 的 运动 三 定律 。 
I. a NE a > 速度 ] 


ee 
站 
人 
和 
© © 9 


* Ss 9 8 $ so $$ » 


人 We 
获得 ]。 

所 有 这 一切 之 中 ， 对 数学 来 说 最 重要 的 是 说 明 第 二 运动 定律 
的 开头 的 那 几 个 字 , 改变 率 。 什 么 是 “改变 率 ” 怎样 衡量 它 呢 ? 如 
前 所 述 , 动量 是 “质量 乘 以 速度 ”。 牛顿 讨论 的 质量 被 假定 为 在 运 
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动 中 保持 常量 -一 -不 象 现 代 物 理 中 的 电子 和 其 它 的 粒子 ， 当 它们 
的 速度 接近 光速 的 一 个 可 测定 的 分 数 时 , 它们 的 质量 明显 增加 。 这 
样 ， 为 了 研究 “运动 量 的 改变 率 ” 弄 清楚 速度 就 能 满足 牛顿 的 要 
求 ， 而 速度 是 位 置 的 改变 率 。 他 对 这 个 问题 的 解答 一 一 对 研究 以 
Re te an wd 的 数学 方法 ， 不 管 这 个 
粒子 的 运动 是 多 么 不 规 变 率 及 其 度量 的 
全 部 秘密 的 万 能 钥匙， 0 

由 改变 率 产 生 的 一 个 类 似 的 问题 又 使 牛顿 掌握 了 积分 学 。 怎 
样 计算 一 个 速度 每 时 每 刻 都 在 变化 的 运动 粒子 在 给 定 的 时 间 内 跑 
过 的 全 部 距离 呢 ? 在 回答 这 个 问题 或 者 其 它 一 些 类 似 的 问题 (有 些 
是 用 几何 术语 描述 的 ) 时 , 牛顿 发 明了 积分 学 。 最 后 ,牛顿 把 这 两 
类 问题 联系 起 来 考虑 , 作出 了 一 个 重大 的 发 现 ; 他 看 出 微分 学 和 积 
分 学 通过 一 个 定理 , 密切 而 互 反 地 联系 在 一 起 , 这 个 定理 今天 称 为 
“ 微 积分 学 的 基本 定理 ”一 一 我 们 将 在 适当 的 地 方 叙述 它 。 











牛顿 除了 从 前 人 那里 继承 的 科学 和 数学 知识 以 外 ， 他 还 从 他 
那个 时 代 的 精神 接受 了 另外 两 个 礼物 ， 对 神学 的 热情 和 对 炼金 术 
奥秘 的 过 止 不 住 的 渴求 。 谁 要 是 指责 牛顿 把 他 无 比 的 智力 用 于 这 
些 现在 看 来 根本 不 值得 他 认真 对 待 的 事情 上 , 那 就 是 在 指责 自己 。 
因为 在 牛顿 的 时 代 , 炼金 术 就 是 化 学 , 人 们 还 没有 看 出 ,在 炼金 术 
里 实际 上 并 没有 多 少 东 西 一 一 除了 要 从 它 产生 的 东西 ， 即 现代 化 
学 ; 牛顿 作为 一 个 天 生 具 有 科学 精神 的 人 ,恰恰 是 通过 实验 去 探索 
炼金 术士 们 的 主张 是 怎么 回 事 。 

至 于 神学 , 牛顿 是 无 所 不 知 的 宇宙 创造 者 的 无 可 置疑 的 信徒 ， 
他 也 相信 自己 没有 能 力 一 一 象 那个 在 海边 的 孩子 一 样 一 一 测量 束 
个 真理 之 海 的 全 部 深度 。 他 因此 相信 不 仅 天 上 有 、 就 是 地 上 也 有 
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许多 超出 他 的 哲学 以 外 的 东西 ， 于 是 他 以 亲自 弄 懂 创 世 的 传统 说 
法 为 己任 ， 而 他 那个 时 代 大 多 数 有 知识 的 人 都 毫 无 争议 地 接受 了 
这 个 传统 说 法 (对 他 们 来 说 , 这 个 说 法 就 象 常识 一 样 自 然 )。 

因此 , 他 把 他 认为 真正 严肃 认真 的 努力 , 用 于 证 明 但 以 理 @ 的 
预言 和 < 启示 录 > 的 诗篇 确 有 意义 ， 用 于 旨 在 把 < 旧 约 圣经 ?的 日 期 
和 历史 上 的 日 期 协调 一 致 的 年 代 学 的 研究 上 。 在 牛顿 的 时 代 ， 神 
学 仍然 是 科学 的 皇后 ， 她 有 时 用 黄 铀 的 权 杖 和 铸铁 的 头脑 统治 着 
她 难 站 驾驭 的 臣民 。 然而 ,牛顿 确实 允许 他 的 理性 科学 影响 了 他 
的 信件 , 以 致 他 成 为 现在 所 说 的 一 神 论 者 。 


1661 年 6 月 ,牛顿 进 了 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 ， 他 是 一 个 半 公 
费 生 -一 一 (在 那个 时 代 ) 遂 过 做 仆人 的 工作 挣 钱 交 学 费 的 学 生 。 牛 
顿 在 剑桥 的 那 段 时 期 ， 剑 桥 已 经 由 于 内 战 、1661 年 君主 政体 的 复 
辟 , 以 及 大 学 方面 对 君主 的 庸 庸 碌碌 的 奉承 , 降低 到 了 它 作 为 教育 
机 构 的 历史 上 的 最 低 水 平 。 然 而 , 年 轻 的 牛顿 尽管 开始 很 孤独 , 却 
很 快 发 现 了 自己 能 胜任 的 工作 , 并 专心 致 志 于 他 的 工作 。 

在 数学 上 ,牛顿 的 老师 是 艾 萨 克 : 巴 罗 博士 (1630 一 1677), 他 是 
一 位 神学 家 和 数学 家 。 关于 巴 罗 有 人 这 样 说 过 ， 尽管 他 在 数学 上 
无 疑 是 才华 横 溢 .有 独立 创见 的 , 但 是 他 不 幸 只 是 预报 牛顿 这 个 太 
阳 升 起 的 晨星 。 巴 罗 很 高 兴 地 认识 到 比 他 更 伟大 的 人 已 经 出 现 
了 ， 在 具有 重要 意义 的 时 刻 (1669 年 )， 他 辞去 了 重卡 斯 数学 讲座 
的 教授 职位 , 让 他 这 个 无 与 伦比 的 学 生 接 兰 他 。 巴 罗 的 几何 学 讲 
座 讲述 的 许多 东西 中 ， 包 括 他 自己 的 求 面积 和 画 曲线 切线 的 方 
法 -一 实质 上 分 别 是 积分 学 和 微分 学 的 关键 问题 ， 毫 无 疑问 这 些 
讲座 激励 牛顿 开始 投入 他 自己 的 工作 。 

有 D 但 以 理 (Daniel) , 基督 教 < 圣经 ?中 希 伯 来 的 预言 家 。 一 一 译 者 
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关于 牛顿 大 学 生活 的 记录 , 贫乏 得 令 人 失望 。 他 似乎 没有 给 
同学 们 留 下 很 深 的 印象 , 他 写 回 家 的 敷衍 塞责 的 短信 中 , 也 没有 什 
么 让 人 感 兴趣 的 东西 。 起 初 两 年 完全 用 在 掌握 初等 数学 上 了。 角 
便 有 和 牛顿 作为 发 现 者 突然 成 熟 起 来 的 可 靠 记 录 ， 他 的 现代 传记 作 
者 们 似乎 也 没有 人 找到 过 它 。 除 去 他 在 1664- 1666 年 (二 十 -- 岁 
到 二 十 三 岁 ) 这 三 年 中 奠定 了 他 后 来 在 科学 和 和 数学 中 爹 部 十 作 的 
基础 , 以 及 不 停 地 工作 和 熬夜 使 他 病 了 一 场 以 外 , 我 们 不 知道 任何 
确切 的 事情 。 牛顿 对 于 他 的 发 现 守 口 如 瓶 的 脾气 ， 也 是 使 得 这 个 
秘密 埋藏 得 很 深 的 一 个 原因 。 

在 纯粹 的 人 性 方面 ， 牛顿 作为 一 个 大 学 生 是 很 正常 的 。， 信 尔 
他 也 轻松 一 下 , 在 小 饭馆 的 帐 本 上 记 着 他 去 吃 过 几 次 饭 , 他 还 打牌 
输 了 两 次 钱 。1664 年 1 月 他 获得 了 学 士 学 位 。 





1664 一 1665 年 的 黑 死 病 (淋巴 腺 鼠疫 )， 以 及 第 二 年 黑 死 病 程 
度 较 轻 的 再 次 流行 , 给 牛顿 提供 了 大 好 机 会 , 虽然 是 强迫 他 接受 的 
机 会 。 大 学 关闭 了 , 两 年 中 的 大 部 分 时 间 , 牛顿 隐 居 在 伍 尔 索 好 沉 
思 。 到 那 时 为 止 他 还 没有 做 出 什么 引 人 注 目的 事 一 一 只 是 由 十 
过 分 刻苦 地 观察 彗星 和 月 学 而 生 了 一 场 病 一 一 或 者 ， 如 果 他 作出 
了 , 那 也 是 个 秘密 。 在 这 两 年 中 , 他 发 明了 流 数 ( 微 积分 ) 方 法 ， 发 
现 了 万 有 引力 定律 ， 通 过 实验 证 明了 白光 是 由 各 种 颜色 的 光合 站 
的 。 所 有 这 些 都 是 他 在 二 十 五 岁 以 前 做 出 的 。 

一 份 注 明日 期 为 1665 年 5 月 20 日 的 手稿 表明 ， 和 牛顿 在 二 十 
三 岁 时 已 经 充分 发 展 了 微 积 分 的 主要 原理 ， 能 够 用 它 找 出 任何 过 
续 曲 线 在 任何 给 定点 的 切线 和 曲率 。 他 称 他 的 方法 为 “ 流 数 法 ” 
一 一 出 自 “流动 或 变量 及 其 “ 流 率 ”或 “增长 率 ”。 在 这 以 前 他 发 现 
了 二 项 式 定 理 , 这 是 向 完全 发 展 微 积 分 迈 出 的 重要 一 步 。 
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二 项 式 定理 推广 了 通过 直接 运算 发 现 的 象 
(cc 十 0 一 0 二 2c20 十 02， (a+b)3= a300+3ab+ 63, 
等 等 这 样 的 简单 结果 ; 即 
(Ce+D" 一 十 工 co- 二 an-2D3 
n(n—1) nm—2) oe 
人 
其 中 的 点 表示 序列 按照 已 经 写 出 的 项 指出 的 规律 连续 写 下 天 ; 下 
一 项 是 


n(n—1) (n— 2) (n—3) a"-4D4 
ix2x3x4 ， 


如 果 妈 是 正 整数 工 2.3…… 中 的 一 个 , 序列 恰恰 在 %-+1 项 之 后 自 
动 终止 。 这 是 很 容易 用 数学 归纳 法 证 明 的 ( 象 在 中 学 代数 中 那样 )。 

但 是 如 果 % 不 是 正 整 数 ,序列 就 不 会 终止 , 这 个 证 明 方 法 就 不 
适用 了 。 由 于 对 于 w 是 分 数 或 负数 值 (也 对 更 一 般 的 值 )， 二 项 式 
定理 的 证 明 , 以 及 对 a.5 要 加 必要 的 限制 的 说 明 , 在 十 九 世纪 才 : 出 
现 , 因此 我 们 只 需要 在 这 里 说 明 , 牛顿 在 把 这 个 定理 推广 到 % 的 这 
些 值 时 ， 他 满足 于 二 项 式 定 理 对 他 在 工作 中 偶尔 磁 到 的 co 的 值 
是 成 立 的 。 

如 果 全 部 现代 的 巧妙 发 挥 都 象 十 七 世纪 玖 样 被 忽略 了 ， 那 就 
很 容易 看 出 来 ， 微 积分 最 后 是 怎样 被 人 们 发 明 的 。 基本 概念 是 变 
量 、 函 数 和 极限 ， 最 后 一 个 概念 人 们 用 了 很 长 时 间 才 澄清 。 

在 数学 研究 的 过 程 中 能 够 取 不 同 值 的 字母 , 比如 说 S, 就 称 为 
一 个 变量 ;， 例 如， 如果 5S 表示 落体 到 地 面 的 高 度 ， 它 就 是 一 个 变 
最。 
函数 这 个 词 (或 它 的 拉丁 文 同义词 ) 似乎 是 莱 布 尼 获 在 1694 
年 引 进 到 数学 中 的 , 这 个 概念 现在 统治 着 数学 的 大 部 分 领域 , jii 量 
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在 科学 中 是 必 不 可 少 移 了 。 自 从 莱 布 尼 兹 的 时 代 以 来 , 这 个 概念 已 
经 精确 化 了 。 如 果 y 和 zz 是 两 个 这 样 联系 在 一 起 的 变量 , 只 要 给 2 
指定 一 个 数值 就 决定 了 一 个 y 的 数值 , 那么 y 就 称 为 z 的 一 个 ( 单 
值 或 单一 ) 涵 数 , 用 符号 表示 , 就 写成 y=f (2)。 

我 们 不 想 给 极限 下 一 个 现代 的 定义 ， 只 满足 于 给 出 最 简单 的 
定义 的 例子 ， 这 个 例子 使 得 牛顿 和 菜 布 尼 豆 (特别 是 前 者 ) 的 追随 
者 们 在 讨论 变化 率 时 用 了 极限 。 对 于 微 积 分 早期 的 发 展 者 , 变量 
和 极限 的 概念 是 直观 的 ; 对 于 我 们 , 它们 是 非常 细致 的 概念 , 被 关 
于 数 ( 婚 有 有 理 数 又 有 无 理 数 ) 的 性 质 的 从 林 般 的 半 玄 学 的 神秘 层 
层 包围 着 。 

设 y 是 2 的 一 个 函数 ,比如 说 y= 了 (sz)。y 相对 于 zx 的 变化 率 ， 


5 1 +。0 0 。 +» » » 


量 , 比如 说 4z\ 读 做 “z 的 增 量 ), 使 ” 成 为 z 十 dz, 而 f(z)、 或 y， 
成 为 fw 十 hv)。Yy 的 相应 增 量 4y, 是 9 的 新 值 减 去 原来 的 值 ， 即 
罗 一 f (w+4z) 一 f(w)。 由 于 我 们 把 变化 率 看 做 “平均 ”的 直觉 定 


义 , 我 们 可 以 取 y 的 增 量 由 “的 增 量 相 除 的 结果 ， 也 就 是 4， 作 


为 y 相 应 于 4 的 变化 率 的 粗粮 近似 。 

但 这 显然 是 太 粗糙 了 , 由 于 4 和 y 二 者 都 变化 , 我 们 不 能 说 这 
个 平均 值 描述 了 对 于 % 的 任何 特定 值 的 变化 率 。 因此 ,我 们 让 增 
量 hw 无 限 减 小 , 直到 “在 极限 过 程 中 ”4z 趋 近 于 竺 ,并 且 在 整个 
过 程 中 注意 “平均 ” 包 ， 4 同样 无 限 减 小 ， 最 终 趋 近 于 零 ， 但 是 
多 不 趋 于 零 ， 因而 不 给 我 们 以 无 意义 的 记号 -0 ， 但 却 有 一 个 确 


。 定 的 极限 值 , 它 就 是 所 要 求 的 y 相应 于 “的 变化 率 。 


为 了 了 解 这 个 过 程 是 怎样 进行 的 ， 设 f(z) 是 特殊 的 函数 2， 
使 得 y 一 尾 。 按 照 上 面 的 概述 , 我 们 先 得 到 
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hy __ (w+Arm)—o 
a 47 


现在 还 没有 取 极 限 。 做 一 些 代 数 化 简 , 我 们 得 到 
-2+ho 


我 们 已 经 尽 可 能 的 作 了 代数 化 简 , 现在 让 4 趋向 于 零 ， 我 们 看 到 
翁 的 极限 值 是 2w。 更 -- 般 地 ， 如 果 gy 一 am， 用 同样 的 方法 ， 氏 


的 极限 值 是 ww， 这 可 以 借助 于 二 项 式 定理 来 证 明 。 
- 这样 一 个 论述 不 会 使 今天 的 学 生 满意 ， 但 是 对 于 微 积 分 的 创 
造 者 , 比 这 还 差 的 论证 就 足够 好 了 , 因此 这 样 一 个 论述 对 我 们 来 说 


也 就 足够 了 。 如 果 y=f(z), 那 么 忽 的 ee 


.Vb 


应 归功 于 菜 布 尼 效 ， 顿 用 了 另 一 个 不 太 方便 
的 符号 (9) 。 
物理 学 中 变化 率 的 最 简单 的 例子 是 速度 与 加 速度 ， 这 是 动力 
学 中 的 两 个 基本 概念 。 速 度 是 距离 (“ 位 置 ”， 或 “空间 ”相对 于 时 
间 的 变化 率 , 加 速度 是 速度 相对 于 时 间 的 变化 率 。 
。 如 果 s 表示 一 -个 运动 粒子 在 时 间 二 内 通过 的 距离 (假定 距离 


是 时 间 的 函数 ) 志和 在 时 间 4 的 这 拓 症 避 ， 记 这 个 速度 为 w 我 10 
们 有 相应 的 加 速度 人 。 


间 ee a 


在 加 速度 运 东 i 因此 i 加 速度 
是 距离 的 变化 率 的 变化 率 (两 个 变化 率 都 相对 于 时 间 ) 为 了 表示 
这 个 二 阶 变化 率 ， 或 者 “变化 率 的 变化 率 ”， 我 们 把 加 速度 写 成 





101 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


114 数 学 精英 








人 3, 它 本 身 又 可 以 有 一 个 相对 于 时 间 的 变化 率 , 这 个 三 阶 变 化 率 写 


成 3 对 于 四 阶 .五 阶 ……… 变化 率 也 是 如 此 , 即 四 . 阶 五 阶 …… 导 
数 。 微 积分 学 应 用 于 科学 中 , 最 重要 的 导数 是 一 阶 和 二 阶 导数 。 


如 果 我 们 现在 回头 看 看 我 们 关于 牛顿 的 第 二 运动 定律 说 过 的 
话 , 并 且 与 我 们 关于 加 速度 说 过 的 话 相 比较 , 我 们 就 看 出 “ 力 ” 与 它 
们 产生 的 加 速度 成 正比 。 有 了 这 些 概念 ,我 们 就 能 对 一 个 决 不 是 
无 意义 的 问题 “建立 ”微分 方程 一 一 这 个 问题 就 是 “有 心力 ”的 问 
题 : 一 个 粒子 被 一 个 力 吸 向 一 个 固定 的 点 ， 力 的 方向 总 是 通过 该 “ 
点 。 已 知 力 为 随 距 离 * 变化 的 某 个 函数 ， 比 如 说 卫 (s)， 此 处 ， 是 
粒子 在 时 间 t 距 固定 点 0 的 距离 ， 


O FG) 
2 RY 





我 们 要 求 描述 粒子 的 运动 。 稍 加 考虑 就 会 得 到 


d2s ， 
性 = -7(9)， 


取 负 号 是 因 为 引力 减 小 了 速度 。 这 就 是 该 问题 的 微分 方程 , 所 以 
这 样 称呼 它 是 因为 方程 中 包含 了 变化 率 ( 加 速度 ), 而 变化 率 (或 导 
数 ) 是 微分 学 研究 的 对 象 。 四 
我 们 已 经 把 这 个 问题 转变 成 了 微分 方 稳 ， 现 在 要 求解 这 个 方 
程 , 也 就 是 说 , 找 出 * 和 上 之 间 的 关系 , 或 者 用 数学 的 语言 来 说 , 把 
s 表示 成 乡 的 函数 。 转 难 就 从 这 里 开始 , 把 一 个 给 定 的 物理 状态 ， 


” 址 示 成 没有 哪 一 个 数学 家 能 解答 的 微分 方程 组 , 可 能 很 容易 ~- 般 


来 说 ,物理 中 每 一 个 重要 的 新 问题 , 都 导致 需要 创造 新 的 数学 分 支 
来 解决 的 微分 方程 类 型 .不 过 , 如 果 象 在 牛顿 的 万 有 引力 中 那样 ， 
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F(s) 一 二 ,那么 上 面 那个 特殊 的 方程 就 能 够 很 容易 地 根据 
初等 函数 求 出 解答 。 我 们 不 去 为 这 个 特殊 的 方程 费 脑 筋 ， 
我 们 将 考虑 一 个 足以 说 明 重 要 性 所 在 的 更 简单 得 多 的 方程 ; 


化 
“我 们 有 了 % 是 一 个 的 函数 , 它 的 导数 等 于 wm 要 求 的 是 把 9 
作为 的 函数 表示 出 来 。 更 一 般 地 ,我 们 以 同样 的 方式 考虑 ” 
3 /fo)。 区 
这 要 求 的 是 ， 相 对 于 “的 导数 (变化 率 ) 等 于 7(o) 的 (z 的 ) 函 数 4 


是 什么 ? 假定 我 们 能 找到 所 要 的 函数 (或 者 假定 这 样 一 个 函数 存 
在 ), 我 们 就 称 它 为 了 (2) 的 反 导 数 , 记 为 |f(s)ao 一 这 样 称呼 的 


原因 马上 就 会 清楚 。 暂 时 我 们 只 需 注意 到 , | (2)dz 表示 一 个 函数 
(如 果 它 存在 的 话 ), 它 的 导数 等 于 (2)。 z 

通过 检验 , 我 们 知道 上 面 的 第 一 个 方程 的 解 是 子 ”+, 这 里 
c 是 -个 常数 (不 依赖 于 变量 2 的 数 ); 这 样 | zd 一 寺 信 +。 


甚至 这 个 简单 的 例子 也 可 以 说 明 ， 即 便 对 看 上 去 比较 简单 的 
函数 了 (7) ,计算 (2)dz 的 问题 可 能 也 超出 了 我 们 的 能 力 。 对 于 
这 样 一 个 机 会 的 可 能 性 , 多 半 是 最 坏 的 无 限 (“ 不 可 数 " 比 一 )。 当 -- 
个 物理 问题 导致 一 个 这 样 的 可 怕 情 形 时 ， 人 们 采用 按照 所 需要 的 
精确 度 给 出 结果 的 近似 方法 。 
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， 有 了 微 积分 中 两 个 基本 的 概念 ,9& 和 | 7 (cadz, 我 们 现在 就 
能 陈述 把 它们 联系 在 一 起 的 微 积分 学 的 基本 定理 了 。 为 了 简明 起 


见 , 我 们 用 一 个 图 来 说 明 , 虽然 在 精确 的 叙述 中 , 图 是 不 必要 的 , 也 
是 不 合乎 要 求 的 。 

考虑 一 个 连续 的 .不 自 交 的 曲线 , 它 在 笛 卡 儿 坐 标 中 的 方程 是 
y 一 了 (wz)。 要 求 求 出 曲线 、z 轴 和 两 条 垂直 线 44’，BB’' 之 间 围 成 
的 面积 ， 这 两 条 垂直 线 从 曲线 上 的 两 个 点 4，B 画 到 4 轴 ，O4/， 
OB" 的 距离 分 别 是 a, 6 一 一 即 4 B' 的 坐标 是 (a, 0), 《85, 0)。 我 
们 按照 阿 基 米 德 的 作法 进行 , 把 所 求 的 面积 分 成 一 些 等 宽 的 条 , 去 
挤 这 些 条 头 上 的 小 三 角形 (其 中 的 一 个 在 图 中 以 阴影 表示 )， 把 它 
们 看 作 和 矩形 , 再 把 所 有 这 些 矩 形 的 面积 加 起 来 , 最 后 让 矩形 的 数 月 





个 极限 昵 管 案 肯定 是 数学 家 们 所 曾 发 现 的 最 令 人 吃惊 的 结论 之 


es 


© 


vy 
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首先 求 出 f(z)ds， 比 如 说 结果 是 也 (z)。 把 a 和 5 代入 
(ww), 得 到 了 (a) 和 也 (5), 然 后 从 第 二 个 中 减 去 第 一 个 , 即 万 (5) 一 
了 (a)。 这 就 是 所 求 的 面积 。 

注意 在 给 定 的 曲线 方程 y= (z) ,给 定 曲线 在 点 (2%, 9) 的 切线 
斜率 (就 象 在 费 马 那 一 章 中 看 到 的 )- 丝 ,以 及 相对 于 x 的 变化 率 等 
于 了 () 的 函数 [f(z)dz、 或 也 () 之 间 的 关系 。 我 们 刚刚 说 明 所 
求 的 面积 是 由 万 (3) -了 (a) 给 出 的 ， 而 这 个 面积 是 用 网 基 米 德 的 
方式 描述 的 周 种 类 型 的 极限 和 。 这 样 我 们 已 经 把 斜率 (或 者 导数 ) 
与 极限 和 (或 者 按照 人 们 说 的 , 定 积分 ) 联 系 在 一 起 了 。 符 号 | 是 


老式 写法 的 8, 是 Summa [和 ] 这 个 字 的 第 一 个 字母 。 
我 们 用 符号 把 所 有 这 些 概括 在 一 起 ， 把 问题 中 要 求 的 面积 写 


成 | 7(a)am a 为 和 的 下 限 ,5 为 上 限 ;出 


[fae= £0) -ro) 


其 中 万 (6)、 也 (a) 由 计算 “不 定 积分 ”jf (z)ao( 即 找 出 函数 (2)， 
使 其 相对 于 “的 导数 2) ， 等 于 fc)) 的 值得 出 。 这 就 是 微 积 
分 的 基本 定理 , 就 是 它 ( 以 几何 形式 ) 呈 现在 牛顿 面前 , 也 独立 地 号 


现在 莱 布 尼 效 面前 的 形式 。 为 谨慎 起 见 , 我 们 再 次 重复 , 我 们 没有 
考虑 现代 论述 中 所 要 求 的 众多 精心 设置 的 条 件 。 


就 象 先 驱 者 们 认为 的 ， 可 以 用 两 个 简单 然而 重要 的 问题 结束 
微 积 分 学 主要 概念 的 这 有 段 概述 。 到 此 为 止 ,我 们 只 考虑 了 一 个 变 
量 的 函数 。 但 是 自然 界 向 我 们 提出 的 是 有 几 个 变量 的 函数 , 甚至 是 
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有 无 穷 多 个 变量 的 函数 。 
举 一 个 很 简单 的 例子 ， 气体 的 体积 VV 是 气体 的 温度 和 施加 


在 气体 上 的 压力 了 的 函数 ; 比如 说 五 = 五 (T,P) 一 一 函数 也 的 实 


际 形式 无 需 在 这 里 给 出 。 ZT、 了 变化 时 , 痰 也 变化 。 但 是 假定 、P 
中 只 有 一 个 变化 , 而 另 一 个 保持 不 变 ; 那么 实质 上 就 回 到 一 个 变量 
的 函数 , 而 妃 (P，P) 的 导数 就 能 对 这 个 变量 计算 出 来 。 如 果 了 下 变 
化 而 让 卫 保 持 不 变 ， 也 (TP，P) 相 对 于 氏 的 导数 就 称 为 (相对 于 多 
的 ) 偏 导数 ， 为 了 指出 卫 保持 不 变 , 对 这 个 偏 导数 采用 不 同 的 符号 


38，-22 人  。 类 似 地 , 如 果 也 变化 而 让 允 保持 不 变 , 我 们 得 到 


下 了。 完全 象 在 通常 的 二 阶 .三 阶 …… 导 数 的 情形 那样 ,我 


们 也 有 对 于 偏 导数 的 同样 类 比 ; 这 样 , 2 盛名 :了 表示 2 
相对 于 了 的 偏 导 数 。 


是 拉 普 拉 斯 方程 ， 或 者 "连续 性 的 方程 ， 它 出 现在 牛顿 引力 理论 、 
电磁 理论 .流体 运动 理论 和 其 它 地 方 , 这 个 方程 是 


在 流体 运动 中 ， 这 是 “理想 ”流体 (无 涡流 流体 ) 能 量 无 损耗 这 一 事 
实 的 数学 表述 。 在 这 里 导出 这 个 方程 是 不 适宜 的 , 但 是 陈述 一 下 
它 意味 着 秆 么 , 可 以 使 它 看 上 去 不 那么 神秘 。 如 果 流体 中 没有 涡 
流 , 那么 流体 中 任何 一 个 质点 的 平行 于 ww 轴 的 三 个 速度 分 量 ， 
可 以 由 同一 个 函数 & 的 偏 导数 
Bu pu 

色 到 . 
计算 出 来 ， se 如 果 流 体 是 不 可 压缩 的 和 
无 粘性 的 ， 那 么 每 秒 钟 流出 任意 小 的 容积 的 流体 应 该 等 于 流 进 它 
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的 流体 ,把 上 面 的 事实 与 这 个 显然 的 陈述 结合 起 来 ; 并 且 注 意 到 每 
秒 钟 流 过 任意 小 的 面积 的 流量 等 于 流体 的 速率 乘 以 面积 ， 我 们 看 
出 (把 这 些 论 点 结合 起 来 ， 并 且 计 算 总 的 流入 量 和 总 的 流出 量 ) 拉 
普 拉 斯 方程 大 约 是 老生 常 谈 。 ne 

关于 数学 物理 方程 的 这 个 方程 和 一 些 其 它 的 方程 ， 真 正 令 人 
吃惊 的 是 , 物理 的 老生 常 谈 当 碰 到 数学 推理 时 , 就 会 提供 意 想不到 
的 信息 。 这 些 信息 绝对 不 是 陈 词 洲 调 。 后 面 几 章 中 提 到 的 物理 现 
象 的 “预料 ”就 从 这 样 的 经 过 数学 处 理 的 平凡 事物 中 产生 。 

不 过 , 在 这 类 问题 中 产生 了 两 个 非常 现实 的 困难 。 第 一 个 与 
物理 学 家 有 关 ， 他 必须 知道 他 的 问题 可 以 怎样 简化 而 又 不 至 于 面 
目 全 非 , 从 而 使 他 能 完全 从 数学 上 说 明 他 的 问题 。 第 二 个 与 数学 
家 有 关 ， 这 一 点 把 我 们 带 到 了 一 个 非常 重要 的 问题 一 一 我 们 在 微 
积分 学 的 这 段 概述 中 最 后 提 到 的 问题 一 一 这 就 是 所 谓 的 边界 值 问 
科学 并 不 是 把 象 拉 普 拉 斯 方程 那样 的 方程 扔 在 数学 家 面前 ， 
要 求 他 去 寻找 一 般 的 解答 。 科 学 所 要 求 的 是 (通常 ) 更 难得 到 的 东 
西 ， 一 个 特 解 ， 它 不 仅 要 满足 方程 ， a 

a 
“流动 >, 有 一 个 与 流体 运动 的 拉 普 拉 斯 方程 类 似 的 一 般 方 程 ( 傅 里 
叶 的 方程 )。 假 定 我 们 要 求 找 出 在 一 个 圆柱 形 的 杆 中 漫 凑 的 最 后 分 
布 , 圆 杆 两 端的 温度 保持 为 常数 ， 而 曲面 上 的 温度 为 另 一 个 常数 ; 
这 里 “最 终 ” 的 意思 是 ， 杆 的 所 有 点 处 于 “稳定 状态 ”一 一 温度 不 再 
进一步 改变 。 这 个 解 必须 不 仅 满足 一 般 方程 , 还 得 适合 曲面 温度 ， 


后 一 个 要 求 是 更 难 达 到 的 。 圆 杆 的 问题 与 截面 为 方形 的 杆 的 
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相应 问题 全 然 不 同 。 边界 值 问题 的 理论 解决 的 问题 是 , 使 微分 方 
程 的 解 适 合 给 定 的 初始 条 件 。 这 个 理论 主要 是 在 过 去 八 十 年 中 创 
立 的 。 在 某 种 意义 上 ， 数 学 物理 是 与 边界 值 问 题 的 理论 一 起 发 展 
起 来 的 。 





牛顿 的 第 二 个 伟大 的 灵感 是 他 的 万 有 引力 定律 (已 经 提 到 过 
了 ), 这 是 他 1666 年 在 伍 尔 索 姆 发 现 的 , 那 时 他 是 一 个 二 十 二 、 三 
岁 的 青年 。 在 这 一 点 上 , 我 们 不 去 重复 苹果 掉 定 来 的 故事 。 为 了 

区 别 于 千篇一律 的 传统 解释 , 我 们 在 讲 到 痪 斯 时 ， 人 
个 传说 的 看 法 。 

大 多 数 权威 都 一 致 认为 ， 牛 顿 为 了 看 看 他 的 万 有 引力 定律 是 
否 能 解释 开 普 勒 的 规律 , 他 在 1666 年 ( 那 时 他 二 十 三 岁 ) 确 实 做 了 
一 些 粗略 的 计算 。 许 多 年 以 后 (在 1684 年 ), 当 哈 雷 问 牛顿 什么 样 
的 引力 规律 能 够 解释 行星 的 椭圆 轨道 时 ， 牛顿 立刻 回 管 是 平方 反 
比 规律 。 
“你 怎么 知道 的 呢 ?? 险 雷 问 道 __ 他 是 受到 克昌 斯 托 间 . 省 恩 
历 士 和 其 他 一 些 人 的 敦促 , 提出 这 个 问题 的 , 因为 关于 这 个 问题 的 
一 场 大 辩论 已 经 在 伦敦 进行 了 一 些 时 候 了 。 

“ 噢 , 我 计算 过 它 ， 牛顿 回答 。 在 试图 重新 写 出 他 的 计算 (他 
找 不 到 原稿 了 ) 时 ， 牛 顿 犯 子 一 个 错误 ,因而 认为 自己 原来 就 弄 错 
了 , 但 是 不 久 他 就 发 现 了 他 的 错误 , 核实 了 原来 的 计算 。 

.和 牛顿 的 万 有 引力 定律 推迟 了 二 十 年 才 发 表 ， 对 于 这 个 由 于 不 
精确 的 数据 造成 的 不 应 有 的 延迟 , 有 很 多 说 法 。; 在 三 种 解 上 释 中 , 我 
们 在 这 里 介绍 一 种 不 如 另外 两 种 富 于 浪漫 色彩 , 然而 却 更 有 数学 
味 的 解释 。 

牛顿 推迟 发 表 的 主要 原因 是 ， 他 无 法 解决 定 积 分 中 的 一 个 确 
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定 的 问题 , 这 个 问题 正如 在 牛顿 定律 中 表示 出 来 的 那样 , 是 整个 万 
有 引力 理论 中 的 关键 。 在 他 能 够 解释 苹果 和 月 亮 的 运动 之 前 , 牛 
顿 不 得 不 先 求 出 均匀 的 实心 球体 对 球 外 质点 的 全 部 吸引 力 。 因 为 
ee -个 质点 吸引 球 外 质点 的 力 与 两 个 质点 的 质量 乘积 成 正 
它们 之 阅 拭 离 的 平方 成 反比 。 人 
的 个 合 吸引 力 的 呢 ? 

这 显然 是 一 个 积分 问题 。 今天 人 们 殷 它 作为 一 个 例子 写 进 教 
科 书 , 年 轻 学 生 们 用 二 十 分 钟 或 更 少 的 时 间 就 能 解答 它 。 然而 它 
困惑 了 牛顿 二 十 年 。 当 然 , 他 最 后 解决 了 它 : 引力 与 球 的 整个 质量 
集 申 在 它 中 心 那 一 点 土 的 情形 是 同样 的 。 这 样 , 这 个 问题 就 变 成 
求 位 于 给 定 距离 的 两 个 质点 之 间 的 吸引 力 ， 牛 顿 定律 提供 了 这 个 
问题 的 直接 解答 。 如 果 这 就 是 延迟 二 十 年 的 正确 解释 , 那么 我 们 由 
此 就 可 以 多 少 了 解 到 , 从 牛顿 时 代 起 , 历代 数学 家 们 付出 了 多 么 巨 
大 的 劳动 去 发 展 并 简化 微 积 分 ， 使 它 达到 了 每 个 普通 十 六 岁 的 孩 
子 都 能 有 效 地 使 用 它 的 程度 。 


虽然 我 们 对 牛顿 的 兴趣 主要 集中 在 他 作为 数学 家 的 伟大 上 ， 
但 是 我 们 不 能 在 1666 年 就 停 下 来 ， 抛 下 他 和 他 的 未 成 熟 的 杰作 。 
如 果 这 样 做 , 我 们 就 无 从 认识 他 的 伟大 。 所 以 下 面 我 们 将 继续 概 
述 他 的 其 它 活动 , 但 对 任何 一 项 都 不 详 述 (由 于 篇 幅 所 限 )。 
牛顿 回 到 便桥 后 , 在 1667 年 当选 为 三 一 学 院 的 研究 院士 ; 在 
1669 年 ， 他 二 十 六 岁 时 ， 接 替 巴 罗 任 鲁 卡 斯 数学 讲座 的 教授 。 他 
最 初 的 演讲 是 关于 光学 的 ， 在 这 些 演讲 中 ， 他 详细 地 解释 了 自己 。 10" 
的 发 现 并 且 概 略 地 讲述 了 他 的 光 的 微粒 理论 , 根据 这 种 理论 , 光 是 
微粒 的 辐射 ; 而 不 是 象 惠 更 斯 和 胡 克 断言 的 波动 现象 。 虽然 两 种 
理论 似乎 是 矛盾 的 ， 但 是 今天 二 者 在 有 关 光 的 现象 方面 都 是 有 用 
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的 , 并 且 在 纯粹 数学 的 意义 上 说 , 它们 在 现代 量子 理论 中 统一 了 起 
来 。 因 此 , 现在 就 不 能 再 象 几 年 前 那样 说 , 牛顿 在 他 的 微粒 理论 中 
完全 错 了 。 

接 下 来 的 一 年 ，1668 年 ,牛顿 自己 动手 制作 了 一 台 反 射 望 远 
镜 ,并且 用 它 观察 木 是 的 卫星 。 他 的 目的 无 疑 是 要 通过 观察 木星 
的 卫星 来 看 看 , 万 有 引力 是 否 真正 是 普遍 规律 。 这 一 年 也 是 微 积 
分 学 历史 上 值得 纪念 的 一 年 。 墨 卡 托 利用 无 穷 级 数 计算 了 与 双 曲 
线 有 关 的 面积 , 这 引起 了 和 牛顿 的 注意 。 墨 卡 托 使 用 的 方法 实际 上 
与 牛顿 自己 的 方法 是 相同 的 , 牛顿 还 没有 公开 他 的 方法 , 不过, 这 
时 他 把 它 写 了 出 来 , 交 给 了 巴 罗 博 士 , 并 且 允 许 在 一 些 较 好 的 数学 
家 中 传阅 。 

1672 年 牛顿 被 选 入 皇家 学 会 , 为 此 他 提交 了 他 关于 望远镜 的 
工作 和 光 的 微粒 学 说 ,一 个 包括 爱 争吵 的 胡 克 在 内 的 三 人 委员 会 ， 
被 指定 就 牛顿 关于 光学 的 工作 提出 报告 。 硼 克 滥用 他 作为 推荐 人 
的 权威 , 抓 住 这 个 机 会 宣传 波动 理论 和 他 自己 , 对 牛顿 的 理论 进行 
嘲笑 。 一 开始 ， 和 牛顿 对 于 批评 持 冷 静 的 科学 态度 ,但 是 当 列 日 [ 比 
利 时 的 城市 一 一 译 者 ] 的 数学 家 虽 卡 和 物理 学 家 利 努 斯 也 加 入 了 
前 训 的 行列 ， 基 可 进 一 和 很 估 就 从 说 天 这 成 吹 志 求 放 基于 居 守 的 
暗示 和 反对 意见 时 ,牛顿 渐渐 失去 了 耐心 。 

任何 人 读 了 生 顿 在 他 这 第 一 次 恼人 的 争论 中 的 通信 ， 都 会 相 
信和 牛顿 并 非 天 性 遮 谈 掩 掩 、 小心 翼 惨 地 维护 他 的 发 现 。 他 那些 信 
的 语气 是 逐渐 改变 的 , 从 热衷 于 澄清 其 他 人 发 现 的 困难 , 变 为 对 科 
学 家 竞 出 于 私下 争吵 视 科学 为 战场 而 不 知 所 措 。 从 这 种 不 知 所 措 ， 
他 很 快 变 得 满腹 乱 气 ,觉得 受到 了 伤害 ， 他 有 点 孩子 气 地 下 定 决 
心 , 将 来 不 再 和 他 们 打交道 。 他 简直 就 不 能 坦然 地 鸭 受 这 些 心怀 
恶意 的 傻瓜 。 
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最 后 , 在 1676 年 11 月 18 日 的 一 封 信 中 ,他 说 ，“ 我 知道 我 已 
经 把 自己 变 成 了 哲学 的 奴隶 , 但 是 如 果 我 能 摆脱 吕 卡 先生 , 那么 除 
去 我 为 了 自己 私人 的 兴趣 或 留待 身后 发 表 的 东西 ， 我 将 坚决 地 永 
远 告 别 哲学 ; 因为 我 看 出 , 一 个 人 必须 或 者 下 决心 不 再 作出 什么 新 
东西 , 或 者 变 成 一 个 奴隶 去 保护 它 。 高 所 关于 惠及 沁 仙 了 及 出 小 
几乎 同样 的 感慨 。 

人 
理 > 出 版 后 再 次 爆发 。 他 在 1688 年 6 月 20 日 写 给 哈雷 的 信 中 说 ， 
“哲学 [科学 ] 是 这 样 一 个 傲慢 的 好 诉讼 的 夫人 ,一 个 男人 只 要 和 她 
相处 , 就 会 被 卷 入 诉讼 。 我 早 就 发 现 了 这 一 点 ,现在 我 不 再 靠近 她 
了 ,但 是 她 给 我 以 警告 。 数 学 动力 学 和 弹性 力学 事实 上 不 是 一 一 
我 们 也 得 承认 一 一 牛顿 的 主要 兴趣 所 在 。 他 的 心思 是 在 炼金 术 ， 
关于 年 代 学 的 研究 , 以 及 神学 研究 上 。 ee 

只 是 由 于 一 种 内 在 的 力量 在 驱使 他 ， 他 才 把 注意 力 转向 数学 
的 再 创造 。 早 在 .1679 年 , 他 三 十 七 岁 时 (但 也 是 他 把 他 的 主要 发 
现 和 发 明 牢固 地 禁闭 在 他 的 头脑 里 或 书桌 里 的 时 候 ), 他 写 信 给 纠 
缠 不 休 的 胡 克 :“ 在 过 去 的 几 年 里 ;我 一 直 竭 力 使 自己 从 哲学 转向 
其 它 研究 , 因此 除了 在 闲暇 的 时 刻 有 时 出 于 消遣 以 外 , 我 已 经 长 久 
不 在 那 方 面 花费 时 间 了 。” 有 时 他 在 这 些 “ 消 遗 上 所 花 的 心思 比 
花 在 他 的 正式 工作 上 的 还 要 多 ， 他 由 于 夜以继日 地 思考 月 亮 的 运 
动 而 重病 了 一 场 , 他 说 , 月 亮 运 动 的 问题 是 唯一 曾经 使 他 头痛 的 问 
题 。 

牛顿 脾气 暴躁 的 另 一 面 在 1673 年 春天 表现 出 来 , 那 时 他 写 信 
给 奥 尔 登 伯 格 , 要 放弃 他 在 皇家 学 会 的 会 员 资 格 。 对 这 个 使 竹子 
的 举动 有 各 种 各 样 的 解释 。 和 牛顿 以 经 济 困难 和 他 距离 伦敦 叉 远 作 


为 理由 。 奥 尔 登 伯 格 按 照 这 个 怒气 冲 溃 的 数学 家 的 字面 意思 理解 
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他 的 话 ， 告诉 他 ， 按 照章 程 他 可 以 保持 他 的 会 员 资格 而 不 必 交 费 。 

这 使 牛顿 恢复 了 理智 , 他 撤回 了 辞呈 , 同时 平息 了 勾 气 。 不 过 牛顿 
仍然 认为 他 会 被 人 撒 逼 。 但 是 , 他 的 经 济 状况 不 久 就 好 转 了 , 他 感 

党 好 一 些 了 。 这 里 不 妨 指出 , 在 关于 钱 的 问题 上 , 牛顿 可 不 是 漫 不 

经 心 的 人 ,他 非常 精明 , 死 的 时 候 算是 他 那个 时 代 的 富 俩 了 。 但 是 

尽管 他 精明 而 节俭 , 他 用 钱 也 很 大 方 , 并 且 随 时 准备 尽 可 能 不 唐 突 

地 帮助 有 困难 的 朋友 。 他 对 年 轻 人 特别 慷慨 。 


1684 一 1686 年 的 这 儿 年 标志 着 整个 人 类 思想 网 上 的 一 个 伟 


大 时 代 。 在 哈雷 巧妙 耐心 的 哄骗 下 ,牛顿 最 终 同 意 写 出 他 在 天 文 


学 和 动力 学 方面 的 发 现 ， 以 供 发 表 。 也 许 从 来 没有 哪 一 个 人 象 牛 
顿 撰 写 他 的 <Philosophiae Naturalis Principia Mathematica>《 自 
然 哲 学 的 数学 原理 ) 时 那样 艰苦 、 那 样 执着 地 思考 了 。 和 牛顿 从 来 不 
注意 他 的 身体 健康 , 在 他 埋头 构思 他 的 杰作 时 ; 他 似乎 忘 了 他 还 有 
一 个 需要 食物 和 睡眠 的 舰 体 。 他 忽略 或 忘记 了 吃饭 ， 从 小 臣 中 醒 
来 ,他 会 穿 了 一 半 胡 服 在 床 边 上 一 坐 几 个 小 时 , 在 他 那 数 学 的 迷 富 
中 道 游 。1686 年 ，“ 原 理 ? 被 提交 给 皇家 学 会 ，1687 年 哈雷 出 资 
出 版 了 它 。 pn 

在 这 里 叙述 < 原理 ?的 内 容 是 不 可 能 的 ， 但 是 我 们 可 以 简单 地 
展示 它 所 包含 的 无 和 旁 尽 的 宝藏 中 的 很 小 一 部 分 。 冉 与 整 部 作品 以 
生 伍 为 的 是 牛顿 的 动力 学 , 他 的 万 有 引力 定律 , 以 及 二 者 之 应 用 于 
太阳 系 一 一 “ 字 宙 体系 “。 虽 然 微 积分 已 经 从 综合 的 几何 证 明 中 消 
失 , 但 是 牛顿 (在 一 封 信里 ) 说 ,他 用 了 微 积分 去 发 现 他 的 结果 , 并 在 
这 样 做 了 之 后 , 着 手 把 微 积分 提供 的 证 明 再 变 成 几何 形式 , 从 而 使 
艳 的 启 代 大 可 忆 更 容易 地 抓 住 主 枝 的 论 古 一 一 天 体 的 动力 和 谐 。 

首先 :牛顿 从 他 自 乌 的 方 有 引力 定律 中 推论 出 开 普 勒 的 经 验 
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规律 , 他 指出 怎样 计算 太阳 的 质量 , 以 及 怎样 决定 拥有 一 个 卫星 的 
行星 的 质量 。 其 次 , 他 首创 了 极其 重要 的 摄 动 理论 ， 例 如 , 月 亮 不 
仅 被 地 球 吸引 , 而 且 也 被 太阳 吸引 。 因 此 , 月 亮 的 轨道 就 会 被 太阳 
的 引力 摄 动 。 用 这 种 方法 , 牛顿 详细 解释 了 两 个 古代 观察 到 的 结 
果 , 这 些 结果 是 希 巴克 斯 和 托 勤 密 得 出 的 。 我 们 自己 这 一 代 人 已 
经 看 到 现在 应 用 到 电子 轨道 ， 特 别 是 氮 原子 中 的 电子 轨道 的 高 度 
发 展 起 来 的 摄 动 理论 。 除了 这 些 古 代 的 观测 结果 ， 从 万 有 引力 规 
律 中 还 推导 出 了 由 第 谷 " 布 拉 赫 (1546 一 1601)、 弗 拉 姆 斯 蒂 德 
(1646 一 1719)、 以 及 其 他 人 观察 到 的 关于 月 亮 运动 的 七 个 不 规律 
”的 结果 。 

， 关 于 月 球 摄 动 理论 就 说 这 么 多 。 同 样 的 方法 也 应 用 于 行星 。 
牛顿 开始 了 行星 的 摄 动 理论 ， 这 一 理论 在 十 九 世纪 导致 海王 星 的 
发 现 ,在 二 十 世纪 导致 了 冥王 星 的 发 现 。 

“无 规律 ”的 趋 姓 一 迷信 的 人 仍 把 它 看 做 是 来 自 一 个 发 把 的 
天 神 的 警告 一 一 也 作为 太阳 系 家 族 中 无 害 的 一 员 ， 被 非常 精确 地 
置 于 万 有 引力 规律 下 ， 以 臻 我们 现在 能 算出 并 且 迎 接 它们 的 缓慢 
回归 (除非 木星 或 其 它 外 星球 过 分 地 扰动 了 它们 ) ， 就 象 我 们 在 
1910 年 所 作 的 那样 ， 那 时 哈雷 的 美丽 的 赴 星 在 离开 了 七 十 四 @ 年 

后 , 按照 预计 的 时 间 准 时 回来 了 。 

他 通过 计算 (用 他 的 动力 学 和 字 宙 规律 ) 地 球 由 于 周 日 运动 在 
极点 的 平坦 程度 , 开始 了 行星 演化 的 广泛 而 仍 不 完整 的 研究 , 他 证 
明了 行星 的 形状 决定 它 绕 日 一 周 的 时 间 ， 所 以 如 果 我 们 准确 地 知 
道 了 金星 在 极点 处 的 平坦 程度 ， 我 们 就 能 知道 它 绕 着 连接 两 极 的 
轴 完 整地 旋转 一 周 要 多 长 时 间 。 他 计算 了 随 纬度 不 同 而 异 的 重量 
变化 。 他 证 明了 一 个 形状 为 同心 球面 并 且 是 均匀 的 空 壳 , 对 它 里 

@ ”原文 如 此 。 哈 需 赵 星 应 该 是 每 隔 七 十 六 年 回归 一 次 。 一 一 译 者 
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面 任何 地 方 的 小 物体 都 不 施加 力 。 最 后 一 点 在 静电 学 中 非常 重要 
一 一 在 小 说 领域 中 也 很 重要 ， 在 那里 它 被 当 作 有 趣 的 幻想 的 主 
题 。 

月 球 和 太阳 对 地 球 上 洒 道 隆起 带 的 吸引 力 ， 使 得 我 们 这 个 行 
星象 陀螺 一 样 旋转 , 这 一 点 非常 美妙 地 说 明了 岁差 。 神秘 的 潮汐 
也 目 然 地 归 入 这 个 壮丽 的 体系 一 一 月 球 和 太阳 引起 的 潮汐 都 被 计 
算 过 了 ， 从 观察 到 的 大 潮 和 小 潮 的 高 度 ， 推 出 了 月 亮 的 质量 。“ 第 
一 卷 > 竟 定 了 动力 学 原理 ; 《第 二 卷 ? 包 括 在 有 阻尼 的 介质 中 物体 的 
运动 和 流体 运动 ; 《第 三 卷 > 是 著名 的 “世界 的 体系 ”。 

也 许 没有 其 它 的 自然 规律 象 < 原理 > 中 的 牛顿 万 有 引力 定律 那 
样 , 把 这 样 多 的 自然 现象 如 此 简单 地 统一 了 起 来 。 牛顿 的 同 代 人 
是 值得 称赞 的 ， 他 们 至 少 模 模糊 糊 地 看 出 了 和 牛顿 做 出 的 这 些 事情 
的 重要 意义 , 虽然 他 们 中 仅 有 少数 几 个 人 能 够 领会 牛顿 的 推理 , 由 
于 这 个 推理 ， 取 得 了 统一 的 惊人 奇迹 并 使 得 < 原理 > 的 作者 成 为 一 
个 受 人 崇拜 的 人 物 。 没 有 经 过 多 少年 ， 人 们 就 在 剑桥 (1699 年 ) 和 
牛津 (1704 年 ) 讲 授 牛 顿 体系 。 法 国 沉 睡 了 半 个 世纪 ,仍然 在 笛 卡 
儿 的 神秘 的 洲 涡 中 打转 。 但 是 不 久 , 神秘 主义 就 让 位 于 理性 , 牛顿 
发 现 他 最 伟大 的 后 继 者 不 是 在 英国 , 而 是 在 法 国 , 在 那里 ， 拉 普 示 
I 0 


”< 原理 > 之 后 的 其 它 事情 就 平淡 无 奇 了 。 昌 然 月 球 理论 继续 使 
牛顿 苦恼 和 “高 兴 ” 但 他 暂时 厌 们 了 “ 暂 学 ”, 期望 有 机 会 转向 天 广 
学 内 容 少 一 点 的 事情 。 信 婚 斯 一 世 是 个 固执 的 苏格兰 人 和 偏执 的 
天 主教 徒 , 他 决心 要 强迫 大 学 不 顾 学 术 权威 们 的 反对 ; 授与 一 个 本 
尼 猴 克 教派 的 教徒 以 硕士 学 位 。 牛 顿 是 1687 年 去 伦敦 出 席 高 级 
法 院 大 学 诉讼 案 的 代表 之 一 ， 高 级 法 院 的 首席 法 官 是 那个 伟大 而 
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粗 吕 下 流 的 法 学 家 、 大 法 官 乔治 . 杰 弗 里 斯 一 一 他 在 历史 上 以 “无 
也 的 杰 弗 里 斯 著称 。 杰 弗 里 斯 以 其 惯用 的 方式 辱骂 了 代表 们 的 
领袖 ,命令 其 余 代 表 离 开 , 不 要 再 犯罪 。 牛 顿 明显 地 不 动 声色 。 回 
管 象 杰 弗 里 斯 这 样 呆 在 他 的 狗 帘 里 的 人 , 什么 也 得 不 到 。 但 是 当 其 
它 人 要 在 不 光彩 的 妥协 方案 上 签名 时 ， 正 是 牛顿 使 他 们 坚强 了 起 
来 ， 他 阻止 他 们 签名 。 他 胜利 了 ; 什么 有 价值 的 东西 也 没有 失去 
连 荣 誉 也 没有 失去 。 他 后 来 写 道 ; “有 法 律 在 我 们 这 一 边 ,在 
这 些 事情 上 , 真正 的 勇气 能 卫 护 一 切 。” 

剑桥 大 学 显然 很 欣赏 牛顿 的 勇气 ,因为 在 1689 年 1 月, 他 被 
推选 代表 大 学 当 了 非常 国会 的 议员 ， 那 时 詹姆斯 二 世 已 经 逃离 英 
国 , 奥 兰 治 的 威 说 和 他 的 玛丽 上 人 台 , 忠实 于 位 姆 斯 二 世 的 杰 弗 里 斯 
嵘 进 了 下 贱 的 地 方 , 以 逃脱 暴民 对 他 的 公正 逢 罚 。 牛顿 一 直 呆 在 
读 会 里 , 直到 1690 年 2 月 国会 解散 为 止 。 值 得 赞扬 的 是 他 从 来 没 
有 在 那里 发 过 言 ,但 是 他 忠于 职守 , 并 不 反对 政治 活动 ， 他 的 外 交 
手腕 在 使 骚动 的 剑桥 大 学 忠于 不 错 的 国王 和 王后 方面 有 很 大 关 
系 。 

牛顿 对 伦敦 的 “现实 生活 ”的 趣味 , 表明 他 在 科学 方面 的 没落 。 
包括 著名 的 < 人 类 理解 论 > 的 作者 .哲学 家 约翰 洛克 在 内 的 、 有 影 
响 的 和 爱 管 闲事 的 册 友 们 使 牛顿 相信 ， 他 没有 得 到 应 得 的 荣誉 。 
崔 格 鲁 一 撒克逊 种 族 最 思春 的 一 点 就 是 它 盲目 相信 ， 政 府 的 办 公 
室 或 管理 位 置 是 给 有 才智 的 人 的 最 高 荣誉 。 英 国人 最 后 (1699 年 ) 
让 和 牛顿 当 了 造 币 局 局 长 , 以 改革 和 监督 王国 的 币制 。 < 原理 ?的 作 
者 的 这 次 “升迁 ”实在 是 乏味 之 极 , 只 有 戴 维 ' 布 鲁 斯 特 事 士 感到 的 
喜悦 超过 了 这 次 升迁 ， 戴 维 , 布 鲁 斯 特 盘 士 在 他 的 < 牛顿 传 > (1860 
年 出 版 ) 中 ， 描 写 了 牛顿 的 天 才 由 于 :这 次 升迁 得 到 了 英国 人 民 的 
“很 有 价值 的 赏识 ”。 当 然 , 如 果 牛 顿 真 的 想 要 这 类 东西 , 那 没 有 什 
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是 他 那些 爱 管 闲事 的 朋友 没有 必要 外因 他 去 孜孜 以 求 。 

事情 并 不 是 一 下 子 就 发 生 的 。 三 一 学 院 的 研究 员 、 牛 顿 的 朋友 
查尔斯 蒙 塔 古 、 后 来 的 哈 利 法 克 斯 伯 事 ， 开 始 为 给 牛顿 谋 到 一 些 
“相称 ”的 赏识 牵线 。 他 是 受到 了 永远 在 奔忙 和 搬 弄 是 非 的 、 臭名 
昭著 的 日 记 作 家 塞 缪 尔 * 佩 皮 斯 的 支持 和 从 利 , 以 及 洛克 和 和 牛顿 本 
人 的 鼓动 才 这 样 做 的 。 

协商 显然 并 不 总 是 进行 得 很 顺利 ， 和 牛顿 有 些 多 疑 的 性 格 使 他 
认为 他 的 一 些 朋友 正 在 机 和 弄 他 一 一 他 们 可 能 是 在 这 样 干 。 他 在 写 
作 < 原 理 ?的 那 十 八 个 月 中 缺乏 的 压 眠 和 食 不 甘 味 开始 报复 他 了 。 
1692 年 秋天 (他 差不多 五 十 岁 , 应 该 是 在 他 最 好 的 时 光 )， 牛 顿 生 
了 一 场 重病 。 他 厌恶 所 有 的 饮食 , 差不多 完全 不 能 睡眠 , 不 时 发 作 
的 颠 狂 使 他 的 情况 更 加 严重 ， 他 处 在 非常 接近 了 于 全 面 精神 崩溃 的 
状态 。1693 年 9 月 16 日 ,他 康复 后 写 给 洛克 的 一 封 哀 伤 的 信 , 表 
明 他 曾经 病 得 多 么 厉害 。. 

先生 : 

由 于 认为 你 力图 使 我 卷 入 女人 的 纠纷 并 且 用 其 它 方法 这 

样 做 @, 我 深 受 影响 ， 以 致 当 一 个 人 告诉 我 你 病 了 ， 活 不 长 了 

时 , 我 回答 说 , 你 死 了 更 好 。 我 请 求 你 宽恕 我 这 样 无 情 。 因 为 

我 现在 满意 地 知道 你 所 做 的 都 是 公正 的 , 我 请 求 你 原谅 , 我 不 

该 为 此 把 你 想 得 那么 坏 , 不 该 说 你 冲击 道德 的 根基 , 这 个 根基 

原 是 你 在 你 充满 智慧 的 书 中 陈述 ， 并 打算 在 另 一 本 书 中 继续 

发 挥 的 原则 。 我 不 该 把 你 说 成 是 霍 布 斯 理论 的 追随 者 。 我 也 

为 说 过 或 想 过 有 一 个 要 骗 我 接受 一 项 职务 、 或 使 我 卷 入 纠纷 

的 阴谋 , 而 请 你 原谅 。 


也 曾经 有 过 流言 裴 语 , 说 牛顿 喜爱 的 侄女 用 她 的 魅力 去 促进 牛顿 的 升迁 。 
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一 


你 最 谦卑 最 不 幸 的 仆人 
区 了 萨 克 * 牛顿 

牛顿 生病 的 消息 传 到 了 欧洲 大 陆 , 在 那里 , 这 个 消息 自然 被 大 
大 地 夸大 了 。 他 的 朋友 们 , 其 中 包括 一 个 要 成 为 他 最 厉害 的 敌人 的 
朋友 ,为 他 的 康复 而 十 分 高 兴 。 菜 布 尼 兹 写 信 给 一 个 熟人 ,天 示 他 为 
牛顿 恢复 正常 而 感到 满意 。 但 是 就 在 牛顿 康复 的 这 一 年 (1693 
年 ), 他 第 一 一 次 昕 说 微 积分 在 网 洲 大 陆 上 广 为 传 扬 , 并 且 人 们 普遍 反 
它 归 功 于 莱 布 尼 效 。 

< 原理 > 出 版 以 后 的 十 年 ， 和 牛顿 山 关 不 多 平均 地 用 在 炼 全 本 神 
学 ， 以 及 对 于 多 多 少 少 不 自 觉 的 和 令 人 头痛 的 探索 月 球 理论 的 焦 
虑 上 。 这 时 , 牛顿 和 莱 布 尼 效 仍然 很 要 好 。 他 们 各 自 的 “朋友 们 ?” 
对 于 全 部 数学 , 特别 是 微 积分 学 , 就 象 卡 非 尔 人 Q@ 一 样 无 知 , 还 没 
有 决定 使 两 个 人 为 互相 指责 对 方 旨 窃 微 积分 的 发 明 ， 甚 至 更 恶劣 
的 不 诚实 的 行为 而 争 吃 ， 这 场 争 吵 是 数学 史上 关于 优先 权 的 最 可 
耻 的 纠纷 。 牛顿 承认 莱 布 尼 兹 的 功绩 , 菜 布 尼 兹 也 承认 牛顿 的 功 
绩 ,在 他 们 交往 的 这 个 和 平 的 阶段 , 两 个 人 都 从 未 怀疑 过 对 方 会 从 
自己 这 里 偷 去 关于 微 积分 的 哪怕 一 丁点 儿 想 法 。 

后 来 ,在 1712 年 ， 甚至 大 街 上 的 行人 一 一 点 儿 不 知道 事实 
真象 的 热心 的 爱国 者 一 一 都 模 模糊 糊 地 了 解 到 牛顿 做 出 了 一 些 惊 
人 的 数学 发 现 ( 也 许 , 就 象 菜 布 尼 兹 说 的 , 比 他 以 前 的 全 部 历史 上 
曾经 做 出 过 的 还 要 多 ), 这 时 谁 发 明了 微 积分 学 的 问题 就 成 了 一 件 
引起 尖锐 的 民族 妒忌 的 事情 ， 所 有 受过 教育 的 英国 人 都 在 他 们 的 
多 少 有 些 手 足 无 措 的 得 胜 者 背后 团结 了 起 来 ， 狂 叫 着 他 的 竞争 者 
是 个 贼 和 撒谎 的 家 伙 。 

开始 不 怪 牛 顿 。 也 不 怪 菜 布 尼 效 。 但 是 不 久 ， 当 英国 人 争 功 

Q@ 卡 非 尔 人 为 南非 讲 班 图 语 的 部 分 民族 。 一 一 译 者 
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好 胜 的 天 性 开始 表现 出 来 的 时 候 ， 和 牛顿 默许 了 这 种 可 耻 的 攻击 ， 


他 本 人 也 提出 或 同意 了 极 不 正当 的 、 令 人 生 疑 的 策划 ,不 懂 任 何 代 
价 一 一 甚至 不 惜 牺牲 国家 荣誉 一 一 去 赢得 国际 冠军 称号 。 莱 布 尼 
兹 和 他 的 支持 者 们 也 同样 干 。 这 件 事情 的 全 部 结果 是 , 顽固 的 英国 
人 在 牛顿 死 后 的 整整 一 个 世纪 中 , 实际 上 在 数学 上 衰败 了 , 而 追随 
莱 布 尼 兹 的 更 进步 的 瑞士 人 和 法 国人 发 展 了 莱 布 尼 兹 仅 在 表示 人 @ 
微 积分 方面 好 得 无 与 伦比 的 方法 , 完善 了 微 积分 , 使 它 成 为 简单 而 
容易 应 用 的 研究 工具 ， 和 牛顿 的 直接 后 继 者 们 本 来 是 可 以 得 到 这 一 
项 荣誉 的 。 


1696 年 , 牛顿 五 十 四 岁 时 ， 当 了 造 币 局 的 副 局 长 。 他 的 工作 
是 改革 币制 。 由 于 完成 了 这 项 工作 , 他 在 1699 年 被 提升 为 造 币 局 
局 长 。 数 学 家 们 从 长 期 以 来 最 有 才能 的 人 的 这 次 降格 中 所 得 到 的 
唯一 的 钼 足 是 , 它 驱 斥 了 数学 家 缺乏 实际 头脑 的 思春 的 迷信 , 牛顿 
是 造 币 局 有 过 的 最 好 的 局 长 。 他 很 认真 地 对 待 他 的 工作 。 

在 1701 一 1702 年 , 牛顿 再 次 代表 剑桥 大 学 出 席 国会 ,1703 年 
他 当选 为 皇家 学 会 的 主席 , 他 后 来 一 再 当选 这 一 可 敬 的 职位 , 直到 
他 1727 年 逝世 。1705 年 他 被 好 心 的 安娜 女 王 封 为 历 士 ， 这 项 荣 
誉 也 许 是 为 了 褒奖 他 作为 兑换 商 的 功劳 ， 而 不 是 表彰 他 在 智慧 典 
堂 中 的 卓越 功绩 。 事情 就 象 应 该 的 那样 ， 如果 对 一 个 变节 的 政治 
家 的 奖赏 是 “在 他 的 外 衣 上 别 一 条 绥 带 ”, 那么 当 一 个 有 才华 的 、 正 
直 的 人 的 名 字 出 现在 国王 生日 那天 受 误 奖 的 名 单 上 时 ， 他 为 什么 
要 感到 受到 蔡 维 呢 ? 可 以 慷慨 地 把 凯撒 的 东西 给 予 凯 撤 , 但 是 当 一 
个 科学 人 物 , 作为 一 个 科学 人 物 , 而 从 皇家 的 餐桌 上 捡 点 儿 残 汤 剩 


饭 时 ， 他 就 与 在 财主 的 色 席 上 和 配 乞 丐 的 烂 疮 的 饥饿 的 阁 皮 狗 为 伍 


(D 见 本 书 第 99 页 。 一 一 译 者 
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了 巴 。 人 们 正 是 希望 牛顿 是 由 于 给 货币 兑换 商 效 劳 ， 而 不 是 因为 
他 的 科学 成 就 被 封 为 咒 士 的 。 

牛顿 的 数学 天 才 熄 灭 了 吗 ? 绝对 没有 。 他 仍然 能 与 阿 基 米 德 
匹敌 。 但 是 那 位 更 明智 的 希腊 老人 , 尽管 出 身 贵族 一 一 幸而 , 从 不 
注意 他 一 直 拥 有 的 地 位 的 荣誉 ; 直到 他 漫长 的 生命 的 最 后 时 刻 , 他 
的 数学 能 力 仍 象 他 年 轻 时 那样 强大 。 要 是 没有 可 以 预防 的 疫病 和 
贫穷 这 些 意外 ， 数 学 家 们 是 智力 上 长 寿 的 人 ;他们 的 创造 办 比 诗 
人 人 画家、 甚至 科学 家 的 创造 力 长 数 十 年 。 牛 顿 在 智力 上 仍 象 他 过 
去 那样 强健 有 力 。 要 是 他 那些 好 管 闲事 的 朋友 们 不 打扰 他 的 话 ， 
他 可 能 会 很 容易 地 创造 出 作为 物理 和 数学 探索 的 工具 仅 次 于 微 积 
分 的 变 分 法 , 而 不 会 把 它 留 给 伯 努 利 . 欧 拉 和 拉 格 朗 日 去 开创 。 牛 
顿 在 《原理 > 中 已 经 给 了 一 点 关于 变 分 法 的 暗示 ， 那 时 他 确定 了 将 
最 小 阻力 穿 过 流体 的 旋转 曲面 的 形状 。 他 有 能 力 制定 出 整个 方法 
的 大 纲 。 就 象 帕 斯 卡 ， 当 他 为 了 更 模糊 但 更 令 人 满意 的 天 国 而 抛 
弃 这 个 世界 时 仍然 是 一 个 数学 家 一 样 ， 当 牛顿 离开 了 他 在 剑桥 的 
研究 工作 , 走 进 造 币 局 的 更 给 人 以 深刻 印象 的 密室 时 , 他 仍然 是 一 
个 数学 家 。 

1696 年 ,约翰 , 伯 努 利和 菜 布 尼 效 两 人 之 间 策 划 出 对 欧洲 数 
学 家 的 两 个 穷 内 极 恶 的 挑战 。 第 一 个 到 目前 仍然 是 重要 的 ， 第 二 
个 与 第 一 个 就 不 是 同一 量 级 了 。 假 定 在 一 个 垂直 的 平面 上 有 了 两 个 
任意 国定 的 点 ， 一 个 粒子 在 重力 作用 下 用 最 少时 间 从 上 面 的 点 滑 
落 ( 无 摩擦 的 ) 到 下 面 的 点 , 它 所 经 过 的 曲线 是 什么 形状 昵 ?这 就 是 
branchigtochrone( 一 “最 短 时 间 ”) 问 题 。 这 个 问题 困扰 了 欧洲 数 
学 家 六 个 月 之 后 , 又 被 重新 提出 , 牛顿 在 1696 年 1 汲 29 日 第 一 次 
听 说 这 个 问题 , 那 是 他 的 一 个 朋友 告诉 他 的 。 那天 李 在 造 币 局 工 

@ 见 基 督 教 4 圣 经 ,路 加 福音 第 十 六 章 十 九 节 以 后 。 一 一 译 者 
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作 了 一 整 天 , 刚刚 筋 疫 力 竭 地 回 到 家 里 。 了 晚饭 以 后 , 他 就 解决 了 这 
个 问题 (也 解决 了 第 二 个 问题 )。 第 二 天 他 把 解答 器 名 寄 给 了 皇家 
学 会 。 但 是 尽管 他 非常 冲 慎 ,他 也 无 法 隐瞒 自己 的 身份 一 一 他 在 
造 币 局 期 间 ， 数 学 家 和 科学 家 们 一 直 努 力 引诱 他 进入 有 科学 意义 
牛顿 对 此 很 生气 。 当 伯 努 利 看 到 这 个 解答 时 ， 他 立刻 喊 

: “ 响 ! 我 从 他 的 爪子 认 出 这 头 狮子 了 。 (这 不 是 伯 努 利用 拉丁 
ni 人 即使 他 头 
上 有 个 钱 袋 , 又 没有 说 出 他 的 名 字 。 

牛顿 的 活力 的 第 二 个 证 明 在 1716 年 ， 他 七 十 四 岁 时 出 现 。 莱 
布 尼 兹 离 茵 地 提出 了 一 个 在 他 看 来 是 困难 的 问题 @， 作 为 对 欧洲 
数学 家 , 特别 是 针对 牛顿 的 挑战 。 牛顿 在 一 天 下 午 的 五 点 钟 接 到 
了 这 个 挑战 , 那 时 他 刚刚 精 疫 力 尽 地 从 该 死 的 造 币 局 回来 。 当天 
晚上 他 就 解决 了 这 个 问题 。 这 一 次 莱 布 尼 兹 多 少 有 些 乐观 , 本 以 
为 他 已 经 使 这 头 狮子 落 入 陷 坑 了 。 牛 顿 能 够 在 倾 刻 之 间 把 全 部 知 
力 集中 在 困难 的 问题 上 , 这 种 能 力 , 在 整个 数学 史上 没有 人 能 超过 
他 (也 许 连 能 与 他 对 等 的 人 也 没有 )。 


一 个 人 在 他 的 一 生 中 得 到 了 大 量 荣 誉 的 故事 ， 对 他 的 后 继 者 
来 说 没有 什么 好 读 的 。 牛顿 得 到 了 值得 一 个 人 在 世 时 得 到 的 一 
切 。: 总 的 说 来 , 牛顿 的 一 生 就 象 任何 伟人 曾经 有 过 的 那样 翟 运 。 他 
的 健康 状况 直到 他 生命 的 最 后 几 年 一 直 非 常 好 ; 他 从 来 不 戴 眼 镜 ， 
一 生 只 掉 过 盖 颗 牙齿 。 他 的 头发 在 他 三 十 岁 时 就 花白 了 , 但 直到 
他 死 时 仍然 又 厚 又 软 。 

关于 他 最 后 日 子 的 记载 , 更 富 于 人 性 , 更 令 人 感动 。 甚 至 牛顿 
也 不 能 逃脱 痛苦 , 在 他 一 生 的 最 后 两 .三 年 里 ， 他 经 受 了 几乎 是 不 
@ ”这 个 问题 要 求 找 出 单 参数 曲线 族 的 正 交 轨 道 。 | 
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间断 的 痛苦 , 他 对 待 痛苦 的 勇气 和 忍耐 力 , 只 是 给 他 作为 人 的 冠冕 
上 增加 了 另 一 个 桂冠 。 他 毫 不 长 缩 地 忍受 着 结石 病 的 痛 苗 ,尽管 
汗 如 雨 下 , 仍然 对 那些 服侍 他 的 人 说 着 同情 的 话 。 感 谢 上 苍 , 终于 
他 被 “一 阵 不 停 的 咳嗽 弄 得 异常 虚弱 , 最 后 , 在 减轻 了 痛苦 几 天 以 
后 , 他 在 1727 年 3 月 20 日 凌晨 一 点 到 两 点 之 间 , 在 睡梦 中 安然 长 
逝 , 座 年 八 十 五 岁 。 他 被 安 结 在 威 斯 敏 斯 特 教堂 @。 


ep 可 1 
@ 成 斯 敏 斯 特 教堂 (Westminster Abbey), 英国 有 名 人 物力 闫 的 地 方 ， 
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“第 七 草 ” 样 样 皆 通 的 大 师 
菜 布 尼 辫 


17 我 有 很 多 想法 , 如 果 有 一 天 , 比 我 更 有 
润 察 力 的 人 把 他 们 卓越 的 才智 与 我 的 劳动 
结合 起 来 ,深入 地 研究 这 些 想法 , 那 时 它们 
也 许 会 有 些 用 处 。 
一 一 4. 双 :. 某 布 尼 效 
“ 样 样 绽 通 ， 样 样 笑 松 . ”这 人 句 谚语 就 象 其 它 的 民俗 谚语 一 样 
也 有 它 停 人 的 例外 。 戈 特 弗 里 德 .威廉 ' 莱 布 尼 兹 (t646 一 1716) 就 
是 一 个 例外 。 四 
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数学 只 是 莱 布 尼 兹 显示 出 他 引 人 注 目的 天 才 的 许多 领域 中 的 
一 个 : 法律. 宗教 政治、 历史、 文学 逻辑、 玄学 和 思辨 哲 学 都 得 益 
于 他 的 贡献 ， 这 些 领域 中 的 任何 一 个 都 享有 他 的 名 声 ， 都 保持 着 
对 他 的 怀念 。 “通才 ” 毫 不 夸张 地 适用 于 莱 布 尼 花 , 而 对 他 在 数学 
方面 的 竞争 者 、 在 自然 哲学 上 的 无 可 比拟 的 优胜 者 牛顿 ， 却 不 适 

甚至 在 数学 上 ， 莱 布 尼 兹 的 一 般 性 也 与 牛顿 的 不 偏离 正轨 形 
成 了 截然 相反 的 对 照 , 这 就 是 把 数学 推理 应 用 到 物质 世界 的 现象 
牛顿 认为 在 数学 上 只 有 一 个 东西 是 绝对 重要 的 ， 莱 布 尼 兹 则 认为 
有 两 个 。 其 中 第 一 个 是 微 积分 学 , 第 二 个 是 组 合 分 析 。 微 积分 学 
是 连续 的 自然 语言 ， 组 合 分 析 之 于 离散 ( 见 第 一 章 ) 就 象 微 积分 之 
于 连续 。 在 组 合 分 析 中 ,我们 碰 到 的 是 单个 东西 的 集合 , 它们 中 的 
每 一 个 都 有 自己 的 特性 。 在 最 一 般 的 情况 下 , 要求 我 们 叙述 在 这 
些 完全 互 异 的 个 体 之 间 存 在 的 关系 ,如果 有 关系 的 话 。 这 里 我 们 
不 是 着 眼 于 数学 家 族 的 表面 的 相似 , 而 是 着 眼 于 个 体 之 间 , 作为 个 
体 , 可 能 有 的 不 管 什么 样 的 共同 之 处 一 一 显然 不 会 很 多 。 事 实 上 ， 
看 来 似乎 所 有 我 们 能 够 组 合 地 去 说 的 ,最终 都 归结 为 ; 用 不 同 的 方 
式 去 数 这 些 个 体 , 并 比较 得 出 的 结果 。 这 个 显然 是 抽象 的 、 似 乎 没 
什么 意思 的 过 程 ， 竟然 会 导致 什么 重要 的 东西 , 这 简直 象 个 奇迹 ， 
但 它 是 事实 。 莱 布 尼 兹 是 这 个 领域 中 的 先驱 , 他 是 首先 认识 到 逻辑 
一 “思维 的 规律 ”一 的 结构 就 是 组 合 分 析 的 人 们 中 的 一 个 。 在 
我 们 自己 的 时 代 , 这 整个 论题 正在 被 算术 化 。 

在 牛顿 看 来 , 他 那个 时 代 的 数学 精神 有 确定 的 形式 和 内 容 。 在 
经 过 上 瓦 利 (1598 一 1647) 竟 马 (1601 一 1665) 沃 利 斯 (1616 一 1703)、 
巴 罗 (1630_1677) 和 其 它 人 的 工作 之 后 ， 微 积分 不 久 就 会 不 可 加 
免 地 组 成 一 个 独立 的 学 科 。 犹 如 一 个 凝结 核 在 临界 瞬间 被 扔 进 忽 
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和 溶液 一 样 , 牛顿 凝结 了 他 那个 时 代 的 悬而未决 的 概念 , 微 积分 成 
型 了 。 任 何 第 一 流 的 头脑 都 很 可 能 同样 起 到 北 结 核 的 作用 。 莱 布 
尼 兹 是 那个 时 代 的 另 一 个 具有 第 一 流 头脑 的 人 ， 他 也 凝结 了 微 积 
分 。 亿 是 他 不 仅 只 是 一 个 表述 他 那个 时 代 精 神 的 代理 人 ,牛顿 在 
数学 上 也 不 只 是 一 个 代理 人 。 莱 布 尼 兹 在 他 的 “普遍 符号 语言 ”的 
理想 中 ， 走 在 他 的 时 代 前 面 两 个 多 世纪 ， 这 又 是 仅 就 数学 和 逻辑 
而 言 的 。 就 目前 历史 研究 已 经 表明 的 看 来 ， 菜 布 尼 效 在 他 第 二 个 
伟大 的 数学 理想 中 是 独一无二 的 。 

于 布 尼 阔 集 数学 思想 的 商 个 宽广 的 .对 个 纲领 二 (分 析 和 组 全 
或 连续 和 离散 ) 中 的 最 高 能 力 于 -- 身 ， 这 是 前 无 古人 后 无 来 者 的 。 
他 是 数学 史上 唯一 的 一 个 在 思维 的 两 方面 都 具有 最 高 能 力 的 人 。 
他 的 组 合 方面 反映 在 他 的 德国 后 继 者 们 的 工作 中 ， 这 些 工作 大 多 
数 是 不 足 道 的 ,只 是 到 了 二 十 世纪 , 当 怀 特 海 和 罗素 继 十 九 世纪 布 
尔 之 后 的 工作 , 部 分 实现 了 莱 布 尼 兹 的 一 般 符号 推理 的 理想 时 , 对 
于 一 切 数学 和 科学 思想 最 重要 的 数学 的 组 合 方面 ， 思 成 为 象 莱 布 
尼 效 预先 肯定 的 那样 重要 。 今 天 , 随 着 莱 布 尼 效 的 组 合 方法 在 符号 
逻辑 及 其 外 延 中 的 发 展 ， 它 对 于 莱 布 尼 兹 和 牛顿 治 始 并 发 展 到 具 
有 目前 复杂 度 的 分 入 , 就 象 分 析 本 身 一 样 重要 ; 因为 就 目前 所 能 看 
到 的 ， 符 号 方法 提供 了 澄清 数学 分 析 中 自 芝 详 以 来 就 侵 护 其 基础 
的 悼 论 和 了 矛盾 的 唯一 希望 。 

在 提 到 费 马 和 帕斯卡 关于 概率 的 数学 理论 的 工作 时 ， 就 已 经 
提 到 过 组 合 分 析 了 。 不 过 ,这 只 是 莱 布 尼 兹 想到 并 向 它 ( 如 将 要 出 现 
的 ) 迈 出 了 头 一 大 步 的 “普遍 符 号 语 青 ” 中 的 一 个 细节 。 但 是 微 积分 
的 发 展 和 应 用 , 对 十 八 世纪 的 数学 家 们 有 着 不 可 挠 逢 的 吸引 力 , 而 
莱 布 尼 兹 的 规划 直到 十 九 世 纪 四 十 年 代 才 受到 认真 的 对 待 。 此 后 ， 
除了 几 个 没有 跟着 流行 数学 走 的 人 之 外 , 它 又 再 次 被 人 们 忽略 了 ， 
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直至 1900 年 另 一 部 《原理 ?, 即 怀特 海 和 罗素 的 < 数学 原理 ?， 发 起 
符号 推理 的 现代 选 动 , 它 才 又 得 到 认真 的 对 待 。 

自 :1910 年 以 来 ， 这 个 规划 已 经 成 为 现代 数学 的 主要 兴趣 之 
一 。 从 狭义 上 讲 , 组 合 分 析 ( 如 帕斯卡 、 费 马 和 他们 的 后 继 者 们 应 
用 的 那样 ) 首 先 出 现在 概率 论 中 ; 由 于 一 种 奇怪 的 “无 穷尽 的 反 
复 ”, 不 久 以 前 , 在 对 概率 的 基本 概念 作 了 重大 修正 后 , 概率 论 又 出 
现在 莱 布 尼 效 的 规划 中 ,部 分 得 自 新 量子 力学 的 经 验 表明 , 对 概率 
论 的 这 种 修正 是 必要 的 ; 今天 , 概 举 纶 正在 成 为 符号 逻辑 一 一 菜 布 
尼 北 的 广义 的 “组 合 论 ”一 一 领域 中 的 一 部 分 6 

-前 一 章 已 区 提 铬 过 莱 布 尼 兹 在 微 积 分 学 的 创造 中 所 起 的 作 
用 ， 也 提 到 了 这 个 作用 引起 的 灾 芍 性 的 争论 。 在 牛 愤 和 莱 布 电 效 
逝世 并 安 苦 (牛顿 被 安 千 在 威 斯 敏 斯 特 教堂 , 那 是 受到 整个 讲 英语 
民族 往 敬 的 圣地 ; 莱 布 尼 兹 被 语 在 一 个 无 名 医 地 , 只 有 挥动 铁 铅 的 
工人 和 他 自己 的 秘书 听 到 泥土 落 在 棺材 上 的 声音 ， 他 被 自己 的 人 
民 冷 冷 地 抛 在 一 边 了 ) 之 后 的 很 长 时 间 内 , 牛顿 获得 了 所 有 的 荣誉 
一 一 或 耻 硝 , 至 少 在 讲 英语 的 地 方 是 如 此 。 

菜 布 尼 效 本 人 没有 仔细 推 蔽 他 的 使 一 切 严格 推理 都 归于 符号 
技术 的 伟大 规划 。 这 件 事 现在 也 没有 做 到 。 但 是 他 确实 全 都 想到 
了 , 他 确实 做 了 一 个 重要 的 开端 。 然 而 为 了 赚 得 毫 无 价值 的 荣誉 和 
超出 他 的 需要 的 参 钱 而 给 那个 时 代 的 王公 贵族 们 效劳 ， 他 那 多 方 
面 的 示 能 , 以 及 他 生命 的 最 后 几 年 中 使 人 锰 疲 力 竟 的 争吵 , 所 有 这 
一 切 都 妨碍 他 完整 地 创造 出 象 牛顿 的 < 原理 ?那样 的 杰作 。 人 简单 地 
总 结 志 下 羔 布 尼 兹 取得 的 成 绩 ， 以 及 他 的 各 种 各 样 的 活动 和 他 无 
休 正 的 好 奇 心 ;我们 就 会 看 到 我 们 熟悉 的 , 使 不 止 一 个 第 一 流 的 数 
学 天 才 过 旱 村 娄 的 挫败 所 造成 的 翡 刷 ; 在 这 些 天 才 中 , 牛顿 追求 完 
信 不 值得 他 垂青 的 公立 尊敬 ;， 高 斯 需要 得 到 智力 不 如 他 的 人 的 注 
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意 而 被 引诱 离开 了 他 更 伟大 的 工作 。 在 所 有 伟大 的 数学 家 中 ， 只 
有 阿 基 米 德 从 来 没有 动摇 过 。 只 有 他 出 生 在 其 他 人 极力 想 使 月 已 
跻身 其 中 的 社会 阶层 ， 和 牛顿 想 跻身 于 上 层 社 会 的 努力 是 粗鲁 而 直 
接 的 ; 高 斯 的 努力 是 间接 的 、 无 疑 是 下 意识 的 , 他 寻求 已 经 获得 名 
声 和 公认 的 社会 地 位 的 人 们 的 认可 ， 尽 管 他 自己 是 最 单纯 不 过 的 
人 。 所 以 最 终 可 以 就 贵族 地 位 说 点 什么 了 ， 由 于 与 生 俱 来 的 或 由 
于 其 它 的 社会 差别 而 拥有 的 贵族 地 位 , 是 这 样 一 个 东西 , 正 是 它 ， 
把 它 的 无 价值 教 给 它 的 幸运 的 所 有 者 。 

莱 布 尼 效 的 情况 是 , 他 贪图 从 贵族 雇主 那里 得 到 钱财 , 因而 虚 
搓 了 他 的 才智 ; 他 总 在 弄 清 半 皇 家 私生子 的 家 系 (他 们 的 后 代 付 给 
他 慷慨 的 工钱 ), 用 他 的 无 可 比拟 的 法 律 知识 , 来 证 实 他 们 对 贵族 
权益 的 合法 要 求 , 那 是 他 们 的 粗心 的 祖先 们 没有 私下 留 给 他 们 的 。 
但 是 比 他 对 金钱 的 渴望 更 不 幸 的 是 ; 他 的 多 方面 的 才智 毁 了 他 , 要 
是 他 能 活 一 千年 而 不 是 短 短 的 七 十 年 的 话 ， 这 种 才智 是 什么 都 能 
做 到 的 。 正 如 高 斯 指责 他 的 那样 ， 莱 布 尼 兹 把 他 研究 数学 的 伟大 
天 才 , 浪费 在 各 种 各 样 的 学 科 中 了 , 没有 人 能 希望 在 所 有 这 些 学 科 
中 都 是 最 杰出 的 ， 而 一 一 按照 高 斯 的 看 法 一 一 他 在 数学 上 拥有 最 
高 的 才智 。 但 是 为 什么 要 责备 他 呢 ? 他 就 是 他 那个 样子 , 不 管 愿意 
不 愿意 , 他 不 得 不 认命 。 正 是 他 那 才华 横 溢 的 天 赋 , 使 他 能 够 做 阿 
基 米 德 、 牛 顿 和 高 斯 做 不 出 的 梦 一 “普遍 符 导 语言 "。 其 他 人 可 
能 实现 这 个 梦想 ， 莱 布 尼 兹 起 到 的 作用 在 于 他 梦想 它 是 可 能 的 。 

可 以 说 莱 布 尼 兹 不 止 活 了 一 生 , 而 是 活 了 好 几 世 。 他 作为 一 个 
外 交 官 .历史 学 家 、 哲 学 家 和 数学 家 ， 在 每 一 个 领域 中 都 完成 了 足 
够 一 个 普通 人 干 一 辈子 的 事情 。 他 比 生 顿 年 轻 大 约 四 岁 , 1646 年 7 
月 1 日 出 华 在 莱比锡 , 与 牛顿 的 八 十 五 年 的 一 生 相 比 , 他 只 活 了 七 
十 岁 , 1716 年 11 月 14 日 在 汉诺威 辞世 。 他 的 父亲 是 一 位 伦理 学 教 
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授 , 出自 一 个 三 代为 萨克森 政府 服务 的 名 门 世家 。 这 样 , 年 轻 的 莱 
布 尼 兹 就 在 一 个 充满 着 政治 气氛 的 学 术 环 境 中 度 过 了 他 的 幼年 。 
他 六 岁 失去 了 父亲 ， 但 在 这 以 前 他 已 经 从 父亲 那里 得 到 了 对 
历史 的 爱好 。 虽然 莱 布 尼 效 在 莱比锡 进 了 学 校 , 但 他 主要 是 靠 不 
断 地 阅读 父亲 的 藏书 自学 。 八 岁 时 他 开始 学 习 拉 丁 文 ,十 二 岁 时 
已 经 掌握 了 它 , 能够 准确 地 用 拉丁 文 写 诗 。 学 了 拉丁 文 , 他 又 继续 
学 习 希腊 文 , 这 种 语言 他 也 是 主要 靠 自己 的 努力 学 习 的 。 
在 这 个 阶段 ,他 的 智力 发 展 与 笛 卡 儿 的 智力 发 展 相似 : 古典 语 
文 的 学 习 已 不 再 能 满足 他 , 他 转向 了 逻辑 学 。 那 时 他 只 是 一 个 不 足 
十 五 岁 的 孩子 , 却 要 改革 由 古典 学 者 、 经 院 哲 学 家 和 基督 教 神父 们 
提出 的 逻辑 学 ， 从 他 这 种 努力 中 发 展 出 了 他 的 普遍 符号 语言 或 普 
遍 数 学 的 最 初 的 萌芽 ,正如 库 蒂 拉 、 罗 素 和 其 它 一 些 人 指出 的 , 这 
是 通 向 他 的 恩 辨 哲学 的 线索 。 由 布尔 在 18 各 一 1854 年 发 明 的 符号 
浸 辑 (将 在 后 面 的 一 章 中 讨论 ) 只 是 莱 布 尼 兹 称 为 微 积分 推理 的 符 
号 语言 的 一 部 分 。 后 面 我 们 要 引用 他 自己 对 普遍 符号 语言 的 描述 。 
莱 布 尼 兹 十 五 岁 时 进 了 莱比锡 大 学 学 习 法 律 。 不 过 法 律 并 没 
有 占 去 他 的 全 部 时 间 。 头 两 年 中 , 他 广泛 阅读 哲学 著作 ,第 一 次 知 
道 了 现代 哲学 家 们 ,或 者 “自然 “哲学 家 们 : 开 普 勒 .伽利略 和 笛 卡 
儿 所 发 现 的 新 世界 。 业 布 居 兹 了 解 到 ,只 有 熟悉 数学 的 人 ,才能 懂 
得 这 个 比较 新 的 哲学 , 便 在 耶 拿 大 学 度 过 1663 年 的 夏天 , 在 那里 
听 艾 哈 德 ' 魏 格 尔 的 数学 讲座 ， 魏 格 尔 是 一 个 在 当地 颇 有 名望 的 
人 , 但 很 难 算得 上 是 一 个 数学 家 。 
莱 布 尼 兹 回 到 莱比锡 以 后 , 把 精力 集中 在 法 律 上 。 到 1666 年 
他 二 十 岁 时 ， 他 已 经 为 取得 法 律 博士 学 位 作 好 了 充分 准备 。 我 们 
回想 起 来, 正 是 在 这 一 年 牛顿 开始 在 伍 尔 索 普 乡 居 , 这 使 他 发 明 
了 微 积分 学 和 字 窗 万 有 引力 定律 。 莱 比 锡 大 学 的 教师 们 由 于 嫉妒 
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际 原因 是 他 知道 的 法 律 知识 比 他 们 这 些 迟 钝 的 家 伙 加 在 一 起 知道 
的 还 要 多 。 

在 这 以 前 ， 他 在 1663 年 十 七 岁 时 ,以 极其 优秀 的 论文 取得 了 
学 士 学 位 ,这 篇 论文 预示 了 他 成 熟 的 哲学 的 一 个 基本 原则 。 我 们 
不 占用 篇 幅 来 讨论 它 , 但 是 可 以 提 及 的 是 , 莱 布 尼 兹 的 论文 的 一 个 
可 能 的 说 明 是 “作为 整体 的 机 体 ” 的 原则 ， 一 个 生物 学 家 的 进步 学 
派 和 男 一 个 心理 学 家 的 进步 学 派 ， 发 现 这 个 原则 在 我 们 自己 的 时 
代 是 非常 有 吸引 力 的 。 

莱 布 尼 兹 厌恶 莱比锡 的 教师 们 的 偏 狭 , 永远 离开 了 他 的 家 乡 ， 
前 往 纽伦堡 .1666 年 二 月 5 日 ,在 纽伦堡 的 阿尔 特 多 夫 大 学 分 校 ， 
由 于 他 关于 讲授 法 律 的 新 方法 (历史 方法 ) 的 论文 ， 他 不 仅 立 刻 被 
授与 博士 学 位 ,而 且 被 请 求 接受 该 大 学 的 法 学 教授 职位 。 但 是 ,就 象 
箔 卡 儿 因为 知道 他 这 一 生 要 干 些 什么 ， 拒 绝 了 陆军 中 将 的 头衔 一 
样 , 菜 布 尼 兹 也 拒绝 了 这 个 职位 , 说 他 有 全 然 不 同 的 抱负 、 他 没有 
透露 这 些 抱 负 是 什么 。 看 来 它们 不 大 可 能 就 是 给 公子 哥 儿 们 当 高 
级 讼 棍 , 可 是 命运 不 久 就 把 他 踢 进 了 这 一 行当 。 菜 布 尼 兹 的 悲剧 
在 于 , 他 在 遇 到 科学 家 之 前 先 遇 到 了 律师 们 。 

他 的 关于 讲授 法 律 和 打算 重新 编辑 法 典 的 论文 ， 是 在 从 菜 比 
锡 到 纽伦堡 的 旅途 中 写 册 来 的 。 这 说 明了 贯穿 菜 布 尼 效 一 生 的 一 
个 特点 : 他 具有 在 任何 地 点 ` 任 何 时 候 、 任 何 条 件 下 工作 的 能 力 。 他 
不 停 地 读 着 、 写 着 、 思 考 着 。 他 的 大 部 分 数学 著作 ， 更 不 用 说 他 关 
于 今生 来 世 的 一 切 事物 的 其 它 令 人 惊奇 的 东西 ， 都 是 在 颠 艇 的 和 
四 处 透风 的 破 马车 里 写 出 来 的 ， 当 他 在 他 的 雇主 反复 无 常 的 吟 只 
下 东 奔 西 跑 时 ， 就 是 这 样 的 破 马车 载 着 他 在 十 七 世纪 殉 洲 的 崎 虹 
小 路 上 奔波 。 所 有 这 些 不 停 的 活动 前 收获 ,是 象 一 个 小 小 的 干草 
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堆 那样 大 的 一 堆 用 各 种 尺寸 .各 种 质量 的 纸张 写 出 的 手稿 , 这 些 手 
稿 从 来 没有 被 彻底 整理 过 , 更 不 用 说 出 版 了 。 今 天 , 它们 的 绝 大 部 
分 成 捆 地 躺 在 皇家 汉诺威 图 书馆 里 ， 等 待 一 支 学 者 大 军 以 耐心 的 
劳动 去 筛选 出 有 价值 的 东西 。 

一 个 人 的 脑子 里 能 够 容 得 下 菜 布 尼 效 写 到 纸 上 的 全 部 思想 ， 
不 管 是 发 表 的 还 是 未 发 表 的 ， 似 乎 是 难以 置信 的 。 作为 谍 相 学 家 
和 解剖 学 家 感 兴趣 的 一 个 项 目 , 据说 (我 不 知道 是 否 可 靠 ), 有 人 把 
莱 布 尼 效 的 颅骨 控 出 来 , 测量 过 , 发 现 它 明显 地 比 正 常 成 人 的 颅骨 ， 
小 * 这 里 面 可 能 有 些 什么 道理 , 因为 我 们 很 多 人 都 见 过 一 些 十 足 的 
白痴 , 在 他 们 象 汤 饶 那 样 大 的 脑袋 上 凸 出 着 高 贵 的 前 额 。 

1666 年 对 牛顿 来 说 是 创造 奇迹 的 一 年 ,对 菜 布 尼 效 也 是 伟大 
的 一 年 。 在 他 称 之 为 “中 学 生 随笔 ”的 < 论 组 合 的 艺术 > 中 ,这 个 二 
十 岁 的 年 轻 人 立志 要 创造 出 “一 个 一 般 的 方法 和 
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时 间 :“ 我 想 经 过 挑选 的 几 个 人 能 够 在 五 年 内 完成 这 件 事 “。 直到 
晚年 , 莱 布 尼 兹 还 在 后 悔 旁 的 事情 过 多 地 分 散 了 他 的 精力 , 使 他 没 
有 实现 他 的 想法 。 他 说 , 要 是 他 自己 更 年 轻 一 些 , 或 者 有 几 个 称职 
的 助手 , 他 仍然 能 够 实现 它 一 一 一 个 在 势利 、 贷 禁 和 阴谋 诡计 中 虚 
掷 了 光阴 的 天 才 惯 用 的 托 辞 。 

稍稍 预测 一 下 ， 可 以 说 菜 布 尼 兹 的 梦想 使 他 在 数学 和 科学 上 
的 同 代 人 感到 只 不 过 是 一 个 梦想 ， 只 能 作为 一 个 在 其 它 方 面 神 志 
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清 夹 .具有 广泛 天 赋 的 天 才 的 固执 念头 ,有 礼貌 地 忽视 过 去 ,在 1679 
年 9 月 8 日 的 一 封 信 中 , 菜 布 尼 效 (专门 讲 到 几何 ,但 也 讲 到 一 般 的 
推理 ) 告 诉 惠 更 斯 , 有 一 个 “完全 不 同 于 代数 的 新 符号 语言 , 它 对 于 
精确 而 自然 地 在 脑子 里 再 现 ( 不 用 图 形 ) 依 赖 于 想象 的 一 切 有 很 大 
好 处 ”。、 

这 样 一 种 直接 的 、 用 符号 处 理 几何 的 方法 ， 是 赫 尔 曼 . 格 拉 斯 
曼 (他 在 代数 中 的 工作 推广 了 哈密 顿 的 工作 ) 在 十 九 世纪 发 明 的 。 
莱 布 尼 兹 继续 讨论 这 个 规划 中 国有 的 困难 ,, 不 久 就 强调 指出 他 认 
为 它 比 笛 卡 儿 的 解析 几何 优越 的 地 方 : 

“但 是 它 的 主 要 效用 在 于 能 够 通过 记号 [符号 ] 的 运算 完成 结 
论 和 推理 , 这 些 记 号 不 经 过 非常 精细 的 推荐 或 使 用 大 量 的 点 和 线 ， 
就 无 法 用 图 形 ( 甚 至 用 模型 ) 表 示 出 来 ， 而 过 多 数目 的 点 和 线 会 把 
它们 混淆 起 来 , 因而 又 不 得 不 作出 无 穷 多 个 无 用 的 试验 ;， 另 一 面 ， 
这 个 方法 会 确切 而 简单 地 导向 [所 需要 的 结果 ]。 我 相信 力学 差 不 
多 可 以 象 几何 学 一 样 用 这 种 方法 去 处 理 。” 

” 莱 布 尼 效 的 普遍 符号 语言 的 这 一 部 分 现在 称 为 符号 逻辑 ， 他 
在 这 一 部 分 做 出 的 确切 的 东西 中 , 我 们 可 以 举 出 他 的 逻辑 加 法 、 逻 
辑 乘 法 ,否定 .等 式 、 核 类 、 以 及 类 的 包含 这 些 东 西 的 主要 性 质 的 公 
式 表 示 。 至 于 一 些 术语 的 意义 以 及 对 逻辑 代数 的 假定 之 解释 ， 我 
们 可 以 参考 后 面 关 于 布尔 那 一 章 的 内 容 。 所 有 这 些 都 被 抛 在 一 边 
了 。 要 是 当 菜 布 尼 兹 把 它们 四 处 乱 抛 的 时 候 , 就 有 能 于 的 人 把 它们 
拾 起 来 , 而 不 推迟 到 十 九 世 纪 四 十 年 代 , 那么 数学 史 可 能 就 与 现在 
完全 不 同 了 。 不 过 变 得 太 快 还 不 如 不 变 。 

莱 布 尼 兹 在 二 十 岁 时 就 做 了 他 的 普遍 符号 语言 的 梦 ， 不 久 他 
转向 了 更 为 实际 的 事情 ， 成 了 一 家 公司 的 法 律 顾问 和 为 美 因 背 选 
伐 服 务 的 受到 称赞 的 忽 销 员 。 莱 布 尼 兹 在 深 深 陷 进 多 少 有 些 污 汪 
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的 政治 之 前 , 在 梦想 的 世界 中 最 后 沉浸 了 一 下 , 他 和 出 没 于 纽伦堡 
的 罗 希 克 重 斯 会 员 @ 们 一 起 ,把 几 个 月 的 时 间 用 在 炼金 术 上 。 

正 是 他 关于 讲授 法 律 的 新 方法 的 论文 肌 了 他 。 这 篇 论文 受到 
了 选 候 的 一 个 心腹 政客 的 注意 , 他 答 轧 莱 布 尼 兹 把 它 印 出 来 , 以 便 
旺 交 一 份 给 威严 前 选修 。 莱 布 尼 兹 这 样 做 了 , 在 一 次 面 晤 以 后 , 他 
被 指定 去 订正 法 典 。 不 久 , 他 被 委 以 各 种 各 样 微妙 和 上 暧昧 的 重任 。 
他 成 了 一 个 第 一 流 的 外 交 官 , 总 是 愉快 的 , 总 是 光明 正大 的 , 但 是 
从 来 不 顾虑 重重 ,甚至 在 梦 中 也 是 如 此 。 那个 叫做 “力量 均 势 " 的 
不 稳定 的 方案 , 至 少 部 分 是 出 自 他 的 天 才 。 药 布 尼 兹 关于 为 征服 
和 开化 埃及 而 进行 一 场 圣 战 的 伟大 梦想， 尽管 纯粹 是 一 种 玩 世 不 
恭 的 杰作 ,但 甚至 在 今天 也 是 难以 超过 的 。 当 拿 破 仑 发 现 莱 布 尼 
兹 这 个 宏伟 的 梦想 抢 在 了 他 的 行动 之 前 时 ， 他 感到 非常 之 忻 恼 。 


一 直到 1673 年 , 莱 布 尼 兹 对 他 那个 时 代 的 现代 数学 几乎 还 一 
无 所 知 。 当时 他 二 十 六 岁 ,在 惠 更 斯 指导 下 开始 了 他 真正 的 数学 
教育 。 他 是 在 两 个 外 交 明 谋 之 间 的 空 阶 中 , 在 巴黎 磁 到 惠 更 斯 的 。 
虽然 克里斯蒂 安 ` 惠 更 斯 (1629 一 1695) 主 要 是 个 物理 学 家 , 他 的 一 
些 最 好 的 工作 是 关于 钟表 学 和 光 的 波动 学 说 的 ， 但 他 也 是 一 个 很 
有 才能 的 数学 家 。 惠 更 斯 送 给 菜 布 尼 兹 一 份 他 自己 的 关于 钟 摆 的 
数学 著作 。 莱 布 尼 兹 被 数学 方法 在 行家 手 里 产生 的 力量 迷 住 了 ， 
他 请 求 惠 更 斯 给 他 上 课 。 惠 更 斯 看 出 莱 布 尼 兹 具有 第 一 流 的 头脑 ， 
高 兴 地 管 应 了 。 那 时 莱 布 尼 效 已 经 用 他 自己 的 方法 一 一 普遍 符号 
语言 的 侧面 一 一 作出 了 一 系列 的 发 明 。 其 中 有 一 个 是 远 比 帕斯卡 
的 机 器 优越 的 计算 机 器 , 帕斯卡 的 计算 机 器 只 能 作 加 法 和 减法 ; 莱 
布 尼 效 的 计算 机 器 除 加 减法 外 , 还 能 做 乘法 、 队 法 和 开 方 。 在 囊 更 

Q@@ 见 本 书 第 63 页 注 。 一 一 译 者 
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2 荣 布 尼 论 很 快 发现 了 他 自己 。 他 是 一 个 天 
生 的 数学 

0 1073 年 工 月 到 3 月 中 断 了 , 那 一 段 时 间 菜 布 尼 兹 作为 
选 侯 的 随员 去 了 伦敦 。 在 伦敦 期 间 , 莱 布 尼 兹 见 到 了 英国 数学 家 ， 
给 他 们 看 了 一 些 他 自己 的 著作 , 只 是 得 知 它们 已 为 人 所 知 ,他 的 英 
国 朋友 们 告诉 了 他 墨 卡 托 的 求 双 曲 线 面 积 的 方法 一 一 引导 牛顿 发 
明 微 积分 学 的 线索 之 一 。 这 使 莱 布 尼 兹 知道 了 无 穷 级 数 的 方法 ， 
他 接着 研究 了 无 穷 级 数 。 可 以 在 这 里 给 出 他 的 一 个 发 现 ( 有 时 候 
被 归功 于 苏格兰 数学 家 詹姆斯 -格雷 戈 里 ,1638 一 1675)., 如 果 w 是 
圆 的 周 长 与 直径 之 比 , 那么 


or 1 
A th 


序列 以 同样 的 规律 无 限 继续 下 去 。 这 不 是 一 个 计算 w 的 数值 
(3.1415926……) 的 实用 方法 , 但 是 w 和 所 有 奇数 之 间 的 这 种 简单 
的 联系 是 明显 的 。 

” 莱 布 尼 兹 在 伦敦 期 间 , 参加 了 皇家 学 会 的 会 议 , 他 在 那儿 展 出 
了 他 的 计算 机 器 。 由 于 这 项 工作 和 他 的 其 它 工作 , 他 在 1673 年 8 
月 回 到 巴黎 之 前 ， 被 选 为 皇家 学 会 的 外 籍 会 员 。 后 来 (1700 年 ) 他 
和 和 牛顿 成 为 法 兰 西 科学 院 的 第 一 批 外 籍 院士 。 

惠 更 斯 对 莱 布 尼 兹 离开 巴黎 期 间作 出 的 工作 非常 高 兴 ， 他 鼓 

励 莱 布 尼 兹 继续 做 下 去 。 莱 布 尼 兹 把 他 所 有 的 空 贵 时 间 都 用 在 数 
学 上 ， 在 1676 年 离开 巴黎 去 汉诺威 为 布 伦 斯 威 克 - 昌 讷 堡 公 辟 服 

务 之 前 , 已 经 作出 了 一 些微 积分 学 的 基本 公式 ， 并 且 发 现 了 “ 微 积 
分 学 的 基本 定理 ”( 见 前 一 章 ) 一 一 那 就 是 说 , 如 果 我 们 接受 他 自己 
说 的 日 期 1675 年 的 话 。 直到 1677 年 7 月 11 日 , 在 牛顿 未 公布 

136 的 发 现 之 后 并 年 , 莱 布 尼 兹 的 这 个 发 现 才 发 表 , 而 牛顿 在 莱 布 尼 
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兹 的 发 现 发 表 之 后 也 才 公布 了 他 的 发 现 。 当 菜 布 尼 效 在 < 教师 学 
报 > 上 写 了 一 篇 评论 , 严厉 地 批评 牛顿 的 工作 时 ,争论 就 真正 开始 
了 。 莱 布 尼 兹 使 用 外 交手 腕 ,是 把 自己 隐藏 在 无 所 不 知 的 编辑 名 
义 下 ， 匿 名 写 这 篇 评论 的 ， 而 < 教师 学 报 ? 是 菜 布 尼 兹 本 人 于 :1682 
年 创办 并 自任 主编 的 杂志 。 在 1677 年 到 1704 年 期 间 , 莱 布 尼 兹 的 
微 积分 学 已 经 在 欧洲 大 陆 上 发 展 成 了 一 个 真正 有 力 并 很 容易 应 用 
的 工具 , 这 主要 是 由 于 瑞士 的 伯 努 利 邦 弟 , 雅 科 布 和 他 的 弟弟 约翰 
的 努力 , 而 在 英国 , 由 于 牛顿 不 愿意 爽快 地 与 菜 布 尼 效 分 享 他 的 数 
学 发 明 , 微 积分 仍然 是 一 个 相对 来 说 未 经 试用 的 新 奇 事物 。 

在 那些 现在 对 于 微 积 分 学 的 初学 者 是 很 容易 的 ， 但 孝 使 菜 布 
尼 兹 (或 许 也 使 牛顿 ) 在 发 现 正确 途径 之 前 昔 思 良久、 反复 试探 的 
东西 中 ,有 一 个 例子 可 以 用 来 说 明 数学 自 1675 年 以 来 已 又 走 了 多 
么 远 。 我 们 用 前 一 章 讨论 过 的 变化 率 来 代替 莱 布 尼 北 的 无 穷 小 。 
如 果 包 和 % 分 别 是 % 的 函数 ,那么 怎样 把 ww 相应 于 % 的 变化 率 表 


示 成 w 和 分别 相 应 于 «的 变化 率 呢 。 用 符号 来 说 就 是 ， 
与 5& 和 -名 之 间 的 关系 是 什么 ? 莱 布 尼 效 一 放 认 为 应 六 是 





Ou dv 、 史 
至 Xx 时， 这 与 正确 的 形式 


Cd 一 9% du 
‘ds “Io ds 





密 无 相似 之 处 。. 

1673 年 选修 死 了 ， 荣 布 尼 效 在 巴黎 的 最 后 的 日 于 多 少 是 和 由 
的 。 菜 布 尼 兹 在 1676 年 离开 巴黎 , 取道 伦敦 和 阿姆斯特丹 前 往 汉 诺 
威 , 为 布 伦 斯 威 克 - 吕 讷 堡 的 约 坦 ' 弗 里 德里 希 公事 效劳 * 正 是 在 阿 
姆 斯 特 丹 ， 他 策划 了 在 他 作为 一 个 逆 来 顺 受 的 外 交 官 的 漫长 生涯 
中 最 阴暗 的 交易 中 的 一 笔 。 莱 布 尼 兹 与 “上 帝 钟 爱 的 犹太 人 “本 尼 
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狄 克 特 " 德 斯 宾 诺 水 (1632 一 1677) 的 交易 史 可 能 是 不 完全 的 ， 但 
是 从 现 有 的 记载 看 ， 似 乎 这 一 次 莱 布 尼 兹 偏偏 就 在 一 件 关 于 伦理 
学 的 事情 上 毫 无 道德 可 言 。 莱 布 尼 兹 好 象 主张 把 他 的 伦理 学 应 用 
于 实际 目的 ,他 从 斯 宾 诺 步 的 未 发 表 的 杰作 < 伦理 学 > ( 依 几 何 学 方 
式 证 明 ) 中 窃取 了 大 量 精 华 , 该 书 是 以 欧 几 里 得 几何 的 方式 写成 的 
关于 伦理 学 的 专著 。 第 二 年 斯 宾 诺 莎 去 世 ,， 莱 布 尼 兹 好 象 发 现 这 
是 抛 出 他 阿姆斯特丹 之 行 的 纪念 品 的 适当 时 机 了 。 这 个 领域 的 学 
者 们 似乎 一 致 认 为 :不 管 什么 地 方 菜 布 尼 兹 自己 的 哲学 涉及 到 伦 
理学 , 都 是 不 表示 谢意 地 盗 自 斯 宾 诺 莎 的 。 

怀疑 莱 布 尼 效 有 罪 ， 或 者 认为 他 本 人 关于 伦理 学 的 思想 没有 
受 斯 宾 诺 莎 思想 的 影响 ， 对 于 任何 在 伦理 学 领域 不 是 专家 的 人 都 
未 免 太 赣 薄 了 。 不 过 在 数学 上 至 少 有 两 个 相同 的 例子 (椭圆 函数 、 
非 欧 几何 ), 在 一 个 时 期 所 有 的 证 据 都 证 明 有 几 个 不 诚实 的 人 比 菜 
布 尼 兹 的 行为 还 要 恶劣 。 但 是 当 所 有 受到 指责 的 人 都 死去 许多 年 
后 , 无 可 怀疑 的 日 记 和 通信 公开 了 出 来 , 人 们 才 知 道 所 有 这 些 人 都 
是 完全 无 豪 的 。 在 掌握 全 部 证 据 以 前 ， 有 了 时候 相信 人 们 最 好 的 方 
面 而 不 是 最 坏 的 方面 也 许 不 会 吃亏 一 一 而 对 于 一 个 死 后 受到 审判 
的 人 ,掌握 全 部 证 据 是 决 不 可 能 的 。 





莱 布 尼 兹 一 生 余下 的 四 十 年 是 在 为 布 伦 斯 威 克 家 族 的 毫 无 价 
值 的 服务 中 度 过 的 。 他 作为 这 个 家 族 的 图 书 管理 人 、 历史 学 家 和 
家 族 的 总 智囊 , 总 共 为 三 个 主人 服务 过 。 对 于 这 样 一 个 家 族 , 有 一 
部 与 所 有 象 它 一 样 得 天 独 厚 的 家 族 的 精确 的 联系 史 是 极其 重要 的 
事情 。 莱 布 尼 效 作为 家 族 图 书 管理 人 的 职责 , 不 仅 是 作 书籍 的 纺 
目 人 , 也 作家 系 学 专家 和 发 了 等 的 档案 的 搜集 者 。 他 的 职责 是 确定 
他 的 雇主 对 欧洲 半数 王位 的 权利 要 求 , 如 果 不 能 确定 , 就 通过 审慎 
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i 


的 自 改 来 炮制 证 据 。 他 的 历史 研究 使 他 在 1687 一 1690 年 跑 遍 了 
整个 德意志 , 然后 又 去 了 奥地利 和 意大利 。 

在 意大利 逗留 期 间 , 莱 布 尼 兹 访问 了 罗马 , 教皇 极力 要 他 接受 
焚 带 冈 的 图 书馆 馆 长 职位 。 但 是 由 于 获得 这 一 职位 的 先决 条 件 是 
莱 布 尼 兹 必须 成 为 一 个 天 主教 徒 ， 他 拒绝 了 一 一 就 这 一 次 他 是 小 
心 谨慎 的 。 然 而 他 是 小 心 谨慎 的 吗 ?他 不 情愿 为 了 另 一 个 职位 辞去 
一 个 好 位 置 , 这 可 能 使 他 开始 对 他 的 “普遍 符号 语言 ”的 下 一 个 应 
用 , 这 是 他 所 有 一 般 梦 想 中 最 异想天开 的 、 野 心 勃 勃 的 梦想 。 要 是 
他 完成 了 这 件 事 , 他 就 可 以 搬 进 焚 蒂 冈 , 不 在 外 面 抛 头 露面 了 。 

他 的 宏大 计划 就 是 把 新 教 和 天 主教 重新 合并 在 一 起 。 当 时 新 
教 从 天 主教 中 分 裂 出 来 还 不 太 久 ， 所 以 把 它们 重新 合并 在 一 起 这 
个 计划 , 在 当时 并 不 象 现在 听 起 来 那么 荒 沈 。 莱 布 尼 效 盲目 乐观 ， 
他 忽视 了 一 个 对 人 类 天 性 就 象 热 力学 第 二 定律 之 于 物理 世界 一 样 
的 基本 规律 一 一 事实 上 它 是 同一 类 的 ， 所 有 的 教义 都 有 分 裂 成 两 
个 的 倾向 , 这 两 个 的 每 一 个 又 分 裂 成 两 个 , 如 此 继续 下 去 , 直到 有 
限 次 数 的 分 裂 后 (次 数 能 很 容易 地 由 对 数 计算 出 来 )， 在 任何 特定 
的 领域 内 ,不管 这 领域 多 么 大 , 人 数 都 比 教义 的 数目 要 少 ， 在 第 一 
个 教义 中 体现 出 来 的 原始 教条 的 进一步 减少 ， 把 第 一 个 教义 稀释 
成 显而易见 的 空话 ,它们 太 难 以 捉摸 ,无 法 维系 任何 人 的 信仰 ,不 管 
这 信仰 多 么 微小 。 

1683 年 在 汉诺威 举行 的 一 次 相当 有 希望 的 会 议 , 没有 能 实现 
和 人 解 的 目的 , 因为 没有 哪 一 方面 能 够 决定 谁 应 该 被 对 方 吞 掉 , 因此 
两 方面 都 欢迎 天 主教 徒 和 新 教徒 1688 年 在 英国 的 血 脾 斗 争 , 把 它 
作为 无 限期 休会 的 合法 理由 。 

莱 布 尼 兹 从 这 场 闹剧 中 什么 也 没有 得 到 ， 他 立刻 又 组 织 了 另 
一 场 闹剧 。 他 试图 只 把 他 那个 时 代 的 两 个 新 教派 别 联合 起 来 ， 可 
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结果 只 是 使 很 多 杰出 的 人 比 以 前 更 加 固执 己见 , 彼此 更 加 怨恨 。 新 
教会 议 在 互相 指责 和 诅咒 中 散场 了 。 

大 约 正 是 在 这 个 时 候 , 莱 布 尼 兹 转向 哲学 , 把 它 作 为 他 的 主要 
慰藉 。 在 一 次 援助 帕斯卡 的 久 森 教派 老 朋 友 阿尔 诺 的 努力 中 ， 莱 
布 尼 效 写 了 一 篇 关于 玄学 的 半 诺 辩 的 论文 ， 这 篇 论文 注定 对 篇 森 
教徒 和 这 样 一 些 人 有 些 用 处 ， 他 们 需要 比 耶 稣 会 会 士 们 的 过 于 难 
捉摸 的 逻辑 更 难于 捉摸 的 东西 。 菜 布 尼 效 的 哲学 占据 了 他 的 余生 
约 达 四 分 之 一 世纪 之 久 ( 当 他 没有 为 他 的 雇主 忙于 没完 没 了 的 布 
伦 斯 威 克 家 族 史 时 )。 象 菜 布 尼 兹 这 样 的 人 ， 在 二 十 五 年 的 时 间 
里 形成 了 一 大 片 哲学 迷雾 ， 这 几乎 没有 必要 去 说 它 。 每 一 个 读者 
无 疑 已 经 听 到 了 一 些 关 于 单子 一 一 宇宙 的 微 形 拷贝 ， 作 为 一 种 一 
富 于 万 物 、 万 物 归 一 的 态 西 , 天 地 万 物 都 由 它们 构成 一 一 的 巧妙 理 
论 ; 莱 布 尼 兹 用 它 来 解释 今生 和 来 世 ( 除 单子 以 外 ) 的 一 切 事物 。 

革 布 尼 效 的 方法 应 用 到 哲学 上 的 力量 是 不 能 否认 的 。 作 为 菜 
布 尼 兹 在 他 的 哲学 中 证 明 的 那些 命题 的 一 个 例子 ， 可 以 提 到 关于 
上 帝 存 在 的 命题 。 他 企图 证 明 乐 观 主义 的 基本 命题 一 一 “在 这 个 
所 有 可 能 的 世界 中 最 好 的 世界 里 , 一 切 都 会 得 到 最 好 的 结果 ”可 
他 没有 成 功 , 只 是 到 了 1759 年 , 菜 布 尼 北 默默无闻 地 死去 和 被 遗 
忘 了 四 十 三 年 之 后 ， 伏 尔 秦 在 他 的 划时代 的 著作 天真 汉 > 中 才 发 
表 了 一 个 结论 性 的 说 明 。 还 可 以 提 到 一 个 孤立 的 结果 。 那 些 熟悉 
广义 相对 论 的 人 会 想到 “完全 真空 ”一 一 完全 没有 物质 的 空间 一 一 
已 经 算 不 得 什么 了 ， 莱 布 尼 兹 认为 完全 没有 物质 的 空间 是 毫 无 意 
义 的 。 

菜 布 尼 兹 的 兴趣 的 一 览 表 还 远 没 有 完备 。 经 济 学 、 语 言 学 、 国 
际 法 (他 在 这 个 领域 是 一 个 先驱 者 )、 作 为 一 种 有 利 可 图 的 工业 在 
德国 的 某 些 地 方 建立 采矿 业 、 神学 、 创 立 科 学 院 、 过 兰 登 堡 年 轻 的 
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选 侯 夫 人 索 菲 ( 笛 卡 儿 的 伊 丽 落 白 的 一 个 六 威 ) 的 教育 ， 这 些 都 吸 
引 了 他 的 注意 力 , 在 每 一 个 方面 他 都 作出 了 一 些 值得 注意 的 事情 。 
也 许 他 最 不 成 功 的 尝试 是 在 力学 和 物理 科学 中 ， 他 在 那些 领域 中 
有 时 犯 下 的 大 错 , 与 象 伽利略 .牛顿 、 惠 更 斯 、 甚 至 笛 卡 儿 这 些 人 的 
沉着 .坚定 的 见解 , 形成 了 鲜明 对 比 。 

在 这 个 一 览 表 中 ， 只 有 一 项 需要 在 这 里 进一步 注意 。 莱 布 尼 
兹 在 1700 年 被 召回 柏林 ， 握 任 年 轻 的 选 侯 夫 人 的 家 庭 教 师 期 间 ， 
挤 出 时 间 组 织 了 柏林 科学 院 , 他 担任 了 首 任 院 长 ,直到 纳粹 “清洗 ” 
这 个 科学 院 以 前 , 它 一 直 是 世界 上 居于 领先 地 位 的 三 .四 个 学 术 机 
构 之 一 。 他 在 德 累 斯 顿 、 维 也 纳 和 圣彼得堡 创办 科学 院 的 同样 计 
划 , 在 他 有 生 之 年 毫 无 结果 。 但 是 他 为 倒 得 大 谊 拟订 的 成 立 圣 彼 得 
堡 科 学 院 的 计划 ,在 他 死 后 得 到 了 实现 。 当 菜 布 尼 兹 在 1714 年 最 后 
一 次 访问 奥地利 时 ， 他 的 建立 一 个 维也纳 科学 院 的 企图 被 耶稣 会 
会 士 们 挫败 了 。 在 菜 布 尼 兹 为 阿尔 诺 做 了 那些 事 之 后 ,耶稣 会 会 
士 们 的 反对 是 预料 之 中 的 事 。 他 们 在 -~ 桩 学 术 政 治 的 小 事 上 挫败 
了 这 位 杰出 的 外 交 家 ， 这 件 事 表 明 莱 布 尼 兹 在 六 十 八 岁 时 已 经 开 
始 多 么 糟 粮 地 走 下 坡 路 了 。 他 不 再 是 往日 的 他 了 ,的 确 , 他 的 最 后 
几 年 只 不 过 是 他 往日 的 光荣 的 一 个 模糊 的 影子 。 

在 终生 为 王公 贵族 们 效劳 以 后 ， 他 现在 收 到 了 这 种 效劳 的 通 
常 的 报酬 。 疾 病 , 迅速 地 衰老 ,被 争吵 搞 得 精 疫 力 尽 , 最 后 他 被 蝎 
了 出 去 。 

莱 布 尼 效 在 114 年 9 月 回 到 了 布 伦 斯 威 克 , 得 悉 他 的 雇主 乔 
治 .路 易 选 侯 一 一 在 英国 历史 上 以 “诚实 的 傻瓜 ”闻名 一 一 已 经 打 
点 起 行 装 前 往 伦敦 , 去 作 英国 历史 上 的 第 一 位 德意志 国王 。 再 没有 
比 跟 随 乔 治 去 伦敦 更 让 莱 布 尼 兹 高 兴 的 了 ， 尽 管 由 于 他 与 牛顿 的 
争执 , 当时 他 在 英国 皇家 学 会 和 其 它 地 方 的 敌人 为 数 颇 多 , 而 且 十 
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分 刻 毒 。 但 是 象 乡巴佬 似 的 乔治 ,现在 成 了 善于 交际 的 绅士 ,不 再 
需要 菜 布 尼 兹 的 外 交 了 ， 他 轻率 无 礼 地 打发 这 个 帮助 他 进入 文明 
社会 的 人 果 在 汉诺威 的 图 书馆 里 ， 继 续 摆弄 显赫 的 布 伦 斯 威 克 家 
族 元 长 的 历史 。 

两 年 后 菜 布 尼 兹 去 世 时 (\1716 年 ) 他 凭 外 交手 腕 自 改 过 的 这 
部 家 族 史 仍 不 完整 。 尽 管 莱 布 尼 兹 努力 工作 , 也 没有 能 把 这 部 家 史 
追溯 到 1005 年 以 前 , 已 经 完成 的 部 分 包括 的 时 间 也 不 到 三 百年 。 这 
个 家 族 极为 错综复杂 地 纠缠 在 它 的 战争 冒险 中 ， 就 连 莱 布 尼 兹 这 
位 通才 也 不 能 给 他 们 全 都 挂 上 清 晶 无瑕 的 姓名 牌子 。 布 伦 斯 威 死 
家 族 对 这 项 巨大 的 劳动 的 评价 , 就 是 把 它 忘 得 一 干 二 净 , 直到 它 在 
1843 年 出 版 时 , 他们 才 重 视 它 。 但 是 这 部 家 史 究 竟 是 完整 的 还 是 
经 过 删改 的 ， 只 有 在 仔细 检查 过 莱 布 尼 兹 的 其 余 手 稿 之 后 才能 知 
道 了 。 

在 莱 布 尼 兹 身后 三 百 多 年 的 今天 , 他 作为 一 个 数学 家 的 名 气 ， 
比 他 的 秘书 跟着 他 的 灵 框 走向 墓地 之 后 的 许多 许多 年 要 高 得 多 ， 
并 且 还 在 继续 上 升 。 

莱 布 尼 效 作为 一 个 外 交 家 和 政治 家 , 在 任何 时 候 、 任 何 地 点 都 
是 最 好 的 外 交 家 和 政治 家 中 的 精 茜 ， 他 比 他 们 加 在 一 起 还 要 聪明 
得 多 。 世界 上 只 有 一 种 职业 比 他 的 职业 历史 长 久 , 在 那个 职业 也 
成 为 受 人 尊敬 的 职业 以 前 , 让 人 选择 外 交 作 为 谋生 之 道 为 时 过 早 。 
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这 些 人 一 定 取得 了 许多 成 就 ， 并 且 美 ”131 
妙 地 达到 了 他 们 为 自己 制定 的 目标 。 
一 一 约翰 ' 伯 努 利 . 

自从 大 萧条 @ 开始 冲击 西方 的 文明 以 来 , 优生 学 家 、 实 验 遗 伟 
学 家 心理 学 家 .政治 家 和 独裁 者 一 一 出 于 不 同 的 原因 一 一 对 于 仍 
然 悬 而 未 决 的 遗传 与 环境 之 关系 的 争论 ， 感 到 了 新 的 兴趣 。 在 一 
个 极端 ， 百 分 之 百 的 无 产 阶级 认为 : 只 要 给 以 机 会 , 任何 人 都 能 成 
为 天 才 ; 而 在 另 一 个 极端 , 同样 过 分 自信 的 保守 党 人 断言 ,天才 是 
天 生 的 ， 甚 至 在 伦敦 的 贫民 窟 中 也 能 出 现 天 才 。 在 这 两 个 极端 之 
间 有 着 各 种 各 样 的 意见 。 一 般 的 观点 认为 ， 天 才 出 现 的 决定 因素 
是 先天 ， 而 不 是 后 天 , 但 要 是 没有 有 意 的 或 偶然 的 帮助 , 天 才 就 会 
枯萎。 数学 史 为 研究 这 个 有 趣 的 问题 提供 了 非常 丰富 的 材料 。 不 
偏 祖 某 一 方面 一 一 现在 要 那样 做 还 为 时 过 早 一 一 我 们 可 以 说 数学 
家 们 的 生活 史 提 供 的 证 据 , 似乎 赞同 一 般 的 观点 。 

也 许 最 令 人 吃惊 的 家 族 史 是 伯 努 利家 族 的 历史 ， 这 个 家 族 在 
三 代 中 产生 了 八 个 数学 家 , 其 中 有 几 个 很 突出 , 而 他 们 又 留 下 了 一 
大 群 后 裔 , 其 中 约 有 半数 天 资 过 人 ， 并 且 直 至 今日 ,他们 几乎 都 是 
优秀 人 物 。 人 们 曾经 按照 家 系 查询 过 不 下 一 百 二 十 位 数学 上 的 伯 
努 利家 族 的 后 代 ,这 支 庞 大 的 后 裔 中 的 大 多 数 在 法 律 、 古 典 学 识 、 

@ 指 一 九 二 九 年 开始 的 世界 经 济 危机 , 通称 大 萧条 。 一 一 译 省 
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科学 、 文 学 .有 学 问 的 职业 [ 指 神学 、 法 学 、 医学 三 职业 一 一 译 者 ]、 
管理 和 艺术 上 取得 了 成 功 一 一 有 时 是 卓 有 成 就 的 。 没 有 人 失败 。 
砚 这 个 家 族 的 第 二 代 、 第 三 代 从 事 数 学 研究 的 大 多 数 成 员 来 看 ， 
最 值得 注意 的 事情 是 他 们 并 不 是 有 意 选 择 数学 作为 职业 ， 而 是 象 
酒鬼 离 不 开 酒 那样 不 由 自主 地 陷入 了 数学 。 

由 于 伯 努 利家 族 在 十 七 世纪 和 十 八 世 纪 微 积分 学 及 其 应 用 的 
发 展 中 占有 领先 地 位 ， 在 有 关 现 代数 学 发 展 的 其 至 最 简单 的 记述 
中 , 也 不 能 只 是 把 他 们 一 带 而 过 。 许 多 人 完善 了 微 积 分 学 , 使 非常 
普通 的 人 也 能 用 微 积分 学 去 发 现 最 伟大 的 希腊 人 也 决 不 能 发 现 的 
结果 , 但 努 利 们 和 欧 拉 事实 上 是 所 有 这 些 人 的 领袖 。 但 是 在 象 本 
书 这 样 一 个 记述 中 ， 仅 只 伯 努 利家 族 的 工作 就 多 得 无 法 加 以 详细 


描述 , 所 以 我 们 只 是 把 他 们 放 在 一 起 简略 地 予以 论述 。 


老 尼 科 拉 斯 
ee 
| 
雅 科 布 第 一 尼 科 拉 斯 第 -- ”约翰 第 一 
1654-—1705 1662—1716 1667—1748 
RE 
尼 科 拉 斯 第 二 、 尼 科 拉 斯 第 三 丹尼尔 约翰 第 二 
1687—1759 1695—1736 1700—17893 en 


| 
约翰 第 三 雅 科 布 第 二 
1746—1807 1759-—1789 


伯 努 利 一 家 是 很 多 信奉 新 教 的 家 族 中 的 一 个 ， 在 对 胡 格 诺 教 
派 中 的 长 期 迫害 中 , 他 们 于 1583 年 逃离 安特卫普 ,以 逃避 天 主教 徒 
的 大 屠杀 (如 象 在 圣 巴塞 罗 缪 节 之 夜 进行 的 屠杀 )。 这 一 家 先是 在 法 
兰 克 福 避 难 , 不 久 迁 往 瑞士 , 在 巴塞 尔 安顿 了 下 来 。 伯 努 利 家 族 的 
莫 基 人 与 一 个 最 古老 的 巴塞 尔 家 族 联 姻 , 成 了 一 个 大 商人 。 家 系 表 

器 十 六 一 一 十 七 世纪 之 疗 的 法 国 新 教徒 。 一 一 译 者 
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上 的 头 一 个 人 , 老 尼 科 拉 斯 同 他 的 祖父 和 曾祖 父 一 样 , 也 是 一 个 大 
商人 。 他 们 都 隔 了 商人 的 女儿 , 除去 一 个 例外 一 一 已经 提 到 过 的 曾 
祖父 一 一 他 位 京 集 了 大 量 财富 。 这 个 例外 选择 医学 作为 职业 ,是 
离开 家 族 经 商 传统 的 第 一 个 人 。 数 学 天 才 也 许 在 这 个 精明 的 商人 
家 庭 中 潜伏 了 许多 代 , 但 它 的 真正 出 现 是 象 爆炸 一 样 极其 突然 的 。 
现在 参看 家 系 表 ， 在 继续 遗传 学 问题 之 前 ， 我 们 先 要 对 老 尼 
科 拉 斯 的 后 代 中 八 位 数学 家 的 主要 科学 活动 作 一 简短 的 概述 。 
雅 科 布 第 一 自学 掌握 了 莱 布 尼 交 形式 的 微 积 分 学 他 从 1687 
年 直到 逝世 ， 在 巴塞 尔 任 数学 教授 。 雅 科 布 是 首先 对 微 积分 学 的 
发 展 做 出 重大 贡献 的 人 们 中 的 一 个 ， 这 些 人 使 微 积分 学 超出 了 牛 
顿 和 莱 布 尼 兹 留 下 的 状态 , 并 把 它 应 用 到 困难 而 重要 的 新 闻 题 上 。 
他 对 解析 几何 、 概 率 论 和 变 分 法 的 贡献 具有 极 大 的 重要 性 。 由 于 
变 分 法 还 将 经 常 出 现 (在 欧 拉 、 拉 格 朗 日 和 哈密 顿 的 工作 中 )， 我 
位 可 以 描述 雅 科 布 第 一 在 这 个 学 科 中 考虑 过 的 一 些 问 题 的 性 质 ， 
在 费 马 的 最 小 时 间 原 理 中 ， 我 们 已 经 看 到 过 变 分 法 处 理 的 问题 类 
型 中 的 一 个 例子 。 : 
变 分 法 的 起 源 非常 古老 ,根据 一 个 传说 0, 在 建立 迎 太 基 城 的 
时 候 , 一 个 人 在 一 天 内 犁 出 的 沟 能 圈 起 多 大 的 面积 , 这 个 城 就 可 以 
建 多 大 。 假 定 一 个 人 在 一 天 内 能 犁 出 一 条 一 定 长 庆 的 沟 , 这 条 淘 以 
什么 形状 为 最 好 呢 ? 从 数学 上 说 就 是 , 在 同样 周 长 的 各 种 形状 的 面 
积 中 , 哪 一 种 形状 的 面积 最 大 ? 这 是 一 个 等 周 问题 ， 这 里 的 答案 是 
圆 . 这 似乎 是 明显 的 , 但 决 不 是 容易 证 明 的 。( 在 中 学 几何 中 给 出 的 
初步 证 明 有 时 候 纯 粹 是 错误 的 。) 这 个 问题 的 数学 就 是 做 出 某 个 积 


由 实际 上 我 在 这 里 把 两 个 传说 合 在 一 起 了 。 戴 多 女王 [传说 中 的 加 太 基 女 王 和 建 
国 者 一 一 译 者 ] 得 到 了 一 张 水 牛皮 , 要 用 它 “ 图 出 "最 大 的 面积 。 她 把 它 切 成 了 一 根 皮 
条 , 力 出 了 一 个 半 贺 。 . 
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分 , 它 的 最 大 值 满足 一 个 限制 条 件 。 雅 科 布 第 一 解答 了 这 个 问题 ， 
并 且 推 广 了 它 和 。 

最 速 降 线 是 摆 线 ， 这 个 发 现 已 经 在 前 面 几 章 中 提 到 过 了 。 摆 
线 是 最 速 下 降 曲 线 这 一 事实 , 是 1697 年 雅 科 布 第 一 和 约翰 第 一 两 
兄弟 发 现 的 。 另 外 几 个 人 也 几乎 在 同时 发 现 了 它 。 但 是 摆 线 也 是 
等 时 曲线 , 这 使 约翰 第 一 觉得 它 是 某 种 奇异 而 美妙 的 东西 : “我 们 
可 以 公正 地 称赞 惠 更 斯 ， 因 为 他 首先 发 现 了 一 个 重 的 粒子 不 论 起 
点 在 摆 线 的 什么 地 方 , 下 落 的 时 间 总 是 相同 的 。 但 是 当 我 说 出 ,就 
是 这 同一 条 摆 线 、 惠 更 斯 的 等 时 曲线 , 也 是 我 们 正在 寻找 的 最 速 降 
线 时 ,你 就 会 惊 呆 了 ”。〔 引 文 见 布 利 斯 的 < 变 分 法 > 第 五 十 四 页 )。 
雅 科 布 也 热心 了 起 来 。 这 些 又 是 变 分 法 解决 的 那 类 问题 的 例子 。 
为 避免 把 它们 看 作 微不足道 的 ,我 们 再 次 重复 , 数学 物理 的 一 整个 
分 支 经 常 归 为 一 个 简单 的 变 分 原理 一 一 象 费 马 在 光学 中 的 最 小 时 
间 原 理 , 或 哈密 顿 在 动力 学 中 的 原理 。 

雅 科 布 去 世 后 ， 他 的 关于 概率 论 的 伟大 论著 < 猜 度 术 > 在 1713 
年 出 版 。 这 部 论著 包 食 的 许多 东西 ， 在 概率 论 及 其 在 保险 、 统 计 
以 及 遗传 学 研究 的 应 用 中 至 今 仍 然 非 常 有 用 。 

雅 科 布 的 另 一 项 研究 表明 他 曾 把 微 积分 学 发 展 到 了 何等 地 
步 : 雅 科 布 继 莱 布 尼 兹 之 后 , 详尽 研究 了 悬 链 线 一 一 一 根 均 匀 的 链 
子 悬 挂 在 两 个 反之 间 形 成 的 曲线 、 或 悬挂 着 的 加 重 的 链子 形成 的 
曲线 。 这 不 只 是 出 于 好 奇 。 今天 ， 雅 科 布 第 一 在 这 方面 发 展 起 来 
的 数学 已 经 用 于 悬 桥 和 高 压 输电 线 上 。 当 牙科 布 把 所 有 这 些 都 做 
出 来 的 时 候 , 它 是 新 的 和 困难 的 , 今天 它 只 是 微 积分 学 或 力学 的 初 
等 课程 中 的 一 个 练习 题 。 


Q@ ”关于 变 分 法 的 这 个 问题 和 其 它 一 些 问 题 , 历史 记录 可 以 在 G. A. 布 利 斯 的 著 
作 4 变 分 法 >( 芝 加 可 ,1925 年 出 版 ) 中 找到 。 雅 科 布 第 一 的 英文 名 字 是 詹姆斯 。 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 八 章 ”先天 还 是 后 天 155 


雅 科 布 第 一 和 他 的 弟弟 约翰 第 一 并 不 总 是 相处 得 很 好 。 约 翰 
似乎 是 两 兄弟 中 更 爱 争吵 的 一 个 ,他 在 关于 等 周 问题 这 件 事情 上 ， 
对 待 他 哥哥 的 态度 几乎 是 不 诚实 的 ， 这 是 确定 无 疑 的 。 伯 努 利家 
的 人 对 待 数学 极其 认真 。 他 们 关于 数学 的 一 些 通信 充满 了 强烈 的 
语言 , 这 种 语言 通常 是 盗 马 贼 使 用 的 。 在 约翰 第 一 这 方面 , 他 不 仅 
企图 偷窃 他 哥哥 的 想法 ， 而 且 在 他 的 儿子 赢得 了 他 本 人 也 在 竞争 
的 法 国 科学 院 的 一 项 奖金 后 , 把 儿子 赶 出 了 家 门 。 不 过 , 如 果 有 理 
智 的 人 们 会 在 玩 牌 上 激动 起 来 ， 为 什么 他 们 不 能 为 了 更 令 人 激动 
得 无 以 复 加 的 数学 而 勃然 大 怒 呢 ? 

雅 科 布 第 一 的 性 格 上 有 一 种 难以 理解 的 顿 向 ， 这 种 价 向 对 研 
究 伯 努 利家 族 的 遗传 因素 是 有 重要 意义 的 ， 它 在 他 生命 行将 结束 1 
时 一 度 以 一 种 有 趣 的 方式 突然 出 现 。 有 一 个 螺 线 (对 数 螺 线 或 等 
角 螺 线 ), 经 过 许多 种 几何 变换 的 每 一 种 变换 后 , 都 再 现 出 一 条 相 
似 的 螺 线 。 雅 科 布 被 这 种 螺 线 的 再 现 和 他 发 现 的 关于 它 的 几 个 性 
. 质 迷 住 了 ， 吟 只 在 他 的 墓碑 上 刻 上 一 条 螺 线 ， 他 的 莫 碑 的 铭文 是 
«Radem mutata resurgo» (尽管 改变 ， 我 仍 将 再 现 )。 

雅 科 布 的 座右铭 是 In vito patre sidera vergo (我 违背 父亲 的 
意愿, 研究 星星 ) 一 “这 是 对 他 的 父亲 徒劳 地 反对 他 把 智力 用 于 数 
学 和 天 文学 的 讽刺 性 的 纪念 .这 个 细节 对 天 才 的 “先天 ” 论 比 对 “后 
天 ” 论 有 利 。 要 是 雅 科 布 的 父亲 占 了 优势 , 雅 可 布 可 能 就 是 一 个 神 
学 家 了 。 

雅 科 布 第 一 的 弟弟 约翰 第 一 开始 时 并 不 是 数学 家 ， 而 是 一 名 
医生 。 我 们 已 经 提 到 过 他 与 居 慨 地 教 给 他 数学 的 哥 昔 争吵 的 事 。 
约翰 是 一 个 有 强烈 爱 习 的 人 : 菜 布 尼 效 和 欧 拉 是 他 的 神 , 牛顿 是 他 
断然 悄 恨 和 大 大 贬低 的 人 , 牛顿 作为 莱 布 尼 兹 的 偏执 的 竞争 者 , 几 
乎 是 注定 要 被 姥 妒 乃至 异 恨 的 。 固 执 的 父亲 试图 强迫 他 的 儿子 从 
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事 家 族 的 业务 , 但 是 约翰 第 一 步 哥 哥 的 后 小 反 拓 了 ， 从 事 了 医学 
mm 
得 了 硕士 学 位 。 不 久 , 他 知道 他 选择 医学 是 错 了 , 就 回 到 了 数学 。 
他 的 第 一 项 学 术 职 务 是 1695 年 在 格 罗 宁 根 任 数学 教授 ， 1705 
年 雅 科 布 第 一 去 世 ， 约 验 第 一 继 他 之 后 任 巴 蹇 尔 的 教授 职 
务 。 

约翰 第 一 在 数学 上 比 他 的 哥哥 还 要 多 产 ， 他 为 在 欧洲 传播 微 
积分 学 做 了 大 量 工作 。 除 数学 外 , 他 的 研究 范围 还 包括 物理 、 化 学 
和 天 文学 。 在 应 用 方面 , 约翰 第 一 对 光学 做 出 了 很 大 贡献 , 写 了 关 
于 潮汐 理论 和 航行 的 数学 理论 的 文章 ， 解 释 了 力学 中 的 虚 位 移 原 
理 。 约翰 第 一 是 具有 非凡 的 体力 和 智力 的 人 ， 宜 到 他 以 八 十 高 龄 
去 世 的 前 几 天 任 然 很 有 活力 。 

雅 科 布 第 一 和 约翰 第 一 的 兄弟 尼 科 拉 斯 第 一 ， 在 数学 上 也 很 
有 天 赋 。 象 他 的 兄弟 们 一 样 , 他 开始 也 选 错 了 职业 。 他 十 六 岁 时 
在 巴塞 尔 大 学 取得 了 哲学 博士 学 位 ， 二 十 岁 时 取得 了 法 学 的 最 高 
学 位 。 他 先 在 伯尔尼 任 法 学 教授 , 而 后 才 在 圣彼得堡 科学 院 从 事 
数学 工作 。 到 他 去 世 时 , 他 受到 极 高 的 评价 ， 因而 叶 卡 捷 琳 妈 女皇 
为 他 举行 了 由 国家 承担 的 公开 葬礼 。 

遗传 因素 在 第 二 代 奇 怪 地 出 现 。 约 得 第 一 试图 强迫 他 的 第 二 
个 儿子 丹尼尔 经 商 。 但 是 丹尼尔 认为 他 更 愿意 行医 ， 于 是 在 不 由 
自主 地 投身 数学 之 前 先 作 了 医生 。 丹 尼 尔 十 一 岁 时 从 只 比 他 大 五 
岁 的 哥哥 尼 科 拉 斯 第 三 那里 学 习 数 学 。 丹 尼 尔 和 伟大 的 欧 拉 是 密 
友 ， 有 时 也 是 友好 的 竞争 对 手 。 丹 尼 尔 . 伯 努 利 象 欧 拉 一 样 ， 也 有 
十 次 赢得 法 国 科 学 院 奖金 的 辉煌 纪录 (有 儿 次 是 与 其 他 成 功 的 竞 
争 者 分 享 的 )。 丹 尼 尔 的 一 些 最 杰出 的 工作 是 关于 流体 力学 的 , 这 
是 他 从 后 来 称 为 能 量 守恒 前 唯一 原理 发 展 出 来 的 。 今 天 所 有 研究 
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理论 流体 运动 或 应 用 流体 运动 的 人 都 知道 丹尼尔 * 伯 努 利 的 名 
字 。 . 
丹尼尔 在 1725 年 (二 十 五 岁 时 ) 成 了 圣彼得堡 的 数学 教授 。 他 
非常 讨厌 圣彼得堡 的 相对 粗野 的 生活 ， 一 有 机 会 ( 八 年 后 ) 就 回 到 
了 巴塞 尔 , 在 那里 担任 解剖 学 和 植物 学 教授 ,最 后 任 物 理学 教授 。 
他 的 数学 工作 包括 微 积分 学 、 微 分 方程 .概率 、 弦 振动 理论 .气体 动 
力学 说 的 一 次 尝试 , 以 及 应 用 数学 中 的 许多 其 它 闻 题 。 丹尼尔“ 但 
努 利 被 称 为 数学 物理 的 奠基 人 。 

从 遗传 的 观点 看 ， 指出 丹尼尔 的 天 性 中 有 一 种 对 加 准 哲学 的 
显著 的 气质 是 有 意义 的 ， 他 这 种 气质 也 许 是 他 祖先 的 胡 格 诺 教 派 
信仰 的 理想 化 。 a 
的 众多 后 代 身 上 。 

. 第 二 代 中 的 第 三 个 数学 家 ， 尼 科 拉 斯 第 三 和 丹尼尔 的 弟弟 约 
得 第 二 , 开始 也 走 错 了 路 , 又 被 他 的 遗传 因素 拉 回 到 数学 上 一 一 可 
能 是 被 他 的 哥哥 们 拉 回 来 的 。 他 开始 于 法 律 , 在 承袭 他 父亲 的 数 
学 交椅 之 前 ; 任 巴塞 尔 的 修辞 法 教授 。 他 的 工作 主要 是 在 物理 学 ， 
由 于 成 绩 卓 著 , 他 曾 三 次 获得 巴黎 大 奖 ( 通 常 一 次 就 足以 使 一 个 好 
数学 家 满足 一 一 倘若 他 是 够 好 的 话 )。 

约翰 第 二 的 儿子 约 坦 第 三 ， 重 复 了 这 个 家 族 一 开始 选 错 职业 
的 传统 , 象 他 的 父亲 一 样 从 法 律 开始 。 他 十 三 岁 取得 哲学 情 士 学 
位 , 到 十 九 岁 他 找到 了 他 的 真正 天 职 , 在 柏林 被 任命 为 皇家 天 文学 
家 。 他 的 兴趣 包括 天 文学 、 地 理学 和 数学 。 

约翰 第 二 的 另 -- 个 儿子 雅 科 布 第 二 , 继续 家 族 的 错误 , 也 从 法 
律 开始 ,只 是 到 了 二 十 一 岁 才 转向 实验 物理 。 他 也 转向 了 数学 , 成 
了 圣彼得堡 科学 院 数学 和 物理 分 部 的 成 员 。 他 由 于 意外 ， 渭水 旱 
座 ( 三 十 岁 ), 一 个 很 有 希望 的 前 程 突 然 终止 了 , 我 们 不 知道 雅 科 布 
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第 二 的 真正 才干 。 他 娶 了 网 拉 的 一 个 孙女 。 

显示 出 数学 天 才 的 伯 努 利家 族 的 一 览 表 还 没有 穷尽 ， 不 过 其 
余 的 成 员 就 没有 那么 突出 了 。 人 们 有 时 候 认 为 , 岁月 使 血统 淡薄 
了 。 实 际 情况 似乎 恰恰 相反 。 当 数学 是 需要 出 类 拨 蔡 的 天 才 去 耕 
耘 的 最 有 希望 的 领域 时 , 如 人 象 正在 微 积分 学 发 现 后 的 时 期 , 有 天 赋 
的 伯 努 利 一 家 就 去 耕耘 数学 。 但 是 数学 和 科学 只 是 人 类 活动 的 无 
数 个 领域 中 的 两 个 , 对 于 有 天 赋 的 人 来 说 , 在 这 两 个 领域 都 挤 满 了 
很 有 能 力 的 人 时 还 挤 在 其 中 的 某 一 个 里 面 , 说 明 缺 乏 实际 观念 。 伯 
努 利 的 天 才 没 有 虚 掷 ; 它 只 是 在 数学 这 个 领域 开始 拥挤 得 象 跑马 
大 赛 日 的 埃 普 索 姆 赛马 场 一 样 时 ， 才 投身 于 与 数学 具有 同等 一 一 
也 许 更 大 一 一 重要 的 社会 意义 的 事情 上 。 

那些 对 遗传 的 变幻 莫 测 感 兴 趣 的 人 ， 可 以 在 达尔 文 和 哥 尔 
登 的 家 史 中 找 到 大 量 材 料 。 弗 朗 西 斯 . 哥 尔 登 (查理 .达尔 文 的 
宸 兄弟) 的 情况 特别 有 意思 ， 因 为 对 遗传 的 数学 研究 是 由 他 奠定 
的 。 查 理 , 达尔 文 的 后 代 中 有 些 人 不 是 在 生物 学 方面 , 而 是 在 数学 
或 数学 物理 方面 有 卓越 成 就 ， 如 果 为 此 责备 他 们 ， 那 未 免 有 点 电 
虱 。 天 才 依 然 是 天 才 ， 它 的 一 种 表现 没有 必要 比 另 一 种 表现 “更 
好 ?或 “更 高 ”一 一 除非 我 们 是 那 种 偏执 者 , 他 们 坚持 一 切 都 应 该 是 
数学 ,或 者 一 切 都 应 该 是 生物 学 、 或 者 都 是 社会 学 , 或 者 桥牌 和 高 
尔 夫 球 。 也 许 伯 努 利家 族 不 再 把 数学 作为 家 族 传统 正 是 他 们 的 天 
才 的 又 一 个 例证 。 

团 绕 着 著名 的 伯 努 利家 族 出 现 了 许多 传说 和 河 闻 ， 在 象 伯 努 
利家 族 那样 富有 天 才 有 时 语言 又 那样 激烈 的 家 族 的 情形 ， 这 是 很 
自然 的 现象 。 这 些 陈 词 滥 调 中 的 一 个 可 以 在 这 里 转述 ， 因为 它 是 
那 种 至 少 与 古 埃及 一 样 古老 的 传 闻 中 比较 早 的 一 个 有 根据 的 例 
子 ， 是 我 们 每 天 都 看 到 的 强加 在 直至 爱 因 斯 坦 的 各 种 杰出 人 物 身 
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上 的 那 种 传说 的 变种 。 丹尼尔 年 轻 的 时 候 , 一 次 在 旅行 中 与 一 位 
有 趣 的 陌生 人 聊天 ， 他 客气 地 自我 介绍 “我 是 丹尼尔 伯 努 利 。” 
“我 吗 ” 那 个 人 讽刺 地 说 ,“ 艾 萨 克 : 牛 顿 "。 丹 尼 尔 终 生 都 为 此 高 
兴 , 把 这 作为 他 所 受到 的 最 大 的 苛 维 。: : 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
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第 九 章 ”分 析 的 化 身 


欧 拉 
历史 表明 ， 那 些 鼓励 数学 一 -一 切 精 
确 科学 的 共同 源泉 一 一 研究 的 党 王 也 是 治 
世 最 英明 、 光 荣 最 持久 的 帝王 。 


-一 米 欢 尔 ` 夏 斯 莱 

“ 欧 拉 计算 毫 不 费力 ,就 象 人 呼吸 、 或 者 鹰 在 风 中 保持 平衡 一 

样 ”阿拉 哥 语 ), 这 不 是 对 哆 拉 无 与 伦比 的 数学 才能 的 压 大 ， 莱 奥 
纳 昂 ' 欧 拉 (1707 一 1783) 是 历史 上 著作 最 多 的 数学 家 , 被 他 的 同 代 
人 称 为 “分 析 的 化 身 ”。 欧 拉 写作 他 的 伟大 的 研究 论文 , 就 象 下 笔 
流畅 的 作家 给 密友 写 信 一 样 容易 。 甚 至 在 他 生命 的 最 后 十 七 年 中 
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的 完全 失明 ， 也 没有 妨碍 他 的 无 与 伦比 的 多 产 ; 事实 上 ， 如 果 失 去 
视力 有 什么 影响 的 话 ， 那 就 是 使 欧 拉 对 他 想象 中 的 内 部 世界 的 洞 
察 力 更 加 敏锐 。 

其 至 在 .1936 年 ， 人 们 也 不 确切 知道 欧 拉 的 著作 的 数量 只 是 
估计 要 出 版 他 的 全 部 著作 需要 大 四 开本 六 十 至 八 十 卷 -1909 年 , 瑞 
士 的 自然 科学 协会 着 手 收集 和 出 版 欧 拉 的 散 轶 的 论文 ， 得 到 了 世 
界 各 地 的 许多 个 人 和 数学 团体 的 经 济 资 
属于 瑞士 ,也 属于 整个 文明 世界 。 可 是 在 圣彼得堡 (列宁 格 勤 ) 发现 
的 一 大 堆 无 可 置疑 的 欧 拉 的 手稿 , 把 经 过 仔细 估算 过 的 费用 ( 按 
1909 年 的 钱 算 , 约 八 万 美元 ) 彻底 搅乱 了 。 

网 拉 的 数学 事业 开始 于 牛顿 去 世 的 那 一 年 。 对 于 象 欧 拉 那样 
的 天 才 ， 不 能 选择 比 这 更 好 的 时 代 了 。 那 时 解析 几何 \1637 年 发 
表 ) 已 经 应 用 了 九 十 年 , 微 积分 大 约 五 十 年 , 物理 天 文学 的 钥匙 .后 
顿 的 字 宙 万 有 引力 定律 也 已 呈现 在 数学 界面 前 四 十 年 了 。 在 这 些 
领域 的 每 一 个 中 , 大 量 孤立 的 问题 都 得 到 了 解决 , 也 零 零星 星 地 有 
了 一 些 引 人 注 目的 在 统一 方面 的 尝试 ; 但 是 还 没有 对 整个 数学 , 那 
时 存在 的 纯 数学 和 应 用 数学 , 开展 系统 的 研究 特别 是 , 笛 卡 儿 、 牛 
顿 . 和 莱 布 尼 兹 的 有 力 的 分 析 方 法 , 还 没有 被 开发 到 它们 当 财 所 能 
达到 的 极限 , 在 力学 和 几何 学 中 尤其 是 如 此 。 

在 较 低 的 水 平 上 ， 代 数 和 三 角 学 那 时 处 在 需要 系统 化 和 扩展 
的 状态 ; 特别 是 三 角 学 已 接近 完成 ,在 费 马 的 丢 番 图 分 析 和 普通 完 
全 整数 的 性 质 这 个 领域 , 这 样 的 “一 时 的 完备 ”是 不 可 能 的 《甚至 现 
在 也 不 可 能 ); 但 是 甚至 在 这 样 的 领域 中 , 欧 拉 也 证 明了 他 自己 是 
个 大 师 。 事 实 上 ， 欧 拉 在 数学 的 两 大 主流 一 一 连续 和 离散 这 两 方 
面 都 同样 有 力 , 这 是 他 的 多 方面 天 才 的 最 显著 的 特点 之 一 。 

欧 拉 作为 一 个 算法 学 家 从 来 没有 人 超过 他 ， 也 许 甚至 从 来 没 
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有 人 能 与 他 相当 , 或许 雅 可 比 应 该 除外 。 算 法 学 家 就 是 为 解决 特殊 
类 型 的 问题 设计 “算法 ”的 数学 家 。 举 一 个 很 简单 的 例子 , 我 们 假 
设 ( 或 证 明 ) 每 一 个 正 实数 都 有 一 个 真正 的 平方 根 ， 怎 样 计算 这 个 
根 呢 ? 有 许多 已 知 的 方法 , 算法 学 家 则 设计 实际 可 行 的 方法 。 或 者 
再 举 一 个 例子 , 在 丢 番 图 分 析 、 也 在 积分 学 中 ,一 个 问题 的 解答 可 
能 不 是 现成 的 ， 要 用 其 它 变 量 的 函数 做 一 些 巧 妙 的 (通常 是 简单 
的 ) 代 换 ; 一 个 算法 学 家 就 是 能 自然 地 想到 这 种 代 换 的 数学 家 。 想 
出 人 
样 , 是 天 生 的 , 而 不 是 造就 的 。 

看 不 起 “纯粹 的 算法 学 家 ”在 今天 是 很 流行 的 ; 然而 , 当 一 个 象 
印度 的 罗 摩 蜀 阅 那样 的 真正 的 数学 家 ， 从 不 知道 什么 地 方 突然 冒 
出 来 的 时 候 ， 就 连 分 析 专 家 们 也 都 把 他 作为 自 天 而 降 的 天 才 疝 他 
欢呼 ， 对 于 表面 上 无 关 的 各 种 公式 ， 他 那 几 乎 超自然 的 洞察 力 揭 
示 了 从 一 个 领域 通 向 另 一 个 领域 的 隐秘 的 线索 ， 这 就 为 分 析 学 者 
们 提供 了 和 弄 清 这 个 线索 的 新 任务 。 一 个 算法 学 家 是 一 个 “形式 主 
义 者 ”, 他 为 这 些 公式 的 美丽 而 热爱 这 些 美 丽 的 公式 。 

在 讲述 到 网 拉平 静 但 是 有 趣 的 一 生 之 前 ， 我 们 必须 提 一 下 他 
那个 时 代 的 两 个 事实 , 它们 促进 了 他 的 令 人 惊叹 的 活动 , 帮助 给 他 
的 活动 提供 了 一 个 方向 。 

在 十 八 世 纪 , 大 学 不 是 欧洲 的 主要 研究 中 心 。 要 不 是 由 于 注 
重 古 典 文学 的 传统 和 这 种 传统 对 科学 的 可 以 理解 的 敌意 ， 大 学 本 
来 可 以 比 实际 上 更 快 地 成 为 主要 研究 中 心 。 数 学 与 古典 传统 距离 
较 近 , 因而 受到 尊敬 ， 但 更 近代 的 物理 学 则 受到 怀疑 。 而 且 , 对 当 
时 大 学 的 数学 教授 的 要 求 是 把 主要 和 精力 放 在 初等 数学 上 ; 他 的 研 
究 , 如 果 有 的 话 ， 只 是 一 种 得 不 到 好 处 的 奢侈 ， 恰 如 今天 美国 一 般 
高 等 学 院 的 情形 。 英国 大 学 的 学 术 协 会 会 员 们 要 是 愿意 的 话 ， 可 
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以 作 得 非常 好 。 不 过 ,很 少 有 人 想 做 些 什么 , 他 们 完成 的 (或 未 能 
完成 的 ) 工 作 都 不 能 影响 他 们 的 生计 。 在 这 样 玖 忽 或 者 公开 的 敌 
意 下 , 要 大 学 在 科学 方面 起 主导 作用 , 是 没有 什么 充分 理由 的 , 它 
们 也 确实 没有 起 这 个 作用 。 

起 主导 作用 的 是 由 慷慨 的 或 者 目光 远大 的 统治 者 们 支持 的 各 
种 各 样 的 皇家 科学 院 。 对 于 普鲁士 的 腓 特 烈 大 帝 和 俄国 的 叶 卡 捷 
琳 娜 二 世 的 开明 和 慷慨 ,数学 应 该 感恩 戴 德 。 在 科学 史上 的 一 个 
最 活跃 的 时 期 ， 他 们 使 数学 得 到 整整 一 个 世纪 的 发 展 。 就 欧 拉 来 
说 , 柏林 和 圣彼得堡 对 他 的 数学 创造 提供 了 很 大 的 支持 。 创 造 活动 
的 这 两 个 中 心 , 都 受到 莱 布 尼 兹 的 无 休止 的 野心 的 鼓舞 , 由 莱 布 尼 
效 提出 规划 的 科学 院 给 欧 拉 提 供 了 机 会 ， 使 他 成 为 从 古 到 今 最 多 
产 的 数学 家 ; 所 以 , 在 某 种 意义 上 , 欧 拉 是 莱 布 尼 效 的 后 代 。 

柏林 科学 院 由 于 不 动脑 筋 日 渐 衰 藩 已 有 四 十 年 之 久 ， 欧 拉 在 
腓 特 烈 大 帝 的 鼓励 下 使 它 重 又 恢复 了 活力 ; 彼得 大 帝 未 能 在 有 
生 之 年 按照 莱 布 尼 兹 的 规划 组 建 起 圣彼得堡 科学 院 ， 他 的 后 继 者 
们 坚定 地 把 它 创建 了 起 来 。 

这 些 科 学 院 与 我 们 今天 的 一 些 科 学 院 不 同 ， 今 天 一 些 科学 院 
的 主要 职责 是 对 从 事 有 益 工作 取得 成 绩 的 成 员 给 予 奖 励 。 那 时 的 
且 薪 伟 和 奖金 下 够 一 个 人 和 他 的 全 家 过 相当 每 适 的 生活 。 欧 拉 一 
家 一 度 不 下 十 八 个 人 ， 然 而 他 得 到 的 钱 足够 使 他 们 大 家 都 过 得 不 
错 。 作为 对 十 八 世纪 一 .个 院士 生活 的 诱 人 之 处 的 最 后 一 笔 , 他 
的 孩子 们 (如 果 还 值得 一 提 的 话 ) 可 以 保证 在 世界 上 有 一 个 良好 的 
立足 点 。 

.这 把 我 们 带 到 了 对 欧 拉 写 出 大 量 数学 文章 的 第 二 个 有 支配 力 
的 影响 。 这 些 付 了 钱 的 统治 者 , 除了 抽象 的 文化 以 外 , 他 们 付 钱 自 
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然 还 想得到 其 它 的 东西 。 但 是 必须 强调 指出 , 一旦 这 些 统治 者 们 
从 他 们 的 投资 中 得 到 了 公道 的 回报 ， 他 们 并 不 坚持 要 他 们 的 受 雇 
者 把 剩余 时 间 也 用 在 “生产 性 的 ”劳动 上 ; 欧 拉 、 拉 格 郎 日 和 其 它 一 
些 院 士 们 都 能 按照 自己 的 意愿 自由 地 工作 。 这 些 统治 者 们 也 没有 
施加 任何 明显 的 压力 ， 以 挤 出 一 点 儿 国 家 能 应 用 的 直接 的 实际 结 
果 。 十 八 世纪 的 那 一 代 统 治 者 们 ， 比 今天 指导 许多 研究 机 构 的 人 
更 聪明 , 他 们 只 是 偶尔 提出 他 们 急需 些 什么 , 让 科学 按 自己 的 道路 
发 展 。 他 们 似乎 本 能 地 感觉 到 ， 如 果 时 而 给 出 适当 的 罚 示 ， 所 谓 
“ 纯 ” 研 究 就 会 作为 副产品 抛 出 他 们 想 要 的 实际 东西 。 

对 这 个 一 般 的 说 法 有 一 个 重要 的 例外 ， 它 既 没 有 证 明 也 没有 
否定 这 种 状况 。 事 情 就 是 这 样 凑巧 , 在 欧 拉 那 时 候 , 数学 研究 的 突 
出 问题 , 恰好 也 与 那个 时 代 的 最 实际 的 问题 一 致 , 这 个 问题 就 是 对 
海洋 的 控制 。 航海 技术 超过 所 有 对 手 的 国家 , 不 可 避免 地 要 统治 
海洋 。 但 是 航海 , 说 到 底 , 只 不 过 是 在 离 岸 数 百 英里 的 大 海中 , 精确 
地 确定 自己 所 在 的 位 置 ,并且 要 做 得 比 对 手 们 都 好 ,能够 比 他 们 航 
行 得 更 快 地 到 达 海 战 的 战场 ,这 样 对 他 们 只 有 不 利 。 就 象 大 家 都 
知道 的 , 英国 控制 着 大 海 。 它 能 做 到 这 一 点 , 在 很 大 程度 上 是 由 于 
在 十 八 世 纪 它 的 航海 家 们 完全 能 够 实际 应 用 天 体力 学 中 的 数学 研 
究 。 
这 样 的 应 用 与 欧 拉 有 直接 关系 一 一 如 果 我 们 可 以 稍稍 预计 一 

下 的 话 。 现代 航海 的 莫 基 者 当然 是 牛顿 ,虽然 他 本 人 从 来 没 为 这 

个 问题 伤 过 脑筋 ， 并 且 从 来 没有 (就 目前 所 知 似乎 没有 ) 踏 上 过 一 

条 船 的 甲板 。 在 海上 的 位 置 是 靠 观 察 天 体 (在 真正 赁 想象 的 航海 

中 , 有 时 包括 木星 的 卫星 ) 来 确定 的 ; 牛顿 的 万 有 引力 提出 , 如 果 需 

要 的 话 , 只 要 有 足够 的 耐心 , 行星 的 位 置 和 月 相 能 够 提前 一 个 世纪 
148 计算 出 来 。 在 那 以 后 , 那些 希望 统治 海洋 的 人 就 让 他 们 的 计算 者 
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们 埋头 十 航海 天 文 历 , 哨 出 未 来 位 置 图 表 。 

”在 这 样 的 实际 计划 中 , 月 球 提出 了 一 个 特别 可 恶 的 问题 , 即 根 
据 牛 顿 定律 互相 吸引 的 三 体 问题 。 当 我 们 进入 二 十 世纪 时 , 这 个 
问题 还 要 多 次 出 现 ， 欧 拉 是 为 月 球 问 题 形 成 一 个 可 计算 解 (“ 月 球 
理论 ”) 的 第 一 人 。 所 谓 三 体 , 是 指 月球 、 地 球 和 太阳 。 关 于 这 个 问 
题 , 我 们 在 这 里 能 说 的 不 多 , 我 们 将 留待 后 几 章 再 说 , 但 是 可 以 指 
出 的 是 , 这 个 问题 是 整个 数学 领域 中 最 困难 的 问题 之 一 。 网 拉 没 有 
解决 它 ， 但 是 他 的 近似 计算 方法 (今天 已 被 更 好 的 方法 代替 ) 是 足 
够 实际 的 ， 因 而 一 个 英国 的 计算 者 能 够 用 他 的 方法 为 英国 海军 部 
计算 出 关于 月 相 的 图 表 。 为 此 , 这 个 计算 者 得 到 了 五 千 英 镑 (在 那 
时 是 一 笔 相当 大 的 数目 ), 欧 拉 因为 这 个 方法 得 到 了 三 百 英镑 的 奖 
金 。 2 


莱 奥 纳 昂 "网 拉 是 保罗 * 欧 拉 和 他 的 妻子 玛 格 丽 特 布 律 克 的 
儿子 ， 也 许 是 瑞士 产生 的 最 伟大 的 科学 家 。 他 于 14707 年 4 月 15 
日 出 生 在 巴塞 尔 ,第 二 年 他 的 父母 带 着 他 迁 往 雷 恩 附 近 的 村 子 , 他 
的 父亲 在 那 昌 成 为 加 尔 文教 派 的 牧师 。 保 罗网 拉 曾 经 是 雅 科 布 ， 
伯 努 利 的 学 生 , 他 本 人 就 是 一 个 颇 有 造 讶 的 数学 家 。 这 位 父亲 想 
让 莱 奥 纳 晶 步 他 的 后 侍 , 接替 他 在 乡 和 但 是 幸而 他 犯 
了 一 个 错误 , 教 这 孩子 学 了 数学 。 

年 轻 的 欧 拉 很 举 就 知道 他 要 干 些 什 么 ， 然而 他 蔡 敬 地 顺从 了 
他 的 父亲 , 进 了 巴塞 尔 大 学 学 习 神 学 和 希 伯 来 语 。 他 在 数学 上 取得 
的 明显 进步 引起 了 约翰 . 伯 努 利 的 注意 。 约 得 " 伯 努 利 慷慨 地 每 周 
给 这 个 年 轻 人 单独 授课 一 次 。 欧 拉 为 了 尽 可 能 少 带 问 题 去 见 老 
师 , 把 一 周 的 其 余 时 间 都 用 在 准备 下 一 次 课 上 。 不 久 , 丹尼尔 但 
努 利 和 尼 科 拉 斯 , 伯 努 利 也 注意 到 了 他 的 勤奋 和 突出 的 才能 , 他 们 
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成 了 欧 拉 的 好 朋友 。 

莱 奥 纳 昂 在 1724 年 十 七 岁 时 取得 了 硕士 学 位 , 在 这 以 前 他 被 
允许 自由 发 展 , 但 在 这 时 他 的 父亲 坚持 要 他 放弃 数学 , 把 全 部 时 间 
用 在 神学 上 。 但 是 当 伯 努 利 们 告诉 他 , 他 的 儿子 注定 是 一 个 伟大 的 
数学 家 , 而 不 是 雷 恩 的 牧师 时 , 这 位 父亲 让 步 了 。 虽 然 这 个 预言 实 
现 了 ,但 是 欧 拉 的 早期 宗教 教育 影响 了 他 的 一 生 , 他 从 来 没有 放弃 
一 丁点 儿 他 的 加 尔 文教 派 的 信仰 。 确 实 , 当 他 上 了 年 纪 时 , 他 和 钨 了 
一 个 大 圈子 又 回 到 了 他 父亲 的 召唤 , 他 带领 全 家 作家 庭 祈 社 , 通常 
在 结束 时 作 一 恤 讲 道 。 

欧 拉 在 十 九 岁 时 独立 作出 了 他 的 第 一 项 工作 。 据 说 这 第 一 次 
努力 的 成 果 , 揭露 了 欧 拉 后 来 的 大 部 分 工作 的 力量 和 弱点 。 巴黎 
科学 院 提 出 在 船上 装 桥 杆 的 问题 作为 1727 年 的 授奖 问题 ; 欧 拉 的 
论文 没有 能 赢得 奖金 , 但 是 得 到 了 荣誉 提名 。 他 后 来 十 二 次 赢得 
这 项 奖金 , 弥补 了 这 次 损失 。 这 项 工作 的 力量 在 于 它 所 包含 的 分 
析 一 一 技术 性 的 数学 ; 它 的 弱点 是 距 实际 太 远 , 如 果 它 还 与 实际 有 
关 的 话 。 当 我 们 记 起 关于 并 不 存在 的 瑞士 海军 的 传统 笑话 时 ， 这 
个 弱点 就 不 足 为 奇 了 。 欧 拉 可 能 曾 在 瑞士 的 湖上 看 到 过 一 、 两 只 
小 船 , 但 他 从 来 没有 见 过 一 艘 大船。 他 因为 让 他 的 数学 带 走 了 他 
的 实际 意识 而 受到 过 批评 , 这 些 批评 有 时 是 公正 的 。 对 欧 拉 来 说 , 
物质 世界 只 是 数学 的 一 种 特殊 情况 , 它 本 身 几 乎 没有 什么 意思 ; 要 
是 这 世界 没有 符合 他 的 分 析 , 那 是 世界 出 了 毛病 。 

欧 拉 知 道 自己 是 个 天 生 的 数学 家 , 便 申 请 巴塞 尔 的 教授 职位 。 
他 没有 得 到 这 个 职位 , 全 继续 学 习 ， 在 圣彼得堡 与 丹尼尔 . 伯 努 利 
和 和 尼 科 拉 斯 * 伯 努 利 会 合 的 希望 , 使 他 振作 了 起 来 。 他 们 慷慨 地 提 


议 给 欧 拉 在 圣彼得堡 谋 一 个 职位 ， 并 且 一 直 与 他 保持 经 常 通信 。 


欧 拉 在 他 事业 的 这 个 阶段 ， 似 乎 对 他 自己 应 该 做 些 什么 莫名 
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其 妙 地 无 所 谓 , 只 要 是 与 科学 有 关 的 就 行 。 当 伯 努 利 们 的 信 上 说 
到 , 在 圣彼得堡 科学 院 的 医学 部 可 能 有 一 个 空位 子 , 欧 拉 在 巴塞 尔 
就 一 头 扎 进 生理 学 , 并 听 了 医学 讲座 。 但 是 甚至 在 这 个 领域 , 他 也 
不 能 摆脱 数学 ; 耳 杀 的 生理 学 使 他 联想 到 对 声音 的 数学 研究 , 这 又 
扩展 到 对 波 的 传播 的 另 一 项 数学 研究 , 等 等 一 -这 项 早期 的 研究 ， 
在 欧 拉 一 生 中 就 象 一 棵 树 在 恶 梦 中 疯长 那样 不 断 扩大 范围 。 

伯 努 利 们 是 动作 很 快 的 人 。 欧 拉 在 1727 年 收 到 了 去 圣彼得堡 
的 邀请 ， 名 义 上 是 作为 科学 院 医学 部 的 成 员 。 这 个 科学 院 有 一 项 . 
聪明 的 规定 ， 责 成 每 一 个 外 来 成 员 带 两 个 学 生 一 一 实际 上 是 需要 
训练 的 初学 者 。 可 怜 的 欧 拉 的 喜悦 很 快 就 破灭 了 。 就 在 他 路 上 俄 
国土 地 的 那 一 天 , 开明 的 叶 卡 捷 琳 娜 一 世 去 世 了 。 

叶 卡 捷 琳 娜 在 成 为 彼得 大 帝 的 妻子 之 前 是 他 的 情妇 ， 她 似乎 
是 一 个 在 许多 方面 都 很 开明 的 女人 , 正 是 她 , 在 她 仅仅 两 年 的 在 位 
期 间 , 实 现 了 彼得 建立 科学 院 的 愿望 。 叶 卡 捷 琳 娜 去 世 后 ,在 年 幼 的 
沙皇 未 成 年 期 间 , 权力 旁落 到 一 个 异常 残忍 的 小 集团 手 里 (年 幼 的 
沙皇 在 开始 自己 的 统治 前 就 死 了 , 也许 这 对 他 自己 倒是 幸运 的 事 )。 
俄国 的 新 统治 者 们 把 科学 院 看 做 可 有 可 无 的 奢侈 品 ， 在 令 人 焦急 
的 几 个 月 中 , 他 们 考虑 着 取消 它 , 遗 返 所 有 的 外 国 成 员 。 这 就 是 欧 
拉 到 达 圣 彼得 堡 时 的 局 面 ,在 混乱 中 ,对 他 要 担任 的 医学 位 置 没 人 
管 了 ,网 拉 在 绝望 中 几乎 要 接受 一 个 海军 上 尉 的 职务 , 后 来 他 渔 进 
了 数学 部 。 

在 这 以 后 情况 变 好 了 , 网 拉 也 就 安定 下 来 专心 工作 。 他 埋头 
于 工作 之 中 朵 六 年 之 久 , 这 不 全 是 因为 他 完全 沉浸 在 数学 中 , 部 分 
原因 是 到 处 都 有 奸诈 的 告密 者 , 他 不 敢 过 正常 的 社交 生活 。 

1733 年 ,丹尼尔 , 伯 努 利 厌 倦 了 令 人 生 屋 的 俄国 , 回 自 由 的 瑞 
士 去 了 。 而 欧 拉 , 在 二 十 六 岁 时 踏 上 了 科学 院 的 主要 数学 位 置 。 欧 
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拉 觉 得 他 终生 都 得 条 在 圣彼得堡 了 ,他 决定 结婚 , 定居 下 来 , 随 过 
而 安 . 他 的 夫人 大 叫 凯 塞 琳 娜 , 是 彼得 大 帝 带 回 俄 国 的 画师 格 塞 尔 的 
女儿 。 政 治 形势 变 得 更 恶劣 了 , 欧 拉 比 以 往 更 强烈 地 渴望 逃跑 。 但 
是 随 着 一 个 又 一 个 孩子 的 迅速 到 来 ， 欧 拉 感 到 他 被 挫 得 比 以 前 更 
紧 了 ,， 于 是 在 不 停 的 工作 中 寻求 昧 藉 。 一 些 传记 作者 把 欧 拉 的 无 
与 丐 敌 的 多 产 归 之 于 他 在 俄国 的 这 第 一 次 居留 ， 应 有 的 并 慎 迫 使 


”他 养 成 了 一 种 牢 不 可 破 的 勤奋 的 习惯 、 


.46 


欧 拉 是 几 个 能 在 任何 地 方 、 任 何 条 件 下 工作 的 大 数学 家 中 的 
一 个 。 他 非常 喜欢 孩子 (他 自己 有 十 三 个 孩子 , 除了 五 个 以 外 ,其 
余 的 都 在 幼年 时 天 折 ), 他 常常 怀抱 着 一 个 婴儿 写作 他 的 论文 ， 同 
时 各 大 一 点 的 孩子 们 在 他 周围 嬉戏 着 。 他 写作 最 困难 的 数学 论文 
的 那 种 轻松 自如 是 令 人 难以 置信 的 。 

关于 他 的 不 断 涌 出 的 思想 ,有 许多 传说 流传 至 今 。 有 些 无 疑 
是 夸大 其 词 ， 但 是 据说 在 家 人 两 次 叫 他 吃饭 的 半 小 时 左右 的 间隔 
中 , 他 就 能 草 就 一 篇 数学 文章 。 一 篇 文章 一 完成 就 放 在 不 断 增 长 
的 一 堆 文 章 的 最 上 面 ,等 着 印刷 工 来 取 走 。 当 科 学 院 的 学 报 需 要 
材料 时 , 印刷 工 就 从 这 一 堆 文章 的 最 上 面 拿 走 一 操 。 于 是 就 出 现 了 
这 样 的 情形 ,出 版 日 期 的 先后 经 常 与 写作 日 期 的 先后 相反 。 欧 拉 
有 一 个 习惯 ,为 了 和 阐明 或 扩展 他 已 经 做 过 的 工作 , 他 多 次 回 到 同一 
个 题目 上 来 , 这 种 习惯 更 加 剧 了 这 种 古怪 的 情形 ， 以 至 有 时 候 ， 关 
于 某 一 个 论题 的 一 系列 文章 的 出 版 顺序 与 写作 顺序 是 颠倒 的 。 

年 幼 的 沙皇 死 后 ， 安 娜 - 伊 万 诺 夫 娜 (彼得 的 侄女 ) 在 1730 年 
成 为 女皇 , 就 科学 院 而 言 , 情形 大 大 变 好 了 。 但 是 在 矢 娜 的 情夫 欧 
内 斯 特 . 若 阿 .德比 隆 的 间接 统治 下 , 俄国 遭受 了 它 历史 上 的 一 段 
最 血 哩 的 恐 侯 统治 。 欧 拉 不 声 不 响 地 专心 致 志 于 他 的 工作 ,这样 
持续 了 十 年 之 入。 在 这 中 间 他 遭 到 了 他 的 第 一 次 大 不 幸 。 他 决心 
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赢得 一 项 关于 天 文学 问题 的 巴黎 大 奖 ， 几 个 主要 的 数学 家 几 个 月 
以 来 都 在 要 求解 答 这 个 问题 。( 由 于 同一 个 问题 在 与 高 斯 有 关 的 
部 分 还 要 出 现 , 我 们 不 在 这 里 叙述 它 。) 欧 拉 用 了 三 天 时 间 就 解决 
了 这 个 问题 ,但 是 持续 的 努力 引起 了 一 场 疾病 ， 他 因此 失去 了 右 眼 
的 视力 。 - 

.应 该 提 到 的 是 ， 现 代 考 证 已 经 表明 ， 天 文学 问题 无 论 如 何 对 
欧 拉 的 眼睛 失明 没有 责任 。 这 种 考证 在 使 数学 史上 所 有 的 奇闻 轶 
事 遭 到 怀 帮 方面 起 了 很 大 作用 。 但 是 学 究 气 的 批评 家 们 (或 任何 
其 它 人 ) 怎 样 会 知道 这 么 多 关于 所 谓 的 因果 律 的 东西 呢 , 这 个 秘密 
得 要 大 卫 . 休 席 ( 欧 拉 的 同 代 人 ) 的 在 天 之 灵 去 解决 了 。- 尽 管 有 这 
个 告 诚 ,我 们 还 是 再 讲述 一 次 欧 拉 与 无 神 论 的 (或 者 也 许 只 是 泛 神 
论 的 ) 法 国 哲 学 家 德 尼 . 狄 德 罗 C1713 一 1784) 的 著名 故事 。 这 里 我 
们 稍稍 偏离 了 编 年 史 顺 序 ， 因 为 这 件 事 发 生 在 欧 拉 第 二 次 居留 俄 
国 期 间 。 

叶 卡 捷 琳 娜 女皇 邀请 狄 德 罗 访 问 她 的 富 廷 ， 狄 德 罗 试图 通过 
使 朝臣 们 改 信 无 神 论 来 表明 他 是 值得 被 邀请 的 。 叶 卡 捷 琳 娜 厌烦 
了 , 她 命令 欧 拉 去 让 这 个 只 会 空谈 的 哲学 家 闭 嘴 。 这 倒 容易 , 因为 
狄 德 罗 对 数学 一 无 所 知 。 德 : :摩根 叙述 了 事情 的 经 过 ( 见 他 的 经 典 
著作 < 悖 论 汇编 >, 1872),“ 狄 德 罗 被 告知 ,一 个 有 学 问 的 数学 家 用 代 
数 证 明了 上 帝 的 存在 , 要 是 他 想 听 的 话 , 这 位 数学 家 将 当 着 所 有 朝 
臣 的 面 给 出 这 个 证 明 。 狄 德 罗 高 兴 地 同意 了 。……… 欧 拉 朝 狄 德 罗 
走 去 , 用 一 种 非常 肯定 的 语调 一 本 正经 地 说 : 


“先生 , 《二 一 一 ,因此 上 帝 存 在 ， 回答 1” 


对 多 德 罗 来 说 这 听 起 来 好 象 有 点 道理 。 他 困 瑟 得 不 知道 说 
什么 好 ,周围 的 人 报 以 纵 声 大 每, 使 这 个 可 怜 的 人 觉得 受 了 着 辱 ,他 
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请 求 叶 卡 捷 琳 娜 允许 他 立即 返回 法 国 。 她 神态 自若 地 同意 了 。 

欧 拉 不 甘于 这 件 杰 作 ， 他 极为 认真 又 极为 热忱 地 用 严肃 认真 
的 证 明 去 画蛇添足 ， 一 本 正经 的 去 证 明 上 帝 存 在 和 灵 瑶 并 非 物质 
的 实体 。 据 传 , 这 两 个 证 明 编 进 了 他 那个 时 代 关 于 神学 的 专 论 。 这 
些 也 许 是 他 的 天 才 在 数学 上 不 切实 际 一 面 的 最 精采 的 例子 。. 

在 欧 拉 留 居 俄国 期 间 , 仅仅 数学 还 不 足以 占据 他 的 全 部 精力 。 
无 论 什 么 地 方 要 求 他 把 他 的 数学 天 才 用 到 与 纯 数学 相去 不 太 远 的 
方面 , 他 总 是 给 政府 以 值得 他 们 付出 的 代价 的 东西 。 欧 拉 为 俄国 
学 校 编写 初等 数学 教科 书 ， 监 督 政府 的 地 质 部 门 ， 帮 助 改 革 度量 
衡 , 设计 检验 税率 的 有 效 方 法 ; 这 些 只 是 他 的 一 部 分 活动 。 不 论 欧 
拉 做 多 少 额外 的 工作 , 他 都 继续 倾吐 出 数学 成 果 。 

他 在 这 个 时 期 的 一 部 最 重要 的 著作 , 是 1736 年 关于 力学 的 论 
文 。 注意 ,发表 的 日 期 只 差 一 年 就 是 笛 卡 儿 发 表 解析 几何 整整 一 
个 世纪 。 欧 拉 的 论文 对 于 力学 就 象 笛 卡 儿 的 论著 之 于 几何 一 -把 
它 从 假设 论证 的 虎 绊 中 解放 出 来 , 并 把 它 分 析 化 。 阿 基 米 德 有 可 
能 写 出 牛顿 的 《原理 »; 但 是 任何 希腊 人 也 不 可 能 写 出 欧 拉 的 力学 。 
微 积分 学 的 全 部 力量 第 一 次 支配 了 力学 ， 这 门 基础 科学 的 现代 纪 
元 开始 了 。 欧 拉 的 朋友 拉 格 朗 日 要 在 这 个 方面 超过 他 , 但 是 迈 出 
决定 性 的 一 步 的 荣誉 归于 欧 拉 。 





1740 年 安娜 去 世 ,俄国 政府 变 得 更 为 开明 ， 但 是 欧 拉 已 经 厌 
倦 了 ， 他 很 高 兴 地 接受 了 腓 特 烈 大 帝 请 他 作 柏 林 科学 院 院 士 的 邀 
请 。 皇 太后 很 喜欢 欧 拉 , 试 着 要 逗 引 他 谈话 。 但 是 她 得 到 的 只 是 
冷淡 的 是 或 者 不 是 。 

“为 什么 你 不 愿意 跟 我 说 话 呢 ? 她 问 。 

“夫人 ， 欧 拉 回 答 , “我 是 从 那样 一 个 国家 来 的 , 在 那里 要 是 你 
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说 话 , 你 就 会 被 册 死 。 

他 一 生 接 下 来 的 二 十 四 年 是 在 柏林 度 过 的 ， 但 过 得 并 不 很 愉 
快 ， 因 为 腓 特 烈 大 帝 不 喜欢 单纯 的 欧 拉 ， 宁 愿 要 一 个 拍马屁 的 朝 
臣 。 虽然 腓 特 烈 感到 促进 数学 的 发 展 是 他 的 责任 ,可 他 厌恶 这 门 
学 科 , 因为 他 自己 的 数学 很 鉴 和 脚 。 但 是 他 很 欣赏 欧 拉 的 才干 , 足以 
用 它们 来 解决 实际 问题 一 一 造 币 , 修 水 梁 , 开掘 运河 ， 制 定年 金 制 
度 , 以 及 其 它 。 

俄国 从 来 没有 完全 放弃 败 拉 ， 甚至 当 他 在 柏林 期 间 , 也 付 给 他 
部 分 薪 伴 。 尽 管 欧 拉 要 负担 一 大 家 人 , 但 是 他 是 富有 的 , 除了 在 柏 
林 的 住宅 以 外 , 他 还 拥有 在 夏 洛 腾 堡 的 一 个 农场 。 在 1760 年 俄国 人 
入 侵 , 进犯 勃 兰 登 堡 边境 提 间 , 欧 拉 的 农庄 遭 到 抢劫 。 俄 国 将 平声 
称 他 “不 是 对 科学 作战 ， 给 予 欧 拉 大 大 多 于 实际 损失 的 赔偿 。 当 
伊丽莎白 女皇 听 说 了 欧 拉 的 损失 时 ， 她 除了 丰厚 地 赔偿 了 他 的 损 
失 外 , 又 加 上 一 笔 数目 可 观 的 款项 。 

欧 拉 在 腓 特 烈 的 朝廷 里 不 受 欢迎 的 原因 之 一 是 ， 他 没有 能 力 
避 开 关于 他 一 无 所 知 的 哲学 问题 的 辩论 。 伏 尔 泰 花 了 大 量 时 间 拍 
腓 特 烈 的 马 屁 ， 他 和 其 他 一 些 围 着 腓 特 烈 转 的 善于 咬文嚼字 的 家 
伙 们 ， 以 用 玄学 的 圈套 缚 住 可 怜 的 欧 拉 取乐 。 欧 拉 好 脾气 地 忍 
耐 了 这 一 切 ， 和 其 他 人 一 起 大 声 取 笑 着 他 自己 的 荒 证 的 错误 。 但 
是 腓 特 烈 渐渐 生气 了 ， 他 要 物色 一 OR 
他 的 科学 院 和 取悦 他 的 朝廷 。 

达 朗 贝尔 (我 们 将 在 后 面谈 到 他 ) 应 邀 来 到 柏林 ， 审 察 这 个 局 
面 。 他 和 欧 拉 由 于 数学 上 的 争论 有 过 一 点 儿 芥 蒂 , 但 是 达 朗 贝尔 不 
是 一 个 让 个 人 意气 影响 自己 的 判断 的 人 , 他 醒 直 地 告诉 腓 特 烈 , 把 
任何 其 他 数学 家 置 于 欧 拉 之 上 都 是 一 种 不 当 的 行为 。 可 这 只 是 使 
腓 特 烈 比 以 前 更 加 顽固 ,更 加 生气 ,情况 变 得 使 哆 拉 难 以 忍受 了 。 他 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


179 娄 学 铺 英 


感到 他 的 儿子 在 普鲁士 不 会 有 出 路 。 五 十 九 岁 那 一 年 (1766 年 ), 他 
在 叶 卡 捷 琳 娜 女皇 的 热情 邀请 下 ,再 次 打点 起 行 装 , 迁 回 圣 彼得 堡 。 

叶 卡 捷 琳 娜 以 王室 的 规格 接待 这 个 数学 家 ， 拨 给 他 和 他 的 十 
八 个 家 人 一 栋 家 具 齐 全 的 房子 , 并 派 她 自己 的 一 个 厨子 去 管 腾 食 。 

正 是 在 这 个 时 期 , 欧 拉 开始 失去 他 剩 下 的 那 只 眼睛 的 视力 (由 
于 白内障 ), 不 久 他 就 完全 失明 了 。 他 的 视力 的 不 断 恶 化 在 拉 格 朗 
日 、 达 朗 贝 尔 和 那 时 的 其 他 主要 数学 家 的 通信 中 引起 了 惊讶 和 同 
情 。 网 拉 本 人 却 对 迫近 的 失明 处 之 泰然 。 毫 无 疑问 ,他 强烈 的 宗 
教 信仰 帮助 他 面 对 了 将 要 到 来 的 一 切 。 但 是 他 并 没有 让 自己 < 顺 
从 ”沉默 和 黑暗 。 他 立即 着 手 弥 补 这 个 不 可 弥补 的 损失 。 在 完全 
失明 以 前 ， 他 已 经 使 自己 习惯 于 用 粉笔 把 公式 写 在 一 块 很 大 的 石 
板 上 。 然 后 , 他 的 儿子 (主要 是 阿尔 贝 ) 把 它们 抄 下 来 , 他 再 口述 一 
些 对 公式 的 说 明 。 他 的 数学 生产 率 没有 降低 , 反而 提高 了 。 

欧 拉 一 生 幸 而 具有 非凡 的 记忆 力 。 他 能 背诵 维 吉尔 的 < 伊 尼 
特 >»D， 并且 尽管 他 成 年 后 很 少 看 这 本 书 , 他 总 能 说 出 在 他 那 本 书 
上 的 任何 一 页 的 第 一 行 和 最 后 一 行 。 他 既 车 视觉 记忆 又 靠 听 觉 记 
忆 .“ 他 还 有 惊人 的 心算 的 本 领 , 不仅 心算 算术 类 型 的 问题 , 也 心算 
高 等 代数 和 微 积分 学 中 要 求 的 更 困难 的 问题 。 他 那个 时 代 整 个 数 
学 领域 中 的 全 部 主要 公式 ,都 精确 地 贮藏 在 他 的 记忆 中 。 

作为 他 记忆 力 的 一 个 例子 ， 孔 多 塞 讲述 了 欧 拉 的 两 个 学 生 怎 
样 把 一 个 复杂 的 收敛 级 数 的 和 (对 于 变量 的 特殊 值 ) 计 算 到 第 十 七 
项 ， 员 是 在 结果 的 第 五 十 位 数 上 有 一 个 数 不 -- 致 。 为 了 确定 娜 一 
个 结果 是 对 的 , 欧 拉 用 心算 作出 了 全 部 运算 ; 他 的 答案 被 证 明 是 正 
确 的 。 所 有 这 些 现在 都 在 帮助 他 了 , 失明 允 他 并 不 是 太 大 的 问题 。 


Q < 伊 尼 特 (Aeneid)， 古 罗马 诗人 维 吉 尔 的 著名 史诗 , 共 十 二 卷 , 约 一 万 二 千 
行 。 叙 述 特洛伊 失陷 后 , 王子 伊 尼 斯 的 禄 险 事 迹 。 一 一 译 者 
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但 是 即便 如 此 ， 在 他 十 七 年 失明 期 间 ， 有 一 项 功绩 也 几乎 是 令 人 
难以 置信 的 。 唯一 曾 使 牛顿 头痛 的 问 
题 一 一 在 欧 拉 手 里 第 一 次 被 彻底 征服 了 。 全 部 复杂 的 分 析 都 是 他 
在 心里 做 出 来 的 。 

欧 拉 回 到 圣彼得堡 五 年 以 后 , 另 一 次 灾难 降临 到 他 的 头 上 。 在 
1771 年 的 大 火 中 , 他 的 房子 连同 它 里 面 的 全 部 陈设 都 烧 光 了 ， 只 
是 靠 了 他 的 瑞士 仆人 (彼得 " 格 里 姆 , 或 格 里 蒙 ) 的 勇敢 举止 , 欧 拉 
才 远 脱 性 命 。 格 里 姆 祖 着 生命 危险 把 他 的 又 睹 又 病 的 主人 从 大 火 
中 带 到 了 安全 地 带 。 图 书馆 也 烧 了 , 但 是 幸亏 奥 尔 洛 夫 伯 珊 出 力 ， 
欧 拉 的 全 部 手稿 都 抢救 了 出 来 。 叶 卡 捷 琳 娜 女皇 马上 补偿 了 全 部 
损失 , 欧 拉 很 快 又 回 到 工作 上 了 。 

1776 年 ( 当 他 六 十 九 岁 时 ) 哆 拉 蒙 受 了 更 大 的 损失 , 他 的 妻子 
死 了 。 第 二 年 他 又 结 了 婚 。 他 的 第 二 个 妻子 扎 洛 梅 " 阿 比 盖 尔 。 
格 塞 尔 ， 是 他 前 妻 的 同 父 异 母 的 姊妹 。 他 的 最 大 的 悲剧 在 于 恢复 
左 眼 一 一 唯一 有 点 儿 和 希望 的 眼睛 一 一 视力 的 手术 失败 了 (也 许 是 
由 于 外 科 医 师 的 粗心 大 意 )。 手 术 是 “成 功 的 ， 欧 拉 高 兴 得 无 以 复 
加 。 但 是 不 入 刀口 感染 了 , 在 他 形容 为 可 人 他 重 
又 陷入 黑暗 。 











回顾 欧 拉 的 巨大 的 工作 量 ,我们 可 能 在 初 看 时 会 倾向 于 认为 ， 

任何 有 才能 的 人 都 能 够 几乎 象 欧 拉 那 样 轻松 地 做 出 其 中 的 一 大 部 
分。 但 是 仔细 检查 := 下 今天 存在 的 数学 , 很 快 就 会 纠正 我 们 的 错 
误 想 法 。 因为 当 我 们 考虑 到 现在 我 们 掌握 的 各 种 方法 的 力量 ， 数 
学 及 其 从 林 般 的 理论 的 目前 状况 ,并 不 比 欧 拉面 对 的 状况 更 复杂 。 
数学 渴 记 着 第 二 个 网 拉 。 他 在 他 那个 时 代 ， 系 统 化 并 统一 了 乱 堆 
着 不 完全 的 结果 和 孤立 的 定理 的 广阔 领域 ， 用 他 那 分 析 方法 的 挥 
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酒 自如 的 力量 清理 了 基础 , 把 有 价值 的 东西 收集 在 一 起 。 甚至 今 


天 在 大 学 数学 课程 中 学 习 的 许多 东西 ， 实 际 上 也 处 在 欧 拉 留 下 的 
状态 一 一 例如 , 从 一 般 的 二 次 方程 的 统一 观点 , 讨论 在 三 维 空间 中 
的 圆锥 截 线 和 二 次 曲面 , 就 是 欧 拉 的 。 再 有 , 年 金 问题 及 由 它 产 生 
的 一 切 ( 保 险 、 养 老 金 , 等 等 ), 也 是 由 欧 拉 整顿 成 现在 学 习 “ 投 资 的 
数学 理论 的 学 生 们 熟悉 的 状况 的 。 

欧 拉 作 为 一 个 通过 他 的 著作 与 学 生 见 面 的 教师 ， 取 得 了 伟大 
而 直接 的 成 功 , 正如 阿拉 哥 指 出 的 , 他 成 功 的 原因 之 一 是 他 绝 不 妄 
自尊 大 。 如 果 需 要 一 些 相对 来 说 真正 价值 较 低 的 著作 ,来 澄清 较 
早 的 和 给 人 以 更 深刻 印象 的 著作 ， 欧 拉 就 毫 不 犹 殉 地 把 它们 写 出 
来 。 他 不 害怕 降低 他 的 名 声 。 

其 至 在 创造 方面 , 欧 拉 也 把 教授 与 发 现 结合 在 一 起 。 他 在 
1748 年 .1755 年 和 1768 一 1770 年 所 著 关 于 微 积分 学 的 伟大 论著 
(无 穷 小 分 析 引 论 >, < 微分 学 原理 >，< 积 分 学 原理 >), 立即 就 成 了 
经 典 著作 , 并 且 在 四 分 之 三 个 世纪 中 , 继续 鼓舞 着 想 要 成 为 大 数学 
家 的 年 轻 人 。 但是, 正 是 在 他 的 关于 变 分 法 的 著作 (< 寻求 具有 某 
种 极 大 或 极 小 性 质 的 曲线 的 技巧 ?，1744 年 出 版 ) 中 ， 欧 拉 第 一 次 
显示 出 他 自己 是 第 一 流 的 数学 家 。 这 个 题目 的 重要 性 已 经 在 前 面 
几 章 中 指出 过 了 。 

当 欧 拉 把 力学 分 析 化 时 ， 他 向 前 迈 出 的 伟大 的 一 步 已 经 陈述 
过 了 ; 我们 上 只 引证 这 个 进展 的 一 个 细节 , 即 学 习 刚 体力 学 的 学 生 们 
都 熟悉 欧 拉 对 转动 的 分 析 。 分 析 力 学 是 纯 数 学 的 一 个 分 支 , 因而 
欧 拉 在 此 处 并 不 象 他 在 其 它 一 些 偏 于 实际 的 工作 中 那样 ， 一 有 机 
会 就 想 要 越 出 常 轨 ， 跑 出 纯 计 算 的 无 圾 的 领域 。 欧 拉 的 同 代 人 对 
他 的 工作 最 严厉 的 批评 是 ， 他 只 为 美妙 的 分 析 而 计算 的 挤 制 不 住 
的 冲动 。 他 有 时 可 能 对 他 试图 转化 成 计算 的 物理 情形 缺乏 充分 的 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 九 章 分 析 的 化 身 175 


一 一 


了 解 ,不 知道 它们 是 怎么 回 事 。 不 过 , 今天 用 在 流体 力学 中 的 流体 
运动 的 基本 方程 是 欧 拉 的 。 当 实 际 问 题 值得 他 费 神 时 , 他 是 能 够 
很 实际 的 。 

欧 拉 的 分 析 的 一 个 特点 , 必须 在 这 里 顺便 提 一 下 , 因为 十 九 世 
纪 数 学 的 一 个 主要 趋势 与 它 有 很 大 关系 。 这 就 是 他 认识 到 ,除非 
一 个 无 穷 级 数 是 收敛 的 , 否则 使 用 它 是 不 可 靠 的 。 例 如 , 通过 长 除 
法 我 们 发 现 


1 i 1 1i 于 
FE 


级 数 无 限 地 继续 下 去 。 这 里 让 2 一 却 , 那么 ， 
一 2 一 2 十 2 十 笃 十 到 十 
二 2 十 4 十 8 十 16 十 …… 
对 收敛 的 研究 (将 在 高 斯 那 一 章 中 讨论 ) 给 我 们 揭示 了 如 何 避 
免 象 这 样 荒唐 的 事情 。( 也 见 柯 西 那 一 章 。) 奇 怪 的 是 , 尽管 欧 拉 了 
解 到 了 处 理 无 限 过 程 必 须 慎重 行事 ， 他 在 他 自己 的 许多 工作 中 却 
没有 遵守 这 条 规则 。 他 对 分 析 的 信心 是 如 此 之 大 ， 以 至 他 有 时 候 
会 找 出 一 个 荒 雇 的 “解释 ”来 使 一 件 显 然 蘑 唐 的 事情 站 得 住 脚 。 
但 是 这 一 切 都 说 过 以 后 , 我 们 还 必须 补充 , 就 欧 拉 作出 的 具有 
头等 重要 意义 的 正确 而 新 奇 的 大 多 数 工 作 而 言 ， 很 少 有 人 能 与 他 
匹敌 或 接近 他 的 成 就 。 那 些 豆 欢 算术 一 一 也 许 不 是 一 个 很 < 重要” 
的 科目 一 一 的 人 会 提议 在 丢 番 图 分 析 中 ， 给 网 拉 一 个 与 费 马 和 备 
悉 图 本 人 修 戴 的 同样 大 小 、 同 等 鲜艳 的 荣誉 册 章 。 欧 拉 是 数学 通才 
中 的 第 一 个 , 也 许 是 最 伟大 的 一 个 。 
他 不 仅 只 是 一 个 狭隘 的 数学 家 : 在 文学 和 科学 的 各 个 方面 , 包 
括 生物 学 方面 , 他 至 少 是 知识 渊博 的 。 但 是 即使 在 他 欣赏 < 伊 尼 特 ? 
的 时 候 ， 他 也 禁不住 会 看 出 一 个 要 他 的 数学 天 才 去 解决 的 问题 。 
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一 一 


“ 锚 抛 下 去 ,飞驰 的 船 停 住 了 ”。 这 句 诗 使 他 着 手 研 究 船 在 这 种 情 
况 下 的 运动 。 他 的 无 所 不 在 的 好 奇 心 一 度 甚至 大 下 了 占星 术 , 但 
是 他 表明 了 他 并 没有 消化 占星 术 , 在 1740 年 当 他 被 命令 以 占星 术 
给 伊 万 王子 算命 时 ,他 有 礼 狐 地 拒绝 了 , 指出 算命 属于 宫廷 天 文学 
家 的 职权 范围 。 可 怜 的 天 文学 家 不 得 不 去 做 这 件 事 。 

欧 拉 在 柏林 期 间 的 一 项 工作 表明 , 他 是 一 个 文笔 优雅 (虽然 多 
少 有 点 过 于 虔诚 ) 的 作家 ， 这 就 是 脸 和 痰 人 口 的 致 一 位 德国 公主 的 
信 », 这 是 为 了 给 腓 特 烈 的 侄女 安 哈 尔 特 - 德 苏 公 主讲 授 关于 力学 、 
物理 光学 、 天 文学 、 声 学 等 课程 而 写 的 。 这 些 著 名 的 信 极 受 欢迎 
汇集 成 书后 以 七 种 文字 广 为 流 传 。 公 众 对 科学 的 兴趣 并 不 象 我 们 
有 时 喜欢 想象 的 那样, 是 最 近 才 发 展 起 来 的 。 

欧 拉 直到 他 临终 的 那 一 刻 仍然 神志 清醒 .思想 敏捷 , 他 享年 七 
十 七 岁 , 于 1783 年 9 月 18 日 去 世 。 那天 下 午 他 以 计算 气球 上 逢 
的 规律 消 遗 一 一 象 通常 一 样 , 在 他 的 石板 上 计算 , 然后 他 和 莱克 守 
尔 及 家 人 一 起 吃 晚饭 。“ 赫 谢 耳 的 @ 的 行星 (天王 星 ) 是 新 近 发 现 
的 , 欧 拉 略 述 了 对 它 的 轨道 的 计算 。 过 了 -会 儿 ,他 让 把 他 的 孙子 带 
进来 。 在 与 孩子 玩 和 喝 茶 的 时 候 ， 欧 拉 突 然 中 风 。 烟斗 从 他 的 手 
里 掉 了 下 来 ， 他 说 了 一 名 “我 死 了 , ”< 欧 拉 终 止 了 生命 和 计算 .>@ 


@ 赫 谢 尔 (Hersachel,1738 一 1833)， 英 国 天 文学 家 ， 天 王 星 的 发 现 者 。- 主 
者 
@。 引文 出 自 康 多 于 的 狗 美 矢 。 
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第 十 章 一 座高 答 的 金字 塔 
拉 格 朋 日 


我 不 知道 。 
一 一 J. 工 . 拉 格 朗 日 

“ 拉 格 朗 日 是 数学 科学 高 笃 的 金字 塔 。” 这 是 拿破仑 . 波 拿 巴 对 

十 八 世 纪 最 伟大 、 最 谦虚 的 数学 家 约瑟夫 -路 易 , 拉 格 朗 日 (1736 一 

1813) 经 过 其 酌 的 评价 , 拿破仑 让 拉 格 朗 日 当 上 了 参议 员 , 帝国 伯 

四， 并 授予 他 荣誉 军团 二 级 助 章 。 撤 丁 岛 的 国王 和 腓 特 烈 大 帝 也 
给 过 拉 格 朗 日 荣誉 , 但 是 没有 称 帝 的 拿破仑 那样 恢 慨 。 

拉 格 朗 日 身上 混合 着 法 国 和 意大利 的 血统 , 法 国 血统 居多 。 他 

的 祖父 是 一 个 法 国 骑兵 队 的 队长 , 曾经 为 撤 丁 岛 的 国王 查理 - 伊 晶 
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努 尔 二 世 服 务 , 他 在 都 灵 定 居 下 来 以 后 , 与 著名 的 孔 蒂 家 族 联 姻 。 
拉 格 朗 日 的 父亲 一 度 任 撤 丁 岛 的 陆军 部 司库 ， 他 与 坎 比 亚 诺 一 个 
富有 的 医生 的 独生女 玛丽 - 泰 雷 斯 * 格 罗斯 结婚 ， 并 和 她 生 了 十 一 
个 孩子 。 在 这 许多 子女 中 , 只 有 最 小 的 约瑟夫 ,路 易 ， 出 生 于 1736 
年 1 月 25 日 , 没有 在 褪 宰 中 天 折 。 这 位 父亲 是 富有 的 ,这 是 靠 了 
他 自己 和 妻子 双方 的 继承 权 。 但 是 他 也 是 一 个 不 可 救 药 的 投机 
者 , 到 他 的 儿子 准备 继承 家 产 的 时 候 , 已 经 没有 什么 好 继承 的 了 。 
拉 格 朗 日 后 来 把 这 个 灾难 看 做 是 在 他 身上 发 生 的 最 幸运 的 事 : “要 
是 我 继承 了 一 笔 财 产 , 我 也 许 就 不 会 与 数学 共 命 运 了 。” 

拉 格 朗 日 上 学 以 后 ,最初 的 兴趣 是 在 古典 文学 , 他 对 数学 产生 
热情 多 少 有 点 儿 出 自 偶然 。 与 他 学 习 古 典 文学 一 致 ， 他 最 早熟 悉 
的 是 欧 几 里 得 和 阿 基 米 德 的 几何 著作 。 这 些 似乎 并 没有 给 他 留 下 
多 少 印象 ， 后 来 , 哈雷 (牛顿 的 朋友 ) 写 的 一 篇 称赞 微 积分 学 比 希 
背 人 的 综合 几何 方法 优越 的 文章 , 落 到 了 年 轻 的 拉 格 朗 日 手 里 。 他 
被 迷 住 了 , 改变 了 。 在 短 得 令 人 难以 置信 的 时 间 内 , 他 就 完全 靠 自 
学 掌握 了 他 那 时 的 现代 分 析 。 十 六 岁 时 (根据 达 朗 贝尔 的 看 法 , 时 
间 可 能 不 太 准 确 ), 拉 格 朗 日 成 了 在 都 灵 的 皇家 炮兵 学 院 的 数学 教 
授 。 然 后 开始 了 数学 史上 最 光辉 的 经 历 之 一 。 

拉 格 朗 日 从 一 开始 就 是 一 个 分 析 学 者 ， 他 从 来 也 不 是 几何 学 


”者 。 在 他 身上 , 我 们 看 到 了 在 数学 研究 中 几乎 要 成 为 必需 的 那 种 


专门 化 的 第 一 个 突出 的 例子 。 拉 格 朗 日 对 分 析 学 的 偏爱 在 他 的 
杰作 <¢Mécanique analytique» (分析 力学 ) 中 强烈 地 表现 了 出 来 ， 
这 部 杰作 是 他 作为 一 个 十 九 岁 的 少年 在 都 灵 设想 出 来 的 ， 但 是 只 
是 到 了 1788 年 他 五 十 二 岁 时 才 在 巴黎 出 版 。 他 在 前 言 中 说 : “这 


本 书 中 找 不 到 图 "但 是 他 怀 着 对 几何 学 的 神明 半 幽 默 的 祭 黄 说 ， 





力学 科学 可 以 被 看 成 四 维 空间 的 几何 一 一 三 个 笛 卡 儿 直 角 坐 标 以 
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及 一 个 时 间 坐标 ， 就 足以 确定 一 个 运动 的 粒子 在 空间 和 时 间 中 的 
位 置 。 这 种 看 待 力学 的 方式 , 自从 1915 年 爱 因 斯 坦 把 它 用 于 他 的 
广义 相对 论 以 来 , 已 经 非常 流行 了 。 

拉客 朗 日 用 分 析 解 决 力学 问题 ， 标 志 着 与 希腊 传统 的 第 一 次 
彻底 决裂 。 牛 顿 . 他 的 同 代 人 .以 及 他 的 直接 后 继 者 们 ， 发 现 图 形 
对 他 们 研究 力学 问题 很 有 帮助 ; 拉 格 朗 日 表明 , 如 果 从 一 开始 就 采 
用 一 般 的 分 析 方 法 ， 那 就 可 以 达到 更 大 的 灵活 性 和 大 得 无 法 比拟 
的 力量 。 : z 

这 个 孩子 气 的 教授 在 都 灵 给 年 纪 都 比 他 大 的 学 生 上 课 。 不 久 
他 把 比较 有 能 力 的 人 组 织 起 来 , 成 立 一 个 研究 学 会 , 这 个 学 会 后 来 
发 展 成 为 都 灵 科 学 院 , 科 学 院 的 第 一 卷 论文 集 于 1759 年 出 版 ,当时 
拉 格 关 日 二 十 三 岁 。 人 们 通常 认为 ,朴实 而 谦虚 的 拉 格 朗 日 ,承担 了 
由 其 他 人 发 表 的 这 些 早期 著作 中 大 部 分 优秀 的 数学 论文 。 丰 塞纳 
的 一 篇 文章 非常 出 色 ， 以 至 撤 丁 岛 的 国王 让 这 个 被 认为 是 作者 的 
人 主管 海军 部 。 数学 史学 家 们 有 时 候 感到 奇怪 ， 为 什么 丰 塞 纳 再 
也 没有 达到 他 第 一 次 在 数学 上 取得 成 功 的 水 平 。 

拉 格 朗 日 本 人 也 提交 了 一 篇 关于 极 大 和 极 小 (在 第 四 章 和 第 
八 章 中 叙述 过 的 变 分 法 ) 的 论文 , 他 在 这 篇 论文 中 允诺 要 在 一 项 工 
作 中 讨论 这 样 一 个 题目 ， 他 要 从 中 推出 包括 同体 力学 和 流体 力学 
在 内 的 全 部 力学 。 因此 , 拉 格 朗 日 在 二 十 三 岁 时 一 一 实际 上 还 要 
早 些 - ”就 设想 了 他 的 杰作 < 分 析 力学 >， 它 对 于 一 般 力学 的 作用 
就 象 牛顿 的 字 窗 万 有 引力 定律 之 于 天 体力 学 。 在 十 年 后 写 给 法 国 
数学 家 达 朗 贝尔 (17 了 9 一 1783) 的 信 中 ， 拉 格 朗 日 说 他 认为 他 自己 
的 早期 工作 , 他 在 十 九 岁 时 想 出 来 的 变 分 法 , 是 他 的 杰作 。 正 是 利 
用 这 个 变 分 法 , 拉 格 朗 日 统一 了 力学 , 而且 如 哈密 顿 所 说 , 把 它 处 
理 成 “一 种 科学 的 诗 。” 
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一 旦 培 了 拉 格 朗 日 的 方法 , 它 几 乎 就 是 平淡 无 奇 的 了 。 正 如 一 
些 人 说 过 的 那样 ,统治 着 力学 的 拉 格 郎 日 方程 , 是 所 有 科学 中 从 无 
价值 的 东西 中 得 出 有 价值 的 东西 的 技巧 的 最 好 例子 。 但 是 如 果 我 
们 细 想 一 下 , 我 们 就 会 明白 , 任何 一 个 一 般 到 了 能 把 整整 一 个 领域 
中 的 现象 统一 起 来 的 科学 原理 , 必定 是 简单 的 ; 只 有 一 -个 最 为 简单 
的 原理 能 够 统治 大 量 各 种 各 样 的 问题 ， 这 些 问 题 甚至 在 仔细 观察 
下 也 显得 是 单个 的 和 孤立 的 。 

在 都 灵 论文 集 的 同一 卷 中 , 拉 格 朗 日 向 前 迈 出 了 另外 一 大 步 ， 
他 把 微分 学 应 用 到 概率 论 。 看 来 这 些 对 这 个 二 十 三 岁 的 年 轻 巨人 
还 不 够 多 ， 他 在 声音 的 数学 理论 方面 彻底 超出 了 牛顿 ， 他 通过 考 
虚 沿 着 直线 逐 点 传播 的 冲击 下 , 直线 上 所 有 空气 粒子 的 行为 , 把 这 
一 理论 置 于 弹性 粒子 的 力学 系统 (而 不 是 流体 力学 ) 的 支配 下 。 在 
同样 的 总 的 方面 ， 他 还 解决 了 一 个 在 主要 数学 家 之 间 和 争吵 了 许多 
年 的 莫衷一是 的 问题 ， 这 场 争论 是 关于 振动 弦 的 正确 的 数学 公式 
表示 一 一 整个 振动 理论 中 的 一 个 极为 重要 的 问题 。 拉 格 朗 日 在 二 
十 三 岁 时 就 被 公认 为 与 那个 时 代 最 伟大 的 数学 家 -一 欧 拉 和 伯 努 
利 们 一 一 并 驾 齐 驱 。 

欧 拉 总 是 非常 宽大 地 欣赏 他 人 的 工作 。 他 对 待 他 的 年 轻 的 竞 
争 者 拉 格 朗 日 的 态度 , 是 科学 史上 无 私 的 一 个 最 美好 的 例子 。 
。” 拉 格 朗 日 十 九 岁 时 把 自己 的 一 些 著作 送 给 欧 拉 ， 这 位 著名 的 
数学 家 立刻 看 出 了 它们 的 价值 ， 他 鼓励 这 个 才气 焕发 的 年 轻 的 初 
学 者 继续 做 下 去 。 当 四 年 后 , 拉客 朗 日 写 信 把 解决 等 周 问题 ( 恋 分 
法 , 在 伯 努 利家 族 那 一 章 中 描述 过 ) 的 真正 方法 告诉 欧 拉 时 ， 欧 拉 
写 信 给 这 个 年 轻 人 , 说 新 方法 使 他 得 以 克服 他 的 困难 , 因为 在 这 以 
前 , 网 拉 使 用 他 的 半 几 何 的 方法 , 困惑 了 多 年 未 能 解决 这 个 问题 。 
欧 拉 没有 立刻 发 表 他 寻求 已 久 的 解答 ， 一 直 等 到 拉 格 朗 日 能 够 先 
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发 表 他 的 解答 ,“ 这 是 为 了 不 剥夺 应 该 归于 你 的 光荣 。” 

不 管 在 私人 信件 上 怎样 奉承 , 对 拉 格 朗 日 也 不 能 有 什么 帮助 。 
欧 拉 认 识 到 这 一 点 ， 在 发 表 他 的 著作 (在 拉 格 朗 日 的 著作 发 表 之 
后 ) 时 , 就 故意 说 他 是 怎样 被 困难 挡住 了 , 在 拉 格 朗 日 指出 克服 困 
难 的 途径 之 前 , 它们 是 难以 越过 的 障碍 。 最 后 , 欧 拉 使 拉 格 朗 日 在 

”二 十 三 岁 这 个 不 寻常 的 年 轻 年 龄 ， 当 选 为 柏林 科学 院 的 外 籍 院士 

(1759 年 10 月 2 日 ), 使 拉 格 朗 日 的 地 位 得 以 确定 。 国外 的 这 个 
正式 承认 , 给 拉 格 朗 日 在 国内 以 很 大 帮助 。 欧 拉 和 达 朗 贝尔 计划 
要 拉 格 朗 日 到 柏林 去 。 这 部 分 是 出 于 他 们 个 人 的 缘故 , 他 们 很 想 
看 到 他 们 这 位 才华 出 众 的 年 轻 朋 友 ， 作 为 宫廷 数学 家 在 柏林 就 
职 。 经 过 长 时 间 的 磋商 , 他 们 成 功 了 , 腓 特 烈 大 帝 在 这 件 事情 的 整 
个 谈判 中 稍微 上 了 点 当 ， 不 过 他 仍旧 象 孩子 般 地 (但 是 无 可 非议 
地 ) 高 兴 。 

必须 顺便 提 一 下 达 朗 贝尔 ， 他 是 拉 格 朗 日 的 忠实 朋友 和 慷慨 
的 钦佩 者 。 即便 只 是 为 了 他 性 格 的 一 个 方面 , 与 势利 的 拉 普 拉 斯 
(我 们 将 在 后 面谈 到 他 ) 的 令 人 愉快 的 对 比 , 也 该 提 一 提 他 。 

让 : 勒 隆 德 . 达 朗 贝尔 得 名 于 紧 靠 巴黎 圣母 院 的 圣 让 : 勒 隆 德 
小 教堂 。 达 朗 贝 尔 是 谢 瓦 利 埃 法 图 什 的 私生子 , 被 他 的 母亲 遗弃 
在 圣 让 勒 隆 德 教堂 的 台阶 上 。 教区 的 负责 人 把 这 个 弃 儿 交 给 了 
一 个 贫穷 的 装 玻璃 工 的 妻子 , 她 把 这 孩子 当 作 自己 的 孩子 抚养 , 根 
据 法 律 , 谢 瓦 利 埃 被 迫 出 钱 供 他 的 私生子 受 教育 。 达 朗 贝尔 的 亲 
生母 亲 知 道 他 在 那里 , 当 这 孩子 开始 露出 天 才 的 迹象 时 , 她 派 人 去 
找 他 , 希望 能 说 服 他 回 到 自己 身边 。 

“你 只 是 我 的 后 母 , ”这 孩子 告诉 她 (在 英语 中 这 是 一 句 很 好 的 
双关 语 ， 但 在 法 语 中 不 是 ), “和 装 玻 现 工人 的 妻子 才 是 我 真正 的 母 
亲 .2 他 就 这 样 抛弃 了 他 自己 的 亲 骨 肉 ， 就 象 她 曾经 抛弃 了 她 的 亲 
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骨肉 一 样 。 

当 达 朗 贝 尔 在 法 国 科学 界 出 了 名 , 成 了 大 人 物 时 , 他 报答 了 装 
玻璃 工 和 他 的 妻子 , 使 他 们 不 致 于 生活 困难 (他 们 愿意 继续 住 在 他 
们 简陋 的 富 所 里 ), 他 总 是 很 骄傲 地 说 他 们 是 他 的 双亲 。 虽 然 我 们 
不 会 有 篇 幅 把 他 和 拉 格 朗 日 分 开 考虑 , 可 是 必须 提 到 , 达 朗 贝尔 是 
第 一 个 给 悬而未决 的 岁差 问题 以 完整 解答 的 人 。 他 最 重要 的 纯 数 
学 工作 是 在 偏 微分 方程 中 , 特别 是 与 弦 振 动 有 关 。 

达 朗 贝尔 鼓励 他 谦虚 的 年 轻 通 信者 去 解决 困难 而 重要 的 问 
题 。 他 也 承担 起 让 拉 格 朗 日 适当 注意 自己 的 健康 的 义务 一 一 他 自 
已 身体 不 好 。 事实 上 , 拉 格 朗 日 在 十 六 岁 到 二 十 六 岁 期 间 的 过 度 
用 功 已 影响 了 他 的 消化 ， 他 在 这 以 后 终生 被 迫使 自己 严格 遵守 纪 
律 , 特别 是 在 过 度 工 作 方面 。 达 朗 贝 尔 在 他 的 一 封 信 中 , 训斥 这 个 
年 轻 人 用 茶 和 喉 啡 提神 ; 在 另 一 - 封 信 中 , 他 悲伤 地 让 拉 格 朗 日 注意 
一 本 新 出 版 的 关于 学 者 的 疾病 的 书 。 对 所 有 这 些 来 信 ， 拉 格 朗 日 
总 是 不 在 意 地 回答 他 感觉 很 好 , 正 象 疯子 一 样 工作 。 但 是 最 后 他 
付出 了 代价 。 

拉 格 朗 日 的 经 历 在 一 个 方面 与 牛顿 的 经 历 非常 奇特 地 相似 。 
到 中 年 的 时 候 , 持续 专注 于 头等 重要 的 问题 , 使 拉 格 朗 日 的 热情 锐 
减 了 ， 虽 然 他 的 头脑 仍 象 以 前 一 样 强 有 力 ， 他 开始 对 数学 冷淡 起 
来 。 他 在 刚刚 四 十 岁 时 , 便 写 信 给 达 朗 贝尔 :“ 我 开始 感到 我 的 迟 
印 的 拉力 一 点 儿 一 点 儿 的 在 增加 ， 我 不 能 说 从 现在 起 我 还 能 再 干 
十 年 数学 。 而 且 我 还 觉得 矿 已 经 太 深 了 ， 除非 发 现 了 新 矿脉 , 否 
则 就 不 得 不 抛弃 它 了 。? 

A ep 
说 , 这 封 信 表 达 了 真实 的 情况 。 达 朗 贝尔 的 最 后 一 封 信 (1783 年 9 
月 ) 是 在 他 去 世 前 一 个 月 写 的 , 他 在 信 中 把 他 早期 的 忠告 颠倒 了 过 
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来 ,劝告 拉 格 朗 日 以 工作 作为 对 他 心理 上 的 疾病 的 唯一 治疗 , “在 
在 上 帝 的 面 上 , 不 要 放弃 工作 , 工作 对 于 你 是 一 切 消遣 中 最 有 效 的 
消 遗 。 再 见 吧 ， 也 许 这 是 最 后 一 次 了 。 多 少 记 住 这 个 在 世界 上 最 
爱护 你 , 最 尊敬 你 的 人 吧 。? 

对 数学 来 说 幸运 的 是 ， 拉 格 朗 日 最 精 糕 的 诅 次 以 及 它 那 不 可 
避免 的 推论 : 没有 哪 一 种 人 类 知识 是 值得 为 之 奋斗 的 , 出 现在 自从 
达 朗 贝尔 和 欧 拉 设 法 把 他 弄 到 柏林 来 , 经 过 辉煌 的 二 十 年 之 后 。 拉 
格 朗 日 在 去 柏林 以 前 考虑 和 解决 的 大 问题 中 ， 有 月 球 的 天 平 动 问 
题 。 为 什么 月 球 总 以 同一 面向 着 地 球 一 一 在 一 些 能 够 说 明 原因 的 
微小 不 规则 的 范围 内 ”需要 从 牛顿 的 万 有 引力 规律 推导 出 这 一 事 
实 。 这 个 问题 是 著名 的 “三 体 问题 ”一 一 这 里 是 地 球 、 太 阳 和 月 球 
的 一 个 例子 ， 这 三 个 天 体 根据 它们 重心 之 间距 离 的 平方 反比 
规律 互相 吸引 。( 当 我 们 讲 到 庞 加 来 时 , 还 要 再 谈 这 个 间 题 。) 

由 于 对 天 平 动 问题 的 解答 , 拉 格 朗 日 获得 了 1764 年 法 国 科学 
院 的 大 燃 一 一 那 时 他 只 有 二 十 八 岁 。 

在 这 个 辉煌 胜 利 的 鼓舞 下 , 科学 院 又 提出 了 一 个 更 困难 的 问 
题 , 拉 格 朗 昌 解决 了 它 , 在 1766 年 再 次 获得 大 奖 。 在 拉 格 朗 日 那 
时 ,只 发 现 了 木星 的 四 个 卫星 。 这 样 ， 木 星体 系 ( 它 本 身 、 太 阳 和 
它 的 卫星 ) 构 成 了 一 个 六 体 问 题 。 要 找到 一 个 适宜 于 实际 计算 的 
完整 的 数学 解答 ,其 至 在 今天 (1936 年 ) 也 不 是 我 们 力所能及 的 。 但 
是 通过 应 用 近似 方法 ， 拉 格 朗 日 在 解释 所 观察 到 的 均 差 方面 取得 
了 值得 注意 的 进展 。 这 样 应 用 牛顿 理论 是 拉 格 朗 日 整个 活跃 的 一 
生 的 主要 兴趣 之 一 。1772 年 , 他 由 于 三 体 问题 的 论文 再 次 获得 巴 
黎 大 奖 , 774 年 和 1778 年 ， 他 关于 月 球 运动 和 芷 星 摄 动 的 论文 到 
得 了 同样 的 成 功 。 

这 些 惊人 成 就 中 较 早 的 一 项 成 就 ， 促 使 撤 丁 岛 的 国王 负担 起 
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了 1766 年 拉 格 朗 日 去 巴黎 和 伦敦 的 旅费 。 拉 格 朗 日 这 时 是 三 十 
岁 ， 按 照 计划 , 他 应 该 陪同 撤 丁 岛 驻 英国 公使 卡拉 乔 利 去 英国 , 但 
是 到 达 巴 黎 后 ， 拉 格 朗 日 危险 地 病 倒 了 一 一 这 是 用 丰富 的 意大利 
菜肴 欢迎 他 的 过 于 丰盛 的 宴会 的 结果 一 一 他 被 迫 留 在 巴黎 。 在 巴 
黎 期 间 , 他 和 知识 界 所 有 知名 人 士 见 了 面 , 其 中 也 包括 后 来 被 证 明 
是 没有 价值 的 朋友 玛丽 神父 。 这 个 宴会 打消 了 拉 格 朗 日 想 住 在 巴 
黎 的 念头 , 他 一 能 旅行 , 马上 就 急切 地 返回 都 灵 。 

最 后 , 在 1766 年 11 月 6 日 , 拉 格 朗 日 三 十 岁 时 ， 腓 特 烈 这 位 
“欧洲 最 伟大 的 国王 ”一 一 他 就 这 样 谦 偿 地 称呼 他 自己 一 一 欢迎 他 
去 柏林 ， 腓 特 烈 会 因为 在 他 的 宫廷 中 有 “最 伟大 的 数学 家 ”而 感到 
荣幸 。 至 少 最 后 一 点 是 事实 。 拉 格 朗 日 成 了 柏林 科学 院 物理 - 数 
学 部 主任 , 以 后 的 二 十 年 里 , 科学 院 的 学 报 中 充满 了 他 的 一 篇 接着 
一 篇 的 伟大 论文 。 他 没有 被 要 求 授课 。 

一 开始 ， 这 位 年 轻 的 主任 发 现 他 自己 处 于 一 种 多 少 有 些微 妙 、 
的 地 位 。 德 国人 对 于 把 外 国人 置 于 他 们 之 上 很 自然 地 感到 愤慨 ， 
他 们 有 意 以 近乎 冷冰冰 的 礼貌 对 待 腓 特 烈 引 进 的 外 国人 。 事 实 上 
他 们 常常 是 十 分 无 礼 的。 但 是 拉 格 朗 日 不 仅 是 一 个 第 -- 流 的 数学 
家 , 他 还 是 一 个 善于 体谅 人 的 、 有 礼 瑶 的 人 ，, 具有 知道 什么 时 候 应 
该 保持 绒 默 的 罕见 的 才能 。 在 写 给 可 以 信赖 的 朋友 的 信 中 ,他 可 
以 非常 坦率 , 甚至 在 谈 到 耶稣 会 会 士 时 也 是 如 此 , 他 和 达 朗 贝尔 似 
乎 都 不 喜欢 耶稣 会 会 士 ， 在 写 给 各 学 术 协会 的 关于 其 他 人 的 研究 
工作 的 正式 报告 中 , 他 是 相当 直率 的 。 但 是 在 他 的 社交 接触 中 , 他 
留心 自己 的 言行 举止, 避免 冒犯 他 人 , 甚至 在 有 正当 理由 的 情况 下 
也 不 冒犯 别人 。 在 他 的 同事 们 习惯 了 他 的 存在 以 前 , 他 一 直 不 介 
入 他 们 的 事情 。 

拉 格 朗 日 不 喜欢 争论 的 天 性 , 对 他 在 柏林 期 间 很 有 帮助 。 欧 
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拉 冒 失地 从 一 个 宗教 的 或 哲学 的 争论 冯 进 另 一 个 争论 ， 拉 格 妆 日 
在 受到 紧 逼 和 压力 时 ， 总 是 以 他 诚恳 的 惯用 的 话 “ 我 不 知道 开始 
他 的 回答 。 但 是 当 他 自己 坚信 的 东西 受到 攻击 时 ， 他 知道 怎样 进 
行 猛烈 而 合理 的 防御 。 

欧 拉 对 他 一 无 所 知 的 哲学 问题 的 饶舌 , 有 时 惹恼 了 腓 特 烈 , 拉 
格 斋 日 大 体 上 是 倾向 于 同情 腓 特 烈 的 。 他 写 信 给 达 关 贝尔 说 : 我 
们 的 朋友 欧 拉 是 一 个 伟大 的 数学 家 ， 但 是 一 个 很 精 糕 的 哲学 家 。 
另外 一 次 ， 他 在 说 到 欧 拉 在 著名 的 < 致 一 位 德国 公主 的 信 ? 中 流露 
出 虔诚 的 道德 说 教 时 ,给 这 些 信 起 了 个 绰号 , 叫做 正统 的 “ 欧 拉 对 
启示 录 > 的 注释 ”一 一 附带 着 间接 暗示 牛顿 在 对 自然 哲学 失去 兴 
趣 时 让 自己 流 于 轻率 。“ 这 是 难以 置信 的 , ” 拉 格 朗 日 谈 到 欧 拉 时 
说 ,“ 他 在 形而上学 方面 竟 会 这 样 平 庸 幼稚 ”. 他 又 说 到 他 上 月 己 ， 我 
对 争论 极其 反感 .2” 当 他 确实 在 他 的 信 中 进行 哲理 探讨 时 ， 那 是 用 
了 一 种 在 他 发 表 的 著作 中 完全 没有 的 .出 人 意料 的 讯 语 气 ,正如 
他 说 ,“ 我 总 是 注意 到 ， 人 们 对 自己 的 估价 与 他 们 的 价值 恰恰 成 反 
比 ， 这 是 伦理 学 的 公理 之 一 ”在 宗教 间 题 上 ， 如 果 说 拉 格 朗 日 还 
有 什么 信仰 的 话 , 他 是 个 不 可 知 论 者 。 

腓 特 烈 对 于 拉 格 朗 日 得 奖 感到 很 高 兴 ， 和 他 一 起 友好 地 度 过 
了 好 几 个 小 时 , 并 且 详 细 说 明 有 规律 的 生活 的 好 处 。 拉 格 朗 日 与 欧 
拉 的 对 比 , 使 腓 特 烈 感到 特别 高 兴 。 这 位 国王 已 经 被 欧 拉 过 于 明 
显 的 恭 顺和 缺乏 宫廷 世故 惹恼 了 。 他 甚至 到 了 称 可 怜 的 欧 拉 为 “一 
个 丑陋 的 独眼 数学 家 ”的 地 步 ， 因 为 欧 拉 那 时 只 有 一 只 眼睛 失明 。 
腓 特 烈 对 达 朗 贝尔 用 散文 和 圭 句 抒发 他 的 感谢 之 情 “ 全 靠 你 的 费 
心 和 你 的 推荐 ,” 他 写 道 ,“ 我 得 以 在 我 的 科学 院 中 由 一 个 有 两 只 眼 
睛 欧 数 学 家 代替 了 一 个 只 有 一 只 眼睛 的 数学 家 ; 这 对 于 解剖 学 都 
是 特别 令 人 高 兴 的 。” 除 了 象 这 样 的 俏皮 话 以 外 ， 腓 特 烈 并 不 是 一 
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个 坏人 。 


拉 格 明日 在 柏林 安顿 下 来 不 久 ， 就 派 人 去 都 灵 把 他 的 一 个 年 
轻 的 女 亲 戚 接 来 , 并 同 她 结 了 婚 。 关 于 这 件 事 是 怎样 发 生 的 , 有 两 
种 说 法 。 一 种 说 法 是 ， 拉 格 关 日 曾 和 这 个 姑娘 以 及 她 的 双亲 住 在 
同一 栋 房 子 里 , 他 对 她 买 东西 发 生 了 兴趣 。 拉 格 朗 日 谨慎 的 天 人 性 中 
有 一 种 节俭 的 倾向 , 他 认为 这 姑娘 奢侈 ， 感 到 生气 ， 就 亲 目 为 她 买 
了 缕 带 。 从 那 以 后 , 他 就 被 迫 必 须 与 她 结婚 了 。 

男 一 种 说 法 可 以 从 拉 格 朗 日 的 一 封 信 中 推测 出 来 一 一 这 封 信 
肯定 是 一 个 被 认为 溺爱 的 年 轻 丈 夫 所 曾 表露 出 的 冷漠 的 最 奇怪 的 
自白 。 达 朗 贝 尔 开 他 朋友 的 玩笑 , “我 明白 你 已 经 采取 了 我 们 哲学 
家 所 说 的 致命 的 断然 行动 ……。 一 个 大 数学 家 首先 应 该 知道 怎样 
计算 他 的 幸福 , 那么 我 不 怀疑 ， 在 完成 了 这 个 计算 之 后 你 在 婚姻 
中 找到 了 解答 。” 

拉 格 朗 日 要 来 是 把 这 看 得 极为 认真 ， 要 来 是 以 他 自己 的 玩笑 
来 对 付 达 朗 贝尔 达 朗 贝尔 对 于 拉 格 朗 日 在 信 中 
没有 提 到 他 结婚 表示 吃惊 。 

“我 不 知道 我 是 计算 错 了 还 是 对 了 , ” 拉 格 朗 日 回答 说 ,“ 或 者 
说 得 更 确切 些 , 我 根本 不 认为 我 曾经 计算 过 ; 因为 我 本 来 可 以 象 莱 
布 尼 兹 那样 做 , 他 虽然 不 得 不 仔细 考虑 , 可 从 来 没有 下 过 决心 。 我 
向 你 承认 ,我 从 来 不 喜欢 结婚 ,…… 但 是 环境 决定 我 得 找 一 个 年 轻 
的 女 亲 威 照顾 我 和 我 的 全 部 事务 。 如 果 说 我 忘记 了 通知 你 ,， 那 是 
a 不 值得 费事 去 通 
知 你 。 

当 要 子 因为 疾病 强身 而 襄 弱 下 去 时 事实 证 明 这 件 婚姻 原来 
对 双方 都 很 幸福 。 拉 格 朗 日 放弃 睡眠 , 亲自 照顾 她 , 她 死 时 他 悲痛 
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他 在 工作 中 和 寻找 安奈。“ 我 的 事情 减少 到 只 是 从 事 数学 工作 ， 
安静 和 沉默 。” 然 后 他 告诉 达 朗 中 尔 使 得 他 所 有 的 工作 圆满 的 秘 
密 ,这 是 他 急躁 的 后 继 者 们 望尘莫及 的 。“ 由 于 我 不 是 被 据 的 , 我 
工作 更 多 是 为 了 消 遗 ,而 不 是 出 于 责任 , 我 就 象 那些 盖 房 子 的 大 贵 
族 . 我 盖 了 拆 , 拆 了 盖 , 直到 我 对 自己 的 结果 还 算 满意 为 止 , 而 这 是 
极 少 发 生 的 。” 另 外 一 次 ， 在 抱怨 过 度 工作 引起 生病 之 后 ， 他 说 体 
息 对 他 来 说 是 不 可 能 的 :“ 我 有 一 个 坏 习 惯 , 总 要 几 次 重 写 我 的 论 
文 , 直到 我 感到 满意 为 止 , 这 个 习惯 也 使 我 不 可 能 停 下 来 休息 。 

拉 格 朗 日 在 柏林 的 二 十 年 期 间 ， 他 的 主要 努力 并 不 都 是 在 从 
事 天 体力 学 和 推敲 他 的 杰作 。 有 一 个 枝 节 问 题 一 一 涉及 费 马 的 领 
域 一 一 特别 有 趣 ， 因 为 它 可 以 指出 算术 中 一 些 看 来 简单 的 事情 所 
辐 有 的 困难 。 我 们 看 到 , 甚至 伟大 的 拉 格 朗 日 也 为 了 他 的 算术 研 
究 使 他 意 想不到 地 费力 而 困惑 不 解 。 

在 1768 年 8 月 坪 日 ,他 写 信 给 达 朗 贝尔 “最 近 几 天 我 一 直 
在 用 一 些 算术 问题 来 使 我 的 研究 有 点 变化 , 我 向 你 保证 , 我 发 现 的 
困难 比 我 预期 的 多 得 多 。 例如 ， 这 就 是 我 费 了 很 大 力气 才 得 出 解 
答 的 一 个 问题 。 已 知 任 一 不 是 平方 数 的 正 整数 ”， 求 一 个 整数 的 
平方 思 , 使 nz 二 1L 是 一 个 平方 数 。 这 个 问题 在 方 宕 理论 [今天 的 
二 次 型 ,将 在 高 斯 那 一 章 令 述 ] 中 具有 很 大 的 重要 性 , 而 [ 方 乱 ] 在 
丢 番 图 分 析 中 是 主要 的 研究 对 象 。 另外 , 我 这 一 次 发 现 了 一 些 美 
妙 的 算术 定理 , 如 果 你 想 知道 , 我 在 下 一 次 信 上 告诉 你 。 

拉 格 朗 日 论述 的 问题 有 一 个 可 以 追溯 到 阿 基 米 德 和 印度 人 的 
漫长 历史 。 拉 格 朗 日 使 nz? 二 I 成 为 一 个 方 赛 的 第 一 流 的 论文 , 是 
数论 中 的 一 件 划 时 期 的 事情 。 他 也 是 首先 证 出 了 费 马 和 约翰 * 威 
尔 逊 (17411793) 的 一 些 定理 的 人 , 威 尔 偿 曾经 说 过 ,如果 Pp 是 任 
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意 的 素数 ， 那么 如 果 把 1 3,，…… 直 到 也 - 工 这 些 数 都 乘 起 来 ， 再 
给 积 数 加 1, 那么 得 数 可 以 被 六 除 。 如 果 了 不 是 素数 ， 类似 的 结果 
就 不 对 了 。 例 如 , 如 果 p 一 5, TIx3x3x4+I=25。 这 可 以 用 初等 
推理 证 明 , 是 另 一 道 高 级 算术 智力 测验 题 ©。 

达 朗 贝尔 在 回信 中 说 ， 他 相信 于 番 图 分 析 可 以 被 用 在 积分 学 
中 , 但 是 他 没有 详细 说 明 。 最 奇怪 的 是 ,在 十 九 世纪 七 十 年 代 , 俄 
国 数学 家 G. 佐治 塔 麻 夫 实现 了 这 一 预言 。 

拉 普 拉 斯 也 有 一 段 时 间 对 算术 感 兴趣 , 他 告诉 拉 格 朗 日 , 费 马 
的 那些 未 证 明 的 定理 的 存在 , 既是 法 国 数学 的 一 项 最 大 的 光荣 , 也 
是 它 最 明显 的 污点 ， 抹 去 这 个 污点 是 法 国 数学 家 的 责任 。 但 是 他 
预见 到 了 要 碰 到 极 大 的 困难 。 在 他 看 来 ， 麻 烦 的 根源 在 于 ， 还 没 
有 能 够 解决 离散 问题 (那些 最 终 处 理 1,2, 3, …… 的 问题 ) 的 一 般 工 
具 , 就 象 对 于 连续 问题 的 微 积分 学 那样 的 工具 。 达 朗 贝尔 也 谈 到 了 
算术 ,说 他 发 现 它 “ 比 初 看 上 去 要 困难 些 。” 象 拉 格 朗 日 和 他 的 朋友 
们 这 样 的 数学 家 们 的 这 些 经 验 ， 可 能 暗示 着 算术 真是 很 困难 的 。 

拉 格 朗 日 的 另 一 封 信 (1769 年 2 月 28 日 ) 记述 了 这 件 事 的 结 
果 。" 我 谈 到 过 的 问题 让 我 花 了 比 我 预想 的 要 多 得 多 的 时 间 ; 但 是 
最 后 我 很 高 兴 地 结束 了 ， 我 相信 我 实际 上 已 经 完全 解决 了 两 个 未 
知 数 的 二 阶 不 定 方程 的 问题 ”他 在 这 里 是 太 乐观 了 ;高 斯 还 没有 
发 言 一 -他 的 父母 还 要 七 年 时 间 才 能 相遇 。 在 高 斯 出 生前 两 年 
(1777 年 ), 拉 格 朗 日 以 一 种 悲观 的 语气 回顾 他 的 工作 , “算术 研究 
是 让 我 最 费 脑筋 的 , 也 许 是 最 没有 价值 的 研究 。” 

当 拉 格 朗 日 心情 好 的 时 候 , 他 极 少 错误 地 估价 他 的 工作 的 “ 重 

QD 这 里 引证 一 位 西班牙 绅士 的 可 笑 的 “证 明 ” 是 非常 有 趣 的 。1 xX 3X…… XxX” 的 
习惯 的 缩写 记号 是 %!1。 现 在 7 一 1+1=p 可 以 被 p 除 ,加 上 感到 号 ; (p 一 11+1!1 一 p!。 


右边 又 可 以 被 9 除 ; 因此 (一 了 1 十 1 可 以 被 p 整除 。 不 幸 的 是 , 即便 p 不 是 一 个 素 
数 , 这 个 证 明 也 同样 成 立 。 
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要 性 ”他 在 1777 年 写 信 给 拉 普 拉 斯 ,我 总 是 把 数学 看 作 消 遣 的 对 
象 ,而 不 是 野心 的 对 象 ,我 向 你 保证 ,我 欣赏 他 人 的 工作 更 其 于 我 自 
己 的 工作 ,我 总 是 不 满意 自己 的 工作 。 由 此 你 就 会 看 到 ,要 是 你 由 于 
你 的 成 功 而 免除 了 嫉妒 ,我 由 于 自己 的 性 格 也 是 这 样 的 “这 是 对 拉 
普 拉 斯 的 一 个 有 几 分 傲慢 的 声明 的 答复 , 拉 普 拉 斯 宣称 , 他 从 事 数 
学 工作 只 是 为 了 要 满足 他 自己 超群 的 好 奇 心 ， 丝 毫 不 在 乎 “民众 ” 
的 称赞 一 一 在 他 的 情况 下 ， 这 种 称赞 在 一 定 程度 上 不 过 是 胡言 乱 
语 。 

1782 年 9 月 15 日 的 一 封 写 给 拉 普 拉 斯 的 信 , 具有 很 大 的 历 
史 意 义 , 因为 它 宣 告 了 < 分 析 力 学 > 的 完成 : “我 差不多 已 经 完成 了 
一 部 分 析 力 学 论 ， 它 完全 以 一 篇 附带 论文 的 第 一 节 中 的 原理 和 公 
式 为 基础 ， 但 是 因为 我 不 知道 我 什么 时 候 或 在 什么 地 方 能 把 它 印 
出 来 , 我 不 急于 完成 最 后 的 润色 。” 

勒 让 德 承 担 了 这 部 著作 出 版 前 的 编辑 工作 ， 拉 格 朗 日 的 老 朋 
友 玛 坝 神 父 最 后 说 服 了 一 个 巴黎 出 版 商 以 名 誉 来 冒 一 次 风险 。 只 
是 在 这 位 神父 同意 在 一 定 的 日 期 之 后 买 下 所 有 未 卖 出 的 存 书 时 ， 
这 个 精明 的 家 伙 才 同意 出 版 这 部 书 。 直 到 1788 年 , 拉 格 朗 昌 已 经 离 
开 了 柏林 以 后 , 书 才 出 版 。 书 送 到 他 手 里 时 ,他 已 经 变 得 对 一 切 科学 
和 一 切 数学 都 很 淡漠 了 ， 他 甚至 没有 劳 神 去 打开 这 本 书 。 尽管 他 
那 时 知道 , 印刷 商 可 能 已 经 把 它 搞 得 不 知 所 云 ,他 也 并 不 在 乎 。 


拉 格 朗 日 在 柏林 期 间 的 一 项 研究 对 于 现代 代数 的 发 
展 具 有 最 高 度 的 重要 性 ， 这 就 是 1767 年 的 论文 关于 数值 
方程 的 解 ? 以 及 附带 关于 方程 的 代数 可 解 性 的 一 般 问题 的 讨论 。 也 
许 拉 格 朗 日 在 方程 的 理论 和 解答 方面 的 研究 最 重要 的 是 ， 它 们 对 
十 九 世 纪 初 主要 代数 学 家 们 的 启迪 ,我 们 多 次 看 到 , 那些 最 终 解决 
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了 一 个 使 代数 学 家 们 困惑 了 三 个 世纪 或 更 长 时 间 的 问题 的 人 ， 回 
到 拉 格 朗 日 的 工作 中 去 寻求 想法 和 灵感 。 拉 格 朗 日 本 人 并 没有 解 
决 主要 困 难 一 一 为 一 个 已 知 方程 的 代数 可 解 性 确定 充分 必要 
的 条 件 ， 但 是 在 他 的 工作 中 能 够 找到 解答 的 萌芽 。 

由 于 这 个 问题 是 整个 代数 中 那些 能 够 简明 叙述 的 主要 东西 中 
的 一 个 , 我 们 不 妨 顺 便 提 一 提 它 。 它 将 在 十 九 世 纪 的 一 些 大 数学 
家 一 一 柯 西 、 阿 贝 耳 、 伽 罗 瓦 、 埃 尔 米 特 、 克 罗 内 克 以 及 其 他 一 些 
人 一 一 的 工作 中 多 次 再 现 。 

首先 应 该 强调 指出 ， 解 数字 系数 的 方程 不 存在 任何 困难 。 如 
果 方 程 是 高 阶 的 , 比如 说 

382zl0 一 17.3z70 十 一 1=0 
那么 工作 量 可 能 非常 大 , 但 有 许多 已 知 的 简单 方法 , 可 求 出 这 一 数 
字 方程 的 根 , 达到 任何 指定 的 精确 度 。 这 样 的 方法 有 些 是 中 学 代数 
课程 的 一 部 分 。 但 在 拉 格 朗 日 时 代 ， 提 出 解数 字 方程 达到 指定 精 
确 度 的 统一 方法 ， 却 非 易 事 一 一 如 果 有 的 话 。 拉 格 朗 日 提出 了 一 
个 这 样 的 方法 。 它 在 理论 上 符合 要 求 , 但 很 不 实用 。 今天 碰 到 数 
字 方程 的 任何 一 个 工程 师 , 都 不 会 想到 去 用 拉 格 朗 日 的 方法 。 

当 我 们 寻找 一 个 有 着 文字 系数 (比如 说 azs 二 bz-e=0,， 或 
cz8 十 3o2 十 cz 十 gd 一 0, 等 等 ) 的 、 高 于 三 次 的 方程 的 代数 解 时 ， 真 正 
重要 的 问题 就 出 现 了 。 所 要 求 的 是 用 已 知 的 <、5、o…… 玫 达 未 
知 数 * 的 一 组 公式 ， 使 得 当 把 这 些 ”的 表达 式 中 的 任意 一 个 代入 
方程 的 左边 时 , 那 一 边 就 化 为 零 。 对 于 一 个 阶 方程 , 未 知 量 ” 恰 
好 有 交 个 值 。 这 样 ,对 于 上 边 的 二 次 方程， 

(DHVD 0), s+(-b- M4) 


就 是 两 个 值 ， 用 它们 来 代替 ”就 使 oz-+z-e 化 为 零 。 在 任何 情 
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ee + 0 +» 。 


日 死 后 约 二 十 年 才 得 出 ,但 其 思路 很 易 在 拉 格 朗 日 的 工作 中 找到 。 

作为 通 向 一 个 广泛 理论 的 第 一 步 ， 拉 格 朗 日 详尽 地 研究 了 他 
的 前 非 们 就 前 四 次 一 - 般 性 方程 给 出 的 所 有 解答 , 并 且 成 功 地 表明 ， 
据 以 得 出 那些 解答 的 所 有 技巧 都 可 以 用 一 种 统一 的 程序 来 代替 。 
这 个 一 般 方法 的 一 个 细节 就 包含 了 所 提 到 的 思路 。 假 定 我 们 有 一 
个 包括 字母 .6.c、……: 的 代数 表示 ， 如 果 在 它 里 面 的 字母 以 所 有 
可 能 的 方式 进行 交换 ， 那 我 们 从 这 个 假定 的 表示 中 能 够 得 出 多 少 
种 不 同 的 表示 呢 ? 例 如 , 在 cy 十 ed 中 交换 5 和 ,我 们 得 到 了 aod 十 
cb。 这 个 问题 隐 含 着 另 一 个 与 它 密切 相关 的 问题 ,也 是 拉 格 朗 晶 
正在 寻找 的 思路 的 一 部 分 。 怎 样 交换 字母 可 以 保持 假定 的 表示 不 
变 (不 改动 ) 呢 ? 这 样 , 交换 a 和 5，ab 十 cd 就 变 成 了 ba+cd， 由 于 
人 们 发 现 它 是 打开 代数 可 解 性 问题 的 钥匙 。 当 我 们 讲 到 柯 西 和 铭 
罗 瓦 时 , 它 还 会 再 现 。 

在 拉 格 朗 日 的 研究 中 还 出 现 了 另 一 个 重要 事实 。 在 解 2、3、 
4 次 一 般 代 数 方程 时 ， 解 答 依赖 于 另 一 个 比 所 讨论 的 方程 次 数 低 
的 方程 的 解 。 这 个 事实 是 很 美妙 而 且 统一 的 ， 对 于 2.3.4 次 的 方 
程 成 立 , 但 是 当 试图 把 完全 相似 的 方法 用 到 5 次 方程 

ao5 十 0204 十 cz3 十 Gax2-e6z 十 了 一 0 

时 , 预 解 方程 不 是 低 于 5 次 的 ,而 是 变 成 6 次 的 了 。 这 样 ， 一 个 更 
难 解 的 方程 代替 了 已 知 的 方程 。 对 2 .3.4 运用 的 方法 对 5 就 不 适 
用 了 ,道路 被 堵 死 了 ,除非 有 某 种 方法 绕 过 束 手 的 6。 事实 上 , 我 
们 会 看 出 没有 避 开 困难 的 方法 。 我 们 还 不 如 试 试用 欧 几 里 得 的 方 
法 化 圆 为 方 , 或 者 三 等 分 一 个 角 。 
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在 腓 特 烈 大 帝 去 世 (\1786 年 8 月 17 日) 后， 对 非 普鲁士 人 芯 
届 恨 和 对 科学 的 冷淡 ， 使 得 拉 格 朗 日 和 他 在 科学 院 中 的 外 国 同 事 
无 法 在 柏林 呆 下 去 了 ,他 请 求 辞 职 。 他 得 到 了 许可 , 条 件 是 他 在 若 
干 年 内 继续 把 他 的 论文 寄 给 科学 院 的 学 报 ， 拉 格 朗 日 同意 了 这 个 
条 件 。 他 很 高 兴 地 接受 了 路 易 十 六 的 邀请 ， 作 为 法 国 科学 院 的 成 
员 在 巴黎 继续 他 的 数学 工作 。 当 他 在 1787 年 到 达 巴 黎 时 , 他 受到 
了 王室 和 科学 院 最 大 的 尊敬 ,在 卢 浮 宫 给 他 安排 了 舒适 的 富 所 , 他 
在 那里 一 直 住 到 大 革命 时 期 , 他 成 了 玛丽 . 安 托 瓦 内 特 一 一 那 时 离 
她 上 断头台 @ 还 有 六 年 一 一 特别 宠信 的 人 人。 玛丽 大 约 比 拉 格 朗 旦 
年 轻 十 九 岁 , 但 她 似乎 理解 他 , 尽 她 所 能 地 减轻 压倒 他 的 消沉 。 

拉 格 庆 日 在 五 十 一 岁 时 感到 他 已 经 完结 了 。 这 是 长 时 期 连续 
过 度 工 作 造 成 的 神经 衰弱 的 明显 症状 。 巴 黎 人 发 现 他 在 谈话 中 温 
和 而 有 礼 魏 , 而且 从 不 争先 。 他 说 得 很 少 , 显得 心不在焉 , 非常 忧 
郁 。 在 拉 瓦 锡 家 举行 的 科学 人 士 聚 会 上 , 拉 格 朗 日 会 站 在 那儿 茫 
然 若 失地 凝视 着 窗外 ， 他 的 背影 对 那些 前 来 向 他 表示 敬意 的 客人 
们 , 是 一 幅 黯 淡 而 冷漠 的 画 。 他 自己 说 他 的 热情 消失 了 , 他 对 数学 
不 再 感 兴趣 了 。 如果 他 被 告知 某 个 数学 家 在 从 事 一 项 重要 的 研究 ， 
他 会 说 那 就 更 好 了 ; 我 开始 了 它 ,我 没有 必要 完成 它 。”< 分 析 力 
学 > 放 在 他 的 书桌 上 , 没有 打开 达 两 年 之 久 。 

拉 格 天 日 厌倦 了 与 数学 有 关 的 一 切 ， 他 现在 转向 他 认为 他 真 
正 感 兴趣 的 东西 一 一 就 象 牛顿 在 《原理 ?之 后 作 的 那样 . 玄学、 人 类 
思想 的 发 展 、 宗 教 史 、 语 言 的 一 般 理 论 、 医 学 .植物 学 。 在 这 些 杂 七 
杂 八 的 东西 上 ， 他 以 渊博 的 知识 和 他 对 数学 以 外 的 东西 的 深刻 洞 
察 力 使 他 的 朋友 感到 吃惊 。 那 时 化 学 正在 迅速 成 为 一 门 科 学 一 一 


@ 玛丽 : 安 托 瓦 内 特 (1755 一 1793) 为 法 国王 后 ， 路 易 十 六 之 事 , 法 国 大 革命 中 她 
与 克 夫 一 道 被 捕 , 并 先后 被 革命 人 民 处 死 。 一 一 译 者 
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上 = 十 > 


与 它 之 前 的 炼金 术 截 然 不 同 ， 这 主要 是 通过 拉 格 朗 日 的 密友 拉 瓦 
锡 (1743 - 1794) 的 努力。 在 某 种 任何 学 习 初 等 化 学 的 学 生 都 能 理 
解 的 意义 上 , 拉 格 朗 日 宣称 , 拉 瓦 锡 已 经 把 化 学 变 得 “ 象 代数 一 样 
容易 了 ”。 至 于 数学 , 拉 格 朗 日 认为 它 已 经 结束 了 , 或 者 至 少 进入 
了 一 个 衰落 的 时 期 。 他 预见 化 学 、 物理 学 和 一 般 的 科学 将 成 为 对 
第 一 流 的 头脑 最 有 吸引 力 的 领域 , 他 甚至 预言 , 数学 在 科学 院 和 大 
学 中 的 位 置 , 不 久 就 会 跌落 到 象 阿拉 伯 语 那样 平凡 的 水 平 。 在 某 种 
意义 上 他 是 对 的 。 要 是 没有 高 斯 、. 阿 贝 耳 、 佩 罗 瓦 、 柯 西 , 以 及 其 他 
一 些 人 给 数学 注入 新 的 思想 , 牛顿 推动 的 波涛 到 1850 年 就 会 消失 。 
幸运 的 是 ， 拉 格 朗 日 在 有 生 之 年 看 到 了 高 斯 令 人 满意 地 开始 了 他 
伟大 的 事业 , 并 且 认识 到 了 他 自己 的 预言 是 没有 根据 的 。 当 我 们 今 
天 想到 1800 年 以 前 的 最 光辉 的 时 代 只 不 过 是 现代 数学 的 黎明 ， 
我 们 现在 正 处 在 晨曦 初 露 的 时 刻 ， 还 不 知道 正午 是 什么 情景 
如 果 会 有 什么 的 话 , 我 们 可 以 对 拉 格 朗 日 的 悲观 付 之 一 笑 ; 我 们 可 
以 从 他 的 例子 学 会 避免 预言 。 

大 革命 打破 了 拉 格 朗 日 的 冷漠 ， 激 励 他 对 数学 的 兴趣 再 次 活 
跃 起来。 为 了 便于 查考 起 见 , 我们 可 以 记 住 1789 年 7 月 去 日 , 攻 
陷 巴 士 底 狱 这 个 日 子 。 

当 法 国 的 贵族 和 科学 界 人 士 终于 认识 到 他 们 必定 会 遭遇 到 什 
么 时 , 他 们 极力 劝告 拉 格 朗 日 返回 柏林 , 那里 等 着 欢迎 他 。 没 有 人 
会 反对 他 的 离 去 。 但 是 他 拒绝 离开 巴黎 , 说 他 宁愿 留 下 来 , 把 这 场 
“试验 "看 完 。 他 和 他 的 朋友 们 都 没有 预见 到 恐怖 时 代 ， 当 它 到 来 
的 时 候 , 拉 格 朗 日 痛 侮 不 该 留 下 来 , 要 逃走 已 经 太 晚 了 。 他 并 不 为 
自己 的 生命 担 惊 受 恪 。 首 先 ， 作 为 半 个 外 国人 ,他 是 相当 安全 的 ， 
其 次 , 他 并 不 十 分 看 重 自己 的 生命 。 但 是 令 人 厌恶 的 残忍 行为 使 
他 作呕 , 几乎 摧毁 了 他 剩 下 的 那 一 点 儿 对 人 类 天 性 和 常情 的 信念 。 
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当 一 个 接着 一 个 的 暴行 使 他 震惊 地 认识 到 ， 他 不 该 留 在 这 里 目击 
一 场 革 命 的 不 可 避免 的 恐怖 ,他 一 直 提 醒 着 自己 , “Tu Las voulo” 
(你 想 做 ”或 “你 会 敌 的 ”)。 

革命 党 人 要 更 新 人 类 和 改造 人 性 的 庞大 计划 使 他 寒心 。 当 拉 
瓦 锡 走 上 断头台 一 一 要 是 仅仅 作为 一 个 社会 正义 的 问题 ， 他 无 疑 
该 受 这 样 的 惩罚 一 一 时 ， 拉 格 朗 日 表示 了 他 对 这 个 愚 惟 的 死刑 的 
愤慨 ; “他 们 只 要 一 刹那 就 可 以 使 这 颗 头 颅 落地 ， 而 要 产生 出 和 他 
同样 的 头脑 或 许 一 百年 也 不 够 ”但 是 当 有 人 力主 以 这 个 大 化 学 
家 对 科学 的 贡献 作为 侥 他 一 命 的 合情合理 的 理由 时 , 充满 义愤 的 、 
受 压 迫 的 市 民 们 肯定 地 对 包 税 人 拉 瓦 锡 说 : “人 民 不 需 要 科学 。 他 
们 也 许 是 对 的 。 可 是 没有 化 学 , 连 肥皂 也 不 可 能 有 。 

尽管 实际 上 拉 格 朗 日 的 整个 工作 生涯 一 直 是 在 王族 的 保护 下 
度 过 的 , 他 并 不 同情 保皇 党 人 , 他 也 不 同情 革命 党 人 。 这 两 方面 都 
无 情 地 侵犯 了 文明 , 他 公正 而 明确 地 站 在 文明 的 中 间 地 带 。 他 能 
够 同情 受 着 超出 人 类 忍耐 力 的 压迫 的 人 民 ， 希 望 他 们 在 争取 体面 
的 生活 条 件 的 斗争 中 取胜 。 但 是 他 太 实 际 了 ,人民 的 领袖 们 提出 
的 改变 人 类 不 幸 的 空想 的 计划 , 不 能 打动 他 , 他 拒绝 相信 和 制造 出 这 
样 的 计划 是 人 类 头脑 之 伟大 的 不 容 置疑 的 证 据 ， 就 象 狂 热 的 把 人 





送 上 断头台 的 剑 子 手 宣称 的 那样 。“ 如 果 你 想 看 看 人 类 头脑 的 真 


正 伟 大 ” 他 说 , “去 牛顿 的 研究 室 看 看 正在 分 解 白 光 或 者 揭露 世界 
体系 的 秘密 时 的 牛顿 吧 ”。 

他 们 对 待 他 异常 宽容 ,颁布 了 一 道 特别 法 令 , 给 他 以 “生活 津 
贴 ”。 当 激发 纸币 造成 的 通货 膨胀 把 津贴 贬 到 一 文 不 值 时 ,他 们 委派 
他 在 发 明 委 员 会 供职 , 以 弥补 他 用 度 的 不 足 , 还 委派 他 在 造 币 委员 
会 供职 。 当 巴黎 师范 学 院 在 1795 年 创办 起 来 (只 存在 了 很 短 的 时 
间 ) 时 , 拉 格 朗 日 被 任命 为 数学 教授 。 师 范 学 院 关 闭 后 , 在 1779 年 
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成 立 伟大 的 巴黎 综合 工科 学 校 时 , 拉 格 朗 日 规划 出 数学 课程 , 任 第 
一 位 教授 。 他 被 找 来 给 程度 很 差 的 学 生 上 课 , 而 在 这 以 前 他 从 未 
教 过 课 。 拉 格 朗 日 适应 了 他 的 未 经 训练 的 学 生 , 带领 他 的 学 生 们 
经 过 算术 、 代数 到 达 分 析 , 他 似乎 更 象 学 生 中 的 一 员 , 而 不 象 他 们 
”的 教师 。 那 个 时 代 的 最 伟大 的 数学 家 , 成 了 一 个 伟大 的 数学 教师 
一 一 为 拿破仑 的 那 一 群 凶猛 的 年 轻 军 事 工 程 师 们 在 征服 欧洲 中 发 
挥 作用 进行 了 准备 。 什 么 都 知道 的 人 不 能 教书 的 宗教 迷信 被 打破 
了 。 拉 格 朗 日 远 远 超 出 了 教学 大 纲 , 在 他 的 学 生 们 眼前 发 展 起 了 
新 数学 , 不 久 , 学 生 们 自己 也 参加 了 这 个 发 展 。 
这 样 发 展 起 来 的 两 项 工作 ， 对 十 九 世 纪 前 三 十 年 的 分 析 学 产 
生 了 很 大 影响 。 拉 格 朗 日 的 学 生 们 发 现 无 限 小 和 无 限 大 的 概念 很 “ 
难 掌握 ， 而 传统 形式 的 微 积分 学 充满 了 这 些 概念 。 为 了 克服 这 些 
困难 ， 拉 格 朗 日 试图 不 用 莱 布 尼 效 的 “无 穷 小 "和 牛顿 的 极限 的 特 
殊 概念 发 展 出 微 积 分 学 。 他 自己 的 理论 发 表 在 < 解析 函数 论 > (1797 
年 ) 和 < 函数 的 微 积分 学 教程 >(1801 年 ) 这 两 部 著作 中 。 这 些 著作 
的 重要 性 不 在 数学 上 ， 而 是 在 于 它们 推动 了 柯 西 和 其 他 一 些 人 去 
创立 一 种 令 人 满意 的 微 积 分 学 。 拉 格 朗 日 完全 失败 了 。 但 是 在 这 
样 说 的 时 候 , 我 们 必须 想到 ， 甚 至 在 我 们 自己 的 时 代 , 拉 格 朗 日 未 
能 成 功 解决 的 困难 也 还 没有 被 完全 克服 。 他 的 著作 是 值得 人 们 注 
音 的 尝试 , 在 那个 时 代 是 令 人 满意 的 。 如 果 我 们 自己 的 著作 的 生 
命 力 有 他 的 著作 那样 长 久 , 我 们 就 干 得 很 好 了 。 
拉 格 朗 晶 在 大 革命 时 期 最 重要 的 工作 ， 是 他 在 完善 米 制度 量 
衡 中 所 起 的 主导 作用 。 正 是 由 于 拉 格 朗 日 的 坚决 和 见地 , 才 没 有 
选择 12, 而 是 选择 了 10 作为 基数 。 12 的 “优点 ”是 显然 的 ， 直 到 
今天 还 出 现在 极 热心 的 宣传 者 们 给 人 以 深刻 印象 的 论文 中 ， 他 们 
距离 异想天开 只 有 毫 厘 之 差 。 把 基数 12 加 在 我 们 十进制 的 数 系 
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上 , 就 象 在 一 个 五 边 形 孔 中 放 进 一 个 六 角形 的 木 条 。 为 了 说 明 12 
的 不 合理 性 ， 甚 至 对 想法 古怪 的 人 说 明 , 拉 格 朗 日 提出 11 也 许 更 
好 一 一 任何 素数 都 有 使 数 系 中 的 所 有 分 数 都 具有 同样 分 母 的 优 
点 。 缺 点 是 非常 多 的 ; 对 任何 懂得 简短 除法 的 人 都 是 很 明显 的 。 委 
员 会 了 解 了 要 点 , 坚持 以 10 为 基数 。 

拉 普 拉 斯 和 拉 瓦 锡 在 委员 会 刚 组 建 时 也 是 委员 会 的 成 员 ， 但 
是 三 个 月 后 ， 和 他 们 与 其 他 人 一 起 被 “清除 ”了 出 去 。 拉 格 朗 日 仍然 
担任 主席 。' 我 不 知道 他 们 为 什么 留 下 了 我 ,” 他 说 , 他 不 太 明白 他 
沉默 的 天 赋 不 只 是 保住 了 他 的 职位 , 也 救 了 他 的 命 。 

尽管 拉 格 朗 日 作 了 许多 有 意义 的 工作 , 他 仍然 是 孤独 的 ,近乎 
消沉 。 在 他 五 十 六 岁 的 时 候 ， 一 个 几乎 比 他 小 四 十 岁 的 年 轻 姑 娘 
把 他 从 这 种 介 乎 生死 之 间 的 衰退 状态 中 挽救 了 出 来 ， 她 是 他 的 朋 
友 天 文学 家 勒 莫 尼 埃 的 女儿 。 她 被 拉 格 朗 日 的 不 幸 感 动 了 , 坚持 
要 同 他 结婚 。 拉 格 朗 日 让 步 了 , 与 所 有 掌管 男女 常情 的 不 管 什 么 
规律 相反 ,这 场 婚姻 的 结果 很 理想 。 年 轻 的 妻子 证 明 她 不 仅 是 忠 
实 的 , 而 且 也 是 称职 的 。 她 把 让 丈夫 说 出 心里 话 和 重新 唤起 他 对 
生活 的 希望 , 作为 自己 生活 的 目的 。 在 拉 格 朗 日 这 方面 , 他 很 高 兴 
地 作 了 许多 让 步 , 陪 着 他 的 妻子 去 参加 舞会 , 那 是 他 自己 从 来 想 不 
到 要 去 的 地 方 。 不 久 , 只 要 她 不 在 他 的 视线 内 时 间 长 一 点 , 他 就 受 
不 了 , 在 她 短暂 外 出 一 一 买 东西 一 一 的 时 间 , 他 是 很 可 怜 的 。 

拉 格 朗 日 即使 在 他 新 的 幸福 中 ， 也 仍然 保持 着 对 生活 的 极为 
客观 的 态度 ,保持 着 对 他 自己 的 愿望 的 绝对 诚实 。“ 我 的 第 一 次 婚 如 
没有 和 孩子 , ”他 说 ,“ 我 不 知道 是 否 我 的 第 二 次 婚姻 会 有 孩子 , 我 几 
平 不 指望 了 。” 他 坦白 而 真挚 地 说 ， 在 他 所 取得 的 全 部 成 功 中 ， 他 
最 珍视 的 是 找到 了 他 年 轻 的 妻子 这 样 温柔 和 忠实 的 伴 但 。 

法 国人 给 了 他 大 量 的 荣誉 。 这 个 曾经 是 玛丽 * 安 托 瓦 内 特 特 
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别 宠信 的 人 , 现在 成 了 那些 把 她 处 死 的 人 们 的 偶像 。 1796 年 ， 法 
因 看 并 了 皮 次 蒙特 ， 塔 菜 朗 奉命 郑重 其 事 地 去 拜访 仍然 住 在 都 灵 
的 拉客 朗 日 的 父亲 , 告诉 他 ,“ 你 的 儿子 , 由 于 他 的 天 才 , 给 全 人 类 
带 来 了 荣誉 , 皮 埃 蒙特 为 产生 了 他 感到 骄傲, 法 国 为 拥有 他 感到 骄 
做 .” 当 拿破仑 在 他 的 两 次 战役 之 间 转 到 内 政 上 时 ， 他 经 常 与 拉 格 
朗 日 谈论 近代 的 哲学 问题 和 数学 在 现代 状态 中 的 作用 ， 他 对 这 个 
讲话 很 柔和 的 人 极为 尊敬 ， 这 个 人 总 是 想 好 了 才 说 ， 从 来 也 不 因 
执 己见 。 z 

拉 格 朗 日 在 他 平静 的 冷漠 下 面 ， 隐 藏 着 一 种 有 时 出 人 意料 地 
闪现 一 下 的 讽刺 的 机 智 。 有 时 他 的 讽刺 是 那么 微妙 , 以 至 比较 粗 
俗 的 人 一 一 拉 普 拉 斯 就 是 一 个 一 一 在 这 种 讽刺 是 针对 他 们 的 时 候 
竟然 听 不 懂 。 一 次 在 为 实验 和 观察 辩护 ,以 防止 胡思乱想 和 先 统 
的 推理 时 , 拉 格 朗 日 说 ,“ 这 些 天 文学 家 是 很 奇怪 的 ; 他 们 不 相信 一 
种 理论 ， 除 非 这 种 理论 与 他 们 的 观察 相 吻 合 .” 有 人 注意 到 他 在 一 
次 音乐 会 上 着 迷 得 忘 了 一 切 , 问 他 为 什么 喜欢 音乐 .他 回答 说 “我 
听 了 头 三 个 小 节 ; 在 第 四 小 节 我 就 什么 也 辨别 不 出 来 了 ; 我 完全 沉 
浸 在 自己 的 思想 中 ; 没有 什么 东西 妨碍 我 。 正 是 这 样 , 我 解决 了 不 
止 一 个 困难 的 问题 .甚至 他 对 牛顿 的 真诚 敬意 ， 也 带 有 一 点 儿 同 
样 温和 的 讽刺 味道 。“ 牛 顿 , ”他 说 , “无疑 是 特别 有 天 才 的 人 ,但 是 
我 们 必须 承认 , 他 也 是 最 幸运 的 人 : 一 个 人 建立 世界 体系 的 机 会 只 
有 一 次 ”他 又 说 “牛顿 是 多 么 幸运 啊 , 在 他 那个 时 候 , 世界 的 体系 
仍然 有 待 发 现 呢 ! ” 

拉 格 朗 日 在 科学 方面 的 最 后 的 努力 ， 是 为 《分 析 力 学 ?出 第 二 
版 而 作 的 修正 和 扩充 。 虽然 他 已 年 傅 七 十 , 他 过 去 的 全 部 力量 又 加 
到 了 他 身上 。 他 恢复 了 以 前 的 习惯 , 连续 不 停 地 工作 , 可 很 快 发 现 
他 的 躯体 不 再 顺从 大 脑 的 指挥 了 。 不 久 他 开始 出 现 一 阵 阵 的 昏 邦 ， 
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特别 是 在 早上 起 床 的 时 候 。 一 天 ， 他 的 麦 子 发 现 他 躺 在 地 上 不 本 
人 事 , 他 的 头 在 倒 下 时 碰 在 了 桌子 边 上 ， 伤 得 很 历 害 。 在 那 以 后 ， 
他 放 慢 了 速度 , 但 仍 在 继续 工作 。 他 知道 他 的 病 是 严重 的 , 但 这 没 
有 打 乱 他 的 安详 ; 拉 格 朗 a 对 他 的 
命运 听天由命 。 

拉 格 朗 日 去 世 的 前 两 天 , 蒙 日 和 其 他 一 些 朋 友 得 知 他 快 死 了 ， 
他 希望 告诉 他 们 -- 些 有 关 他 的 生平 的 事情 , 就 去 拜访 他 。 他 们 发 
现 他 暂时 情 品 不 错 , 只 是 失去 了 记 纪 力 , 这 使 他 忘记 了 想 要 告诉 他 
们 的 事情 。 

“我 昨天 病 得 厉害 , 我 的 朋友 们 , ”他 说 ,“ 我 感到 我 要 死 了 ; 我 
的 身体 在 -- 点 一 点 地 虚弱 下 去 ; 我 的 智力 和 体力 正在 慢 慢 死亡 ; 我 
注意 到 我 的 力气 逐渐 减 小 的 进程 ， 我 接近 死亡 既 没 有 悲伤 也 没有 
忱 惜 , 这 只 是 非常 温和 的 衰竭 。 噢 ,死亡 并 不 可 怕 , 当 他 没有 痛苦 
地 到 来 时 , 它 是 最 后 一 个 , 并 不 是 令 人 不 快 的 功能 。” 

他 相信 生命 的 位 置 在 所 有 的 器 官 中, 在 机 体 的 整体 中 , 而 在 他 
的 情况 下 , 这 个 机 体 所 有 的 零件 都 同样 衰竭 了 。 i 

“再 过 一会儿, 娜 儿 也 人 会 有 机 能 了 , 死亡 无 所 不 在 ; 死亡 只 是 
躯体 的 完全 安 眼 。 

“我 希望 死 , 是 的 , 我 希望 死 , 我 在 死亡 中 发 现 了 一 种 愉悦 。 但 
是 我 的 麦子 不 希望 我 死 。 在 这 样 的 时 刻 ， 我 竞 宁愿 有 一 个 不 是 这 
样 好 的 、 不 是 这 样 热切 地 想 恢复 我 的 活力 的 麦子 , 那样 的 妻子 会 让 
我 平静 的 死去 。 我 过 完了 我 的 一 生 ; 我 在 数学 中 得 到 了 一 些 名 声 。 
我 从 不 恨 任何 人 , 我 没 作 过 什么 坏事 , 死 会 是 很 好 的 ， 但 是 我 的 妻 
子 不 希望 我 死 。” 

他 的 愿望 很 快 就 实现 了 。 他 的 朋友 们 离 去 以 后 不 久 , 他 型 了 进 
去 ,再 没有 醒 过 来 1813 年 4 月 10 日 凌晨 他 去 世 了 ,终年 七 十 六 岁 。 
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第 十 一 章 ” 从 农民 到 势利 小 人 
拉 普 拉 凑 


自然 的 一 切 结果 都 只 是 数目 不 多 的 一 
些 不 变 规 律 的 数学 结论 。 





P.S. 拉 普 拉 斯 179 
皮 埃 尔 - 西 蒙 : 德 " 拉 普 拉 斯 伐 事 (1749 一 1827) 出 生 时 不 是 农 

夫 , 死 时 也 不 是 势利 小 人 。 然 而 他 光辉 的 一 生 , 在 二 阶 小 量 的 范围 

内 , 包含 在 所 指出 的 极限 内 ， 正 是 从 这 个 近似 的 观点 ， 他 作为 人 性 

的 一 个 例子 是 极为 有 趣 的 。 
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作为 一 个 数学 天 文学 家 , 拉 普 拉 斯 被 公正 地 称 为 法 国 的 牛顿 ; 
作为 一 个 数学 家 , 他 可 以 被 看 作 是 概率 论 的 现代 状况 的 竟 基 人 ,在 
人 性 方面 ， 他 也 许 是 对 高 贵 的 追求 必然 使 人 品格 高 贵 这 种 教育 学 
迷信 的 最 明显 的 驳斥 。 然 而 , 尽管 有 各 种 各 样 引 人 发 笑 的 全 点 一 一 
他 对 头衔 的 贫 焚 , 在 政治 上 的 随 风 倒 ,以 及 渴望 得 到 公众 的 尊重 ， 
成 为 不 断 变化 的 注意 的 中 心 而 出 风头 一 一 拉 普 拉 斯 的 性 格 中 也 有 
真正 伟大 的 因素 。 我 们 可 以 不 相信 所 有 他 说 过 的 为 真理 而 献身 
真理 的 话 , 我 们 可 以 对 他 竭力 把 后 顿 关于 在 海边 玩 机 的 孩子 的 话 ， 
套 入 一 句 简 炼 的 警句 , 反复 背诵 他 警句 式 的 最 后 一 句 话 -一 一 “我们 
知道 的 不 多 , 我 们 不 知道 的 无 限 * 一 一 这 番 昔 心 付 之 一 笑 , 但 是 我 
们 不 能 和 否认 拉 普 拉 斯 对 不 知名 的 初学 者 的 慷慨 ， 他 对 他 们 决 不 是 
一 个 狭 滑 的 讨厌 的 政客 。 为 了 帮助 一 个 年 轻 人 , 拉 普 拉 斯 有 一 次 
还 欺骗 了 他 自己 。 

对 于 拉 普 拉 斯 的 早年 生活 我 们 知道 得 很 少 。 他 的 父母 是 住 在 
法 国 卡 尔 瓦 多 斯 省 的 博 蒙 - 恩 - 奥 热 的 农民 ，1749 年 3 月 23 日 皮 
埃 尔 -西蒙 就 出 生 在 那里 。 围 绕 着 拉 普 拉 斯 的 青少年 时 代 的 一 片 
采 膛 , 是 由 于 他 自己 的 势利 ， 他 一 直 为 他 卑微 的 父母 感到 凑 耻 ,并 
竭尽 全 力 隐 螨 他 的 农民 出 身 。 

拉 普 拉 斯 在 乡村 学 校 时 就 已 显示 出 非凡 的 才能 ， 大 概 正 是 这 
个 原故 , 他 通过 富有 的 邻居 们 善意 的 关心 交 了 好 运 。 据说 他 的 第 
一 次 成 功 是 在 神学 辩论 上 。 如 果真 是 如 此 ， 那 就 是 对 他 成 年 后 多 
少 有 些 喘 吊 怕人 的 无 神 论 的 一 个 有 趣 的 前 奏 。 他 很 早 就 学 习 了 数 
学 。 在 博 蒙 有 一 所 军事 学 校 , 拉 普 拉 斯 作为 一 名 走读 生 进 了 这 所 学 
校 , 据说 他 在 那里 教 过 一 个 时 期 的 数学 ,一 个 不 大 可 靠 的 传说 是 这 
个 年 轻 人 非凡 的 记忆 力 , 比 他 的 数学 才能 更 引起 人 们 的 注意 , 一 些 
有 影响 的 人 士 就 是 因为 他 的 记忆 力 , 才 热 心地 给 他 写 了 推荐 信 , 他 
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在 十 八 岁 时 带 着 这 些 挫 荐 信 前 往 巴 黎 ， 从 他 的 志 子 上 永远 地 控 掉 
了 博 蒙 的 泥土 , 出 发 去 寻找 他 的 运气 。 他 对 自己 力量 的 估计 是 很 高 
的 , 但 并 不 过 分 。 年 轻 的 拉 普 拉 斯 怀 着 有 充分 理由 的 自信 闻 入 已 
黎 , 去 征服 数学 世界 。 

拉 普 拉 斯 一 到 巴黎 就 去 拜访 达 朗 贝尔 , 送 上 了 他 的 推荐 信 。 他 
没有 被 接纳 。 达 朗 贝尔 对 于 只 带 着 大 人 物 的 推荐 售 的 年 轻 人 不 感 
兴趣 。 拉 普 拉 斯 以 在 他 这 样 的 年 轻 人 是 惊人 的 洞察 力 , 感觉 到 了 
问题 在 什么 地 方 。 他 回 到 住处 ,给 达 朗 贝尔 写 了 一 封 关于 力学 的 
一 般 原理 的 精采 的 信 。 这 封 信和 果然 起 了 作用 。 达 朗 贝 尔 回 信和 邀 请 拉 
普 拉 斯 去 见 他 , 他 在 信 中 写 道 , “先生, 你 看 , 我 几乎 没有 注意 你 那 
些 推荐 信 ; 你 不 需要 什么 推荐 。 你 已 经 更 好 地 介绍 了 你 自己 。 对 我 

” 来 说 这 就 够 了 ， 你 应 该 得 到 我 的 支持 。” 几 天 以 后 ， 由 于 达 朗 贝尔 
的 原故 , 拉 普 拉 斯 被 任命 为 巴黎 军事 学 校 的 数学 教授 。 

拉 普 拉 斯 现在 积极 投身 于 他 毕生 的 事业 一 一 把 牛顿 的 万 有 引 
力 理 论 详细 地 应 用 于 整个 太阳 系 。 要 是 他 别 的 什么 也 不 做 , 他 也 会 
比 他 实际 上 更 加 伟大 。 拉 普 拉 斯 在 1777 年 写 给 达 朗 贝尔 的 一 封 信 
中 ,描述 了 他 想 成 为 什么 样 的 人 , 那 时 他 二 十 七 岁 。 拉 普 拉 斯 对 他 自 
己 的 描述 ， 是 在 自我 分 析 方 面 -一 个 人 所 曾 说 过 的 现实 与 想象 的 最 
奇怪 的 混合 。 

“我 从 事 数学 研究 ， 一 向 出 于 爱好 , 而 非 追 求 虚 名 。” 他 宜 称 ， 
“我 最 大 的 乐趣 是 研究 发 明 者 的 进展 情况 ,看 看 他 们 的 天 才 怎 样 千 
方 百 计 对 付 他 们 碰 到 的 障碍 ,， 和 怎样 克服 这 些 障碍 。 然后 我 把 自 
己 放 在 他 们 的 位 置 上 , 问 自己 , 我 会 怎样 去 克服 这 些 障碍 。 虽 然 在 
大 多 数 情 况 下 这 样 蔡 换 只 是 使 我 的 自负 蒙受 耻辱 ， 然 而 为 他 们 的 
成 功 而 感到 的 欢欣 ， 丰 厚 地 补偿 了 我 这 点 微不足道 的 屈辱 。 如 果 
我 有 幸 能 给 他 们 的 工作 添加 一 些 东西 ， 我 把 全 部 功绩 都 归于 他 们 
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最 初 的 努力 , 并 确信 他 们 在 我 的 位 置 上 会 比 我 做 得 更 好 。……… 出 

他 的 第 一 句 话 也 许 是 对 的 。 但 是 他 这 篇 可 能 由 一 个 自命 不 凡 
的 十 岁 孩 子 , 交 给 容易 受骗 的 主 日 学 校 教 师 的 、 沾 沾 自 喜 的 小 品 的 
其 余部 分 怎样 呢 ? 特别 要 注意 他 把 自己 的 “谦虚 ”的 成 功 慷慨 地 归 
于 前 硬 们 的 最 初 的 工作 这 名 话 。 再 没有 比 这 个 表示 感谢 的 坦率 的 
声明 更 不 真实 的 了 。 实事 求 是 地 说 , 拉 普 拉 斯 不 管 在 哪里 得 到 他 
用 得 着 的 同 代 人 和 前 硬 们 的 任何 著作 , 他 都 无 法 无 天 的 到 处 偷窃 。 
例如 ， 从 拉 格 朗 日 那里 ， 他 窃取 了 位 势 ( 下 面 就 描述 ) 的 重要 概念 ; 
从 勒 让 德 那 里 , 他 掠 来 他 需要 的 分 析 方 面 的 东西 ; 最 后 , 在 他 的 杰 
作 « 天 体力 学 > 中, 他 故意 略 去 了 写 进 他 自己 的 著作 中 的 、 别 人 的 著 
作 的 出 处 ， 目 的 在 使 后 代 人 认为 是 他 独自 一 个 创立 了 天 体 的 数学 
理论 。 当 然 , 他 不 可 避免 地 要 反复 提 到 牛顿 , 拉 普 拉 斯 没有 必要 如 
此 心胸 狭窄 。 他 自己 对 太阳 系 动力 学 的 巨大 贡献 , 很 容易 地 就 使 
他 所 无 视 的 其 他 人 的 工作 相形 见 纳 了 。 


任何 人 只 要 从 来 没有 看 见 过 与 拉 普 拉 斯 解决 问题 类 似 的 努 
力 , 都 无 法 了 解 他 解决 的 问题 的 复杂 和 困难 程度 。 在 论 及 拉 格 朗 日 
时 , 我 们 提 到 过 三 体 问题 。 拉 普 拉 斯 考虑 的 是 类 似 的 问题 ,但 是 范 
围 更 大 。 他 必须 从 牛顿 规律 算出 太阳 系 的 所 有 行星 相互 之 间 的 .以 
及 它们 与 太阳 之 闻 的 摄 动 一 一 斥 力 和 拉力 一 一 的 结合 的 效果 。 土 
星 除了 它 的 平均 运动 明显 地 稳定 减少 以 外 ， 是 会 球 逸 到 太空 中 去 
呢 , 还 是 继续 作为 太阳 系 的 成 员 ? 或 者 木星 和 月 之 的 加 速度 最 终 会 
造成 一 个 落 进 太阳 , 另 一 个 撞 碎 在 地 球 上 吗 ?这 些 摄 动 的 效应 是 黑 
加 的 还 是 散 逸 的 呢 ?或 者 它们 是 周期 性 的 还 是 守恒 的 呢 ? 这 些 谜 和 
类 似 的 谜 是 一 个 大 问题 的 细节 , 这 个 大 问题 是 :太阳系 是 稳定 的 还 
是 不 稳定 的 ? 据 假定 牛顿 的 万 有 引力 规律 确实 是 宇宙 规律 , 是 唯一 
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控制 行星 运动 的 规律 。 

拉 普 拉 斯 在 1773 年 向 这 个 总 的 问题 迈 出 了 重要 的 第 一 步 , 那 
时 他 二 十 四 岁 ， 他 证 明了 行星 到 太阳 的 距离 在 一 些微 小 的 周期 变 
化 之 内 是 不 变 的 。 

当 拉 普 拉 斯 着 手 解决 稳定 性 问题 时 ， 专 家 们 的 意见 最 多 是 不 
置 可 否 。 牛顿 本 人 相信 , 要 使 太阳 系 保持 秩序 ， 防 止 它 毁灭 和 瓦 
解 , 神 的 干预 有 时 可 能 是 必要 的 。 其 他 对 月 球 理论 (月 球 运 动 ) 的 
困难 留 下 了 深刻 印象 的 人 , 如 欧 拉 , 则 怀疑 行星 及 其 卫星 的 运动 是 
否 能 由 牛顿 假说 来 解释 。 其 中 所 包含 的 力 太 多 , 它们 的 相互 作用 
也 太 复 杂 , 不 可 能 作出 任何 合理 的 公正 的 猜测 。 直到 拉 普 拉 斯 证 
明了 太阳 系 的 稳定 性 为 止 ， 一 个 人 的 推测 与 男 一 个 人 几乎 一 样 。 

这 里 ， 为 了 解决 读者 无 疑 已 经 提出 的 一 个 反对 意见 ， 可 以 声 
明 ， 拉 普 拉 斯 对 稳定 性 的 解答 只 适用 于 和 牛顿 和 他 本 人 所 想象 的 高 
度 理想 化 的 太阳 系 。 潮 汐 的 阻力 (在 周 日 旋转 中 起 着 闻 一 般 的 作 
用 ) 及 其 他 一 些 东 西 都 忽略 不 计 了 。 自 从 《天 体力 学 ?出 版 以 来 , 我 
们 对 于 太阳 系 及 拉 普 拉 斯 略 去 的 其 中 的 一 切 , 已 经 知道 了 许多 。 如 
果 说 实际 上 的 太阳 系 一 一 相对 于 拉 普 拉 斯 的 理想 的 太阳 系 一 一 的 
稳定 问题 仍 未 解决 ,也 许 并 不 算 过 份 。 不 过 , 天 体力 学 的 专家 们 可 
能 会 不 同意 , 而 具有 他 们 有 资格 作出 判断 。 

由 于 气质 不 同 , 一 些 人 发 现 拉 普 拉 斯 的 构想 , 一 个 无 数 次 地 、 
永远 重复 着 复杂 的 循环 运动 的 .永远 稳定 的 太阳 系 , 就 象 一 个 没有 
尽头 的 恶 梦 一 样 令 人 浊 丧 。 对 于 这 些 人 , 最 近 得 到 了 一 个 安慰 : 大 
阳 也 许 有 一 天 会 象 一 颗 新 星 那样 爆炸 。 那样 的 话 , 稳定 性 的 问题 
就 不 再 使 我 们 烦恼 了 , 因为 我 们 都 会 突然 间 完 全 成 为 气体 。 

作为 对 这 一 个 辉煌 的 开端 的 奖励 ， 拉 普 拉 斯 在 他 刚刚 二 十 四 
岁 时 得 到 了 他 一 生 中 第 一 个 真正 的 荣誉 , 成 为 科学 院 副 院 士 。 傅 里 176 








欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


204 数 学 精英 


叶 概 述 了 他 此 后 的 科学 生涯 ,“ 拉 普 拉 斯 把 他 的 全 部 著作 用 在 一 个 
固定 的 方面 他 从 来 没有 偏离 过 它 ， 冷 静 沉着 地 坚持 他 的 观点 , 一- 
直 是 他 的 天 才 的 主要 特点 。 他 已 经 [ 当 他 开始 着 手 解决 太阳 系 问 题 
时 ] 处 于 数学 分 析 的 顶峰 , 知道 这 个 理论 中 最 精巧 的 一 切 , 没有 人 
比 他 更 适 于 扩展 它 的 领域 。 他 已 经 解决 了 天 文学 中 的 一 个 重大 问 
题 [在 1773 年 寄 给 了 科学 院 ], 他 决定 把 他 的 全 部 才智 贡献 给 数学 
天 文学 , 这 是 他 注定 要 加 以 完善 的 领域 。 他 深入 地 考虑 了 他 的 伟 
大 计划 ， 以 科学 史上 无 可 匹敌 的 坚忍 不 拔 的 精神 ， 毕 生 致 力 于 这 
项 汁 划 的 完成 。 这 个 课题 的 宏大 ， 给 他 的 天 才 带 来 应 得 的 荣誉 。 
他 承担 了 撰写 他 那个 时 代 的 < 天 文学 大 成 ?@ 一 一 《天 体力 学 ?的 重 
任 ; 他 的 不 朽 的 著作 , 使 他 远 远 超过 了 托 勒 密 的 著作 , 正如 现代 的 
分 析 科 学 [数学 分 析 ] 超 过 了 网 几 里 得 的 《原理 >。” 

这 是 再 恰当 不 过 的 了 。 不 论 拉 普 拉 斯 在 数学 上 做 什么 ， 都 是 
为 了 给 那个 大 问题 的 解答 以 帮助 。 拉 普 拉 斯 是 把 全 部 力量 集中 于 
值得 一 个 人 为 之 竭尽 全 力 的 、 唯 一 中 心目 标的 那 种 智慧 一 对 于 
一 个 天 才 来 说 一 一 的 伟大 范例 。 有 时 候 拉 普 拉 斯 也 被 诱 向 其 他 东 
西 ,但 时 间 都 不 长 .一 度 他 对 数论 很 感 兴趣 ,但 是 一 认识 到 它 的 难题 
可 能 需要 他 花 上 比 他 能 从 太阳 系 的 问题 中 分 出 来 的 更 多 的 时 间 ， 
便 很 快 放 弃 了 它 。 甚 至 他 在 概率 论 方面 的 划时代 的 工作 ， 尽 管 乍 
看 上 去 偏离 了 他 的 主要 兴趣 ， 实 际 上 也 是 受到 了 他 在 数学 天 文学 
中 的 需要 的 启迪 。 一 旦 深入 了 这 个 理论 , 他 就 看 出 , 它 对 于 一 切 精 
密 科学 都 是 不 可 缺少 的 ， 感 到 尽 他 的 力量 去 发 展 它 是 有 道理 的 。 





< 天 体力 学 (The Méoanique c6leste) 把 拉 普 拉 斯 的 天 文学 工 
作 概 括 成 一 个 有 条 理 的 整体 ， 它 是 在 二 十 六 年 的 时 间 内 分 卷 出 版 
@ ”公元 二 世纪 时 古 希 腊 天 文学 家 托 勒 密 著 的 天 文 数学 名 著 。 一 一 译 者 
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的 。1799 年 出 版 了 两 卷 , 论 述 行星 的 运动 ， 它 们 的 形状 (作为 旋转 
体 )， 以 及 潮汐 ; 1802 年 和 1805 年 出 版 的 另外 两 卷 继续 这 方面 的 
研究 ,这 些 研究 最 后 在 1823 一 1825 年 的 第 五 卷 中 完成 数学 解释 是 
极其 简略 的 ,偶尔 是 粗粮 的 , 拉 普 拉 斯 感 兴趣 的 是 结果 ,不 是 他 怎样 
得 出 这 些 结果 。 为 了 避免 把 复杂 的 数学 论证 压缩 成 简短 明 腺 的 形 
” 式 的 麻烦 ,他 常常 删 去 一 切 论证 ,只 留 下 结论 和 一 名 乐观 的 评语 “这 
是 显而易见 的 ”他 自己 常常 会 花费 几 个 小 时 一 一 有 时 几 天 一 一 
的 艰苦 劳动 ， 才 能 把 他 据 以 “看 出 "这些 容 易 的 事情 的 推理 再 现 出 
来 。 甚 至 有 才能 的 读者 也 很 快 就 染 上 了 只 要 那 句 著名 的 短 句 一 出 
现 就 叹息 的 习惯 , 知道 十 有 八 九 他 们 又 得 白费 力气 地 于 上 一 星期 。 
< 天 体力 学 > 的 主要 结果 , 有 一 个 比较 容易 读 的 说 明 在 1796 年 
出 版 ， 这 就 是 经 典 著作 < 字 宙 体系 论 > (Exposition du gystéme du 
monde), 它 被 描述 为 拉 普 拉 斯 的 杰作 , 其 中 全 部 数学 内 容 都 省 略 
了 。 在 这 部 著作 中 ， 就 象 在 关于 概率 的 专著 (1820 年 ， 第 三 版 ) 的 
那 篇 很 长 的 非 数 学 导言 (四 开 一 百 五 十 三 页 ) 中 -- 样 ， 拉 普 拉 斯 显 
示 出 他 作为 一 个 作家 ， 几乎 与 他 作为 一 个 数学 家 同样 伟大 。 任何 
人 希望 曾 见 概率 论 的 魅力 和 范围 ， 而 不 被 只 有 数学 家 才能 理解 的 
术语 所 阻挡 , 阅读 拉 普 拉 斯 的 导言 是 最 好 不 过 的 了 。 自从 拉 普 拉 
斯 写 了 这 篇 导言 以 来 , 人 们 已 经 作 了 许多 工作 , 特别 是 近年 来 在 概 
率 论 的 基础 上 做 了 许多 工作 ,但 是 他 的 解释 仍然 是 经 典 的 , 至 少 对 
”整个 学 科 的 一 个 基本 原理 是 完美 的 表述 。 这 个 理论 还 不 完全 , 这 
是 几乎 无 需 说 的 。 事 实 上 它 正 开始 显得 好 象 它 还 没有 开始 一 一 下 
一 代 人 可 能 不 得 不 把 它 从 头 做 过 。 
可 以 顺便 提 一 下 拉 普 拉 斯 的 天 文学 工作 的 一 个 有 趣 的 细节 ， 
即 关 于 太阳 系 起 源 的 著名 的 是 云 假 说 。 拉 普 拉 斯 显然 不 知道 康德 
比 他 领先 , 他 (只 是 半 认真 地 ) 在 一 个 注释 中 提出 了 这 个 假说 。 要 
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系统 地 解决 这 个 问题 , 他 的 数学 不 够 用 , 一 直到 本 世纪 琼斯 重新 开 
始 讨 论 这 个 假说 , 它 才 有 了 科学 意义 。 

拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 , 这 两 个 十 八 世 纪 最 主要 的 法 国 科 学 家 ， 
呈现 出 一 个 有 趣 的 对 照 ,和 一 个 典型 的 ,将 随 着 数学 的 扩展 而 日 益 
尖锐 的 差别 。 拉 普 拉 斯 属于 数学 物理 分 支 , 拉 格 朗 日 属于 纯 数 学 
分 支 。 泊 松本 人 是 个 数学 物理 学 家 ， 他 似乎 倾向 于 认为 拉 普 拉 斯 
是 更 合乎 需要 的 类 型 ， 

“ 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 在 他 们 前 一 切 工作 上 , 不 论 是 研究 数 还 
是 研究 月 球 的 天 平 动 ， 都 有 着 深刻 的 差别 。 看 来 拉 格 朗 日 往往 在 
他 探讨 的 问题 中 只 看 到 数学 ， 把 它 作为 问题 的 根源 一 一 因此 他 高 
度 评价 优美 与 普遍 性 。 拉 普 拉 斯 则 主要 是 把 数学 看 做 一 个 工具 ， 
当 每 一 个 特殊 的 问题 出 现时 , 他 就 巧妙 地 修改 这 个 工具 , 使 它 适合 
于 该 问题 。 一 个 是 伟大 的 数学 家 ; 另 一 个 是 伟大 的 哲学 家 , 试图 通 
过 使 高 等 数学 为 自然 服务 来 了 解 自然 。” 

拉 褚 郎 日 和 拉 普 拉 斯 之 间 的 根本 差别 也 给 傅 里 叶 (我 们 将 在 
后 面 考虑 他 ) 留 下 了 深刻 的 印象 。 健 里 叶 本 人 的 数学 观点 是 相当 
严密 而 “实际 ”的 ， 然 而 他 能 够 (有 一 个 时 期 ) 判 断 拉 格 朗 日 的 真正 
价值 

“ 拉 格 朗 日 既是 一 个 大 数学 家 , 也 是 一 个 哲学 家 。 他 用 他 的 整 
个 一 生 , 用 季 高 尚 、 质 朴 的 举止 , 和 他 崇高 的 品格 , 最 后 用 他 精确 而 
深刻 的 科学 著作 , 在 他 适度 的 愿望 中 ,证 明了 他 对 人 类 的 普遍 利益 ， 
始终 人 怀 着 深厚 的 感情 。>” 

出 自 傅 里 叶 的 这 番 话 是 值得 注意 的 。 它 可 能 带 有 一 点 我 们 通 
常 在 法 国 式 的 悼词 中 听 到 的 前 律 工整 的 华丽 辞 躁 ， 然 而 它 是 正确 
的 , 至 少 在 今天 是 正确 的 。 拉 格 朗 日 对 现代 数学 的 伟大 影响 , 是 由 
于 “他 的 科学 著作 的 深度 和 精确 性 ”, 这 些 特点 是 拉 普 拉 斯 的 杰作 
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中 有 时 缺少 的 。 

对 于 他 的 大 多 数 同 代 人 和 最 直接 的 追随 者 来 说 ， 拉 普 拉 斯 
的 地 位 在 拉 格 朗 日 之 上 。 这 部 分 是 由 寺 拉 普 拉 斯 解决 的 
问题 的 重要 一 一 证 明太 阳 系 是 一 个 巨大 的 永 动机 这 一 宏伟 的 计 
划 。 这 个 计划 本 身 是 宏伟 的 ， 这 是 无 疑 的 ， 但 是 它 本 质 上 是 虚幻 
的 : 在 拉 普 拉 斯 的 时 代 一 一 甚至 在 我 们 的 时 代 , 人 们 关于 实际 的 物 
质 宇宙 所 知道 的 , 还 不 足以 给 这 个 问题 以 任何 真正 的 重要 意义 。 也 
许 还 要 经 过 许多 年 ， 数 学 才能 发 展 到 足以 处 理 我 们 现在 所 有 的 大 
量 复杂 的 数据 。 数学 天 文学 家 们 无 疑 会 继续 玩弄 “宇宙 ”乃至 更 
不 能 给 人 留 下 什么 印象 的 太阳 系 的 理想 模型 ， 并 继续 用 关于 人 类 
命运 的 . 令 人 鼓舞 和 使 人 肖 正 的 报告 淹没 我 们 ， 但 是 到 最 后 , 他 们 
的 研究 工作 的 副产品 一 一 他 们 设想 出 来 的 纯 数学 工具 的 完善 一 一 
将 成 为 他 们 对 科学 发 展 的 永久 的 贡献 ( 跟 猜 测 性 的 宣传 相反 )， 人 恰 
如 在 拉 普 拉 斯 的 情形 那样 。 

如 果 上 面 讲 的 显得 太 深 奥 ， 不 妨 看 看 发 生 在 < 天 体力 学 > 的 事 
情 。 除 了 专业 数学 家 之 外 ,难道 今天 有 人 真正 相信 拉 普 拉 斯 对 太 
阳 系 的 稳定 性 的 结论 ， 是 他 用 一 个 理想 化 的 梦想 代替 了 的 极为 复 
杂 的 情形 的 可 靠 定 论 吗 ?也 许 很 多 人 会 相信 ; 但 是 没有 哪 一 个 数学 
物理 工作 者 会 怀疑 拉 普 拉 斯 为 着 手 解决 他 的 理想 而 发 展 起 来 的 数 
学 方法 的 力量 和 用 途 。 

只 举 一 个 例子 ， 位 势 理论 今天 比 拉 普 拉 斯 所 曾 梦 想到 的 更 为 
重要 。 要是 没有 这 个 理论 的 数学 , 我 们 想 要 理解 电磁 的 尝试 几乎 
一 开始 就 得 停 下 来 。 从 这 个 理论 中 产生 了 边界 值 数 学 的 一 个 强 有 
力 的 分 支 ， 今天 这 个 分 支 对 于 物理 科学 具有 比 整个 牛顿 万 有 引力 
理论 更 加 重要 的 意义 。 位 势 的 概念 是 第 一 流 的 数学 灵 愿 一 一 它 使 
我 们 有 可 能 着 手 解决 一 些 没 有 它 就 将 无 法 接近 的 物理 问题 。 
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一 -一 一 一 -一 





位 势 只 不 过 是 我 们 在 牛顿 那 一 章 中 描述 的 、 与 流体 运动 和 拉 
普 拉 斯 方程 有 关 的 函数 ww。 函数 4 在 那里 是 “速度 位 势 ” 如 果 是 关 
于 牛顿 万 有 引力 的 吸引 力 间 题 , % 是 “引力 位 势 ”。 把 位 势 引进 流体 
运动 理论 .引力 理论 、 电 磁 理 论 和 其 他 一 些 领域 , 是 数学 物理 中 的 
一 个 最 大 的 进步 。 它 有 着 把 两 个 或 三 个 未 知 量 的 偏 微分 方程 换 成 
一 个 未 知 量 方程 的 作用 。 





拉 普 拉 斯 在 1785 年 三 十 六 岁 时 晋升 为 科学 院 院 士 。 正 如 这 
一 荣誉 在 一 个 科学 家 的 生涯 中 十 分 重要 , 1785 年 这 一 年 在 拉 普 拉 
斯 作为 一 个 公职 人 员 的 生涯 中 , 是 一 个 更 重要 的 里 程 碑 。 因为 在 
这 一 年 ， 拉 普 拉 斯 在 军事 学 校 获 得 对 一 个 十 六 岁 的 唯一 的 考生 进 
行 考 试 的 独特 的 荣誉 。 这 个 青年 注定 要 打 乱 拉 普 拉 斯 的 计划 ,使 
他 从 献身 数学 转 入 脏 脏 的 政治 。 这 个 年 轻 人 的 名 字 是 拿破仑 . 波 
拿 巴 (769 一 1821) 。 

可 以 说 拉 普 拉 斯 是 骑 在 马 背 上 度 过 大 革命 的 ， 而 且 是 相当 安 
全 地 目睹 了 一 切 。 但 是 有 着 象 他 这 样 的 声望 和 难于 满足 的 野心 的 
人 , 没有 一 个 能 够 完全 逃脱 危险 。 如 果 德 帕 斯 托 雷 知道 他 在 他 的 
统 词 中 在 说 些 什么 就 好 了 , 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 逃脱 了 岂 头 台 , 仅 
仅 因 为 他 们 被 征召 去 为 大 炮 计 算 弹 道 ， 并 帮助 指导 制造 用 于 火药 
的 硝 石 。 他 们 既 没 有 象 一 些 不 这 么 需要 的 专家 学 者 那样 被 迫 去 吃 
章 , 也 没有 象 他 们 不 幸 的 朋友 和 孔 多 塞 那样 , 由 于 点 了 一 份 贵族 吃 的 
拓 鸡 蛋 ， 而 粗心 地 暴露 他 们 自己 。 孔 多 塞 不 知道 一 份 普通 的 捧 鸡 
蛋 需 用 多 少 个 鸡蛋 , 他 要 了 一 打 。 那 位 可 靠 的 厨师 问 孔 多 塞 是 干 
什么 的 “木匠 。 一 一 “让 我 看 看 你 的 手 。 你 不 是 木 开 。” 那 就 是 拉 
普 拉 斯 的 好 朋友 和 孔 多 塞 的 结局 。 他 们 不 是 在 监狱 里 毒 死 了 他 ， 就 
是 让 他 自杀 了 。 
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大 革命 以 后 , 拉 普 拉 斯 积极 投身 于 政治 , 或 许 是 想 要 打破 牛顿 
的 记录 。 法 国人 客气 地 提 到 拉 普 拉 斯 作为 一 个 政治 家 的 “多 才 多 
艺 ”?。 这 未 免 太 谦虚 了 。 拉 普 拉 斯 作为 一 个 政治 家 的 所 谓 的 缺点 ， 
就 是 他 在 要 滑 头 比赛 方面 的 真正 伟大 。 人 们 批评 他 不 能 在 每 逢 改 
朝 换 代 时 , 不 改变 他 的 政治 观点 而 保住 他 的 官职 。 一 个 人 机 灵 到 
能 够 使 敌对 的 双方 在 不 论 哪 一 方 上 台 掌 权时 ， 都 相信 他 是 一 个 忠 
诚 的 支持 者 , 看 起 来 他 并 不 是 一 个 摆 叫 的 政客 。 象 业余 活动 者 那 
样 玩 花招 的 不 是 拉 普 拉 斯 , 而 是 他 的 庇护 人 。 要 是 一 个 共和 党 的 
邮政 大 臣 把 所 有 最 肥 的 差事 都 给 了 不 应 该 得 到 这 些 差 事 的 民主 党 
人 ,我 们 会 怎么 想 电 ?或 者 如 果 反 过 来 , 我 们 又 会 怎么 想 呢 ?每 次 政 
府 垮台 , 拉 普 拉 斯 就 得 到 一 个 更 好 的 差事 。 他 不 付 任何 代价 , 一 夜 
之 间 从 狂热 的 共和 主义 者 变 成 热忱 的 保 旺 党。 

拿破仑 把 -其 都 塞 给 拉 普 拉 斯 , 包括 内 政大 氏 的 位 置 。 拿 破 
仑 时 代 的 一 切 勋 章 都 佩戴 在 他 的 胸 前 一 一 包 据 法 国 山 级 会 荣誉 罕 
团 的 大 十 字 助 章 和 留 尼 汪 胞 章 ,他 还 被 封 为 帝国 伯 录 。 然而 当 拿 
破 仑 倒台 时 他 做 了 什么 呢 ? 签署 流放 他 的 恩人 的 法 令 。 

王政 复 肚 以 后 , 拉 普 拉 斯 立即 转 而 效 患 路 易 十 八 , 特别 是 因为 
他 这 时 已 成 为 拉 普 拉 斯 侯 直 而 坐 在 贵族 院 里 了 。 路 易 赏 识 他 的 支 
持 者 的 功绩 , 并 于 1816 年 任命 拉 普 拉 斯 为 改组 综合 工科 学 校 的 委 
员 会 的 主席 。 

也 许 最 足以 表现 拉 普 拉 斯 的 政治 天 才 的 东西 ， 可 以 在 他 的 科 
学 著作 中 找到 。 要 根据 不 断 变 动 的 政治 主张 来 修改 科学 , 并 伐 幸 


成 功 , 需要 真正 的 天 才 。 题 献 给 五 百人 议会 的 < 宇宙 体系 论 > 第 一 


版 ， 是 以 这 些 崇 高 的 字句 结束 的 :“ 天 文科 学 的 最 大 好 处 ， 在 于 
消除 了 由 于 对 我 们 与 自然 的 真正 关系 的 无 知 而 产生 的 种 种 错误 ， 
而 由 于 社会 秩序 必须 唯 独 建立 在 这 些 关 系 上 ， 这 些 错误 就 更 加 是 
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毁灭 性 的 。 真 理 和 正义 是 社会 秩序 的 永远 不 变 的 基础 。 我 们 决 不 
需要 这 种 危险 的 准则 , 为 了 更 好 地 保证 处 们 的 幸福 , 有 时 欺骗 或 妈 
役 他 们 是 有 用 的 ! 世 世 代 代 的 不 幸 的 经 验 已 经 证 明 , 这 些 神圣 的 法 
则 是 决 不 会 违反 了 而 不 受 惩罚 的 。21834 年 ， 这 种 说 法 已 被 禁止， 
拉 普 拉 斯 代 之 以 , “让 我 们 小 心 保存 并 增加 这 种 丰富 的 进步 知识 ， 
它 是 有 思想 的 人 们 的 欢乐 。 它 对 航海 和 地 理学 作出 了 重要 的 贡献 
但 是 它 最 大 的 好 处 在 于 消除 了 由 于 天 体 的 各 种 现象 而 产生 的 苦 
惧 , 消灭 了 由 于 对 我 们 与 自然 的 真正 关系 无 知 而 产生 的 种 种 错误 ， 
如 果 科学 的 火炬 炮 灭 了 ， 这 些 错误 不 久 又 会 再 现 ,* 就 思想 感情 而 
言 , 在 这 两 个 卓越 的 极限 之 间 是 没有 甚么 好 选择 的 。 : 

在 分 类 账 的 借方 一 边 , 这 已 经 足够 了 , 最 后 的 引文 确实 使 人 想 
起 拉 普 拉 斯 高 出 所 有 的 话 媚 者 的 一 个 特点 一 ”在 他 的 真正 信念 受 
到 怀疑 的 地 方 , 他 在 精神 上 的 勇气 。 关 于 拉 普 拉 斯 与 拿破仑 在 < 天 
体力 学 » 上 交手 的 传说 ， 说 明了 这 位 数学 家 的 本 来 面目 。 拉 普 拉 
斯 送 了 拿破仑 一 部 < 天 体力 学 »。 拿破仑 想 车 迟 拉 普 拉 斯 , 责备 他 
犯 了 一 个 明显 的 琉 忽 。“ 你 写 了 这 本 关于 世界 体系 的 大 书 , 却 一 次 
也 没有 提 到 字 宙 的 创造 者 。” 拉 普 拉 斯 反 驶 说 ，“ 陛 下 , 我 不 需要 效 
个 假设 。” 当 拿破仑 向 拉 格 朗 日 复述 这 句 话 时 ， 拉 格 朗 日 说 ，“ 啊 ， 
但 是 那 是 一 个 很 好 的 假设 , 它 说 明了 许多 东西 。” 

要 顶 得 住 拿破仑 , 并 对 他 说 真 话 , 是 需要 勇气 的 。 有 一 次 ,在 
学 院 的 一 次 会 上 ， 正 赶 上 拿破仑 脾气 最 坏 的 时 候 ， 他 故意 粗暴 无 
礼 ; 把 可 怜 的 老 拉 马 克 搞 得 器 了 起 来 。 

在 贷方 一 边 , 拉 普 拉 斯 对 于 初学 者 们 是 真诚 慷慨 的 。 比 奥 讲 过 





”他 年 轻 时 在 科学 院 宣读 过 一 篇 论文 , 当时 拉 普 拉 斯 在 场 , 后 来 拉 普 


拉 斯 把 他 拉 到 一 边 ， 给 他 看 了 一 份 他 自己 的 还 没有 发 表 的 发 黄 的 
旧 手 稿 ,是 关于 完全 相同 的 发 现 的 。 拉 普 拉 斯 告 诚 比 奥 保 守 秘 密 , 干 
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下 去 , 发 表 他 的 著作 。 这 只 不 过 是 他 做 过 的 好 几 件 事情 中 的 一 件 。 
拉 普 拉 斯 喜欢 说 研究 数学 的 初学 者 是 他 的 前 娘 生 的 孩子 ， 但 是 他 
对 待 他 们 象 对 待 自己 的 儿子 那样 好 。 

人 们 常常 引用 拿破仑 的 话 来 作为 数学 家 不 切实 际 的 一 个 例 
子 , 我们 也 引用 拿破仑 对 拉 普 拉 斯 的 评价 ,据说 拿破仑 自称 他 是 在 
圣 赫 勒 那 岛 作 囚 犯 时 讲 这 番 话 的 。 

“ 拉 普 拉 斯 是 个 第 一 流 的 数学 家 , 很 快 就 暴露 出 他 仅仅 是 一 个 
平庸 的 行政 官员 。 我 们 从 他 做 的 第 一 件 工作 就 看 出 , 我 们 受骗 了 。 
拉 普 拉 斯 看 问题 缺乏 正确 的 观点 ; 他 到 处 找 细微 的 差别 , 只 有 一 些 
似是而非 的 意见 。 最 后 把 无 限 小 的 精神 带 进 了 行政 工作 中 。” 

这 个 挖苦 的 鉴定 是 根据 拉 普 拉 斯 担任 内 政大 臣 的 短 短 的 任期 
一 一 仅仅 六 个 星期 一 一 而 作出 的 。 但 是 , 由 于 当时 路 西安 ' 波 拿 巴 
需要 一 个 差事 , 接替 了 拉 普 拉 斯 , 拿破仑 可 能 是 想 借 此 说 明 他 那 有 
名 的 喜欢 任用 亲 威 的 借 向 是 合理 的 。 拉 普 拉 斯 给 拿破仑 的 鉴定 没 
有 保存 下 来 , 大 致 是 这 样 的 。 

“一 个 第 一 流 的 军人 ,拿破仑 很 快 就 暴露 出 他 只 不 过 是 一 个 平 
庸 的 政治 家 , 我 们 从 他 的 最 初 的 功绩 就 看 出 他 是 受骗 了 。 拿 破 仑 从 
明显 的 观点 看 待 一 切 问题 ; 他 到 处 怀疑 背叛 行为 , 恰恰 在 发 生 背 叛 
行为 的 地 方 不 怀疑 , 对 他 的 支持 者 只 有 一 种 孩子 般 天 真 的 信任 , 最 
后 把 无 限 惊 慨 的 精神 带 进 了 一 个 贼 窒 。” 

究竟 谁 是 更 实际 的 行政 官员 呢 ? 是 那 不 能 紧 紧 握 住 他 所 得 到 
的 东西 , 成 为 他 的 敌人 的 囚犯 死去 的 人 呢 , 还 是 另 一 个 继续 聚 殖 财 
富 和 荣誉, 一 直到 他 去 世 屠 一 天 的 人 呢 ? 

拉 普 拉 斯 在 距离 巴黎 不 远 的 、 他 在 阿 格 伊 的 乡间 庄园 中 , 舒 合 
服 服 地 度 过 他 最 后 的 日 子 。 在 短期 患 病 后 , 他 于 1827 年 3 月 5 日 
去 世 ， 训 年 七 十 八 岁 。 他 最 后 的 话 已 经 报道 过 了 。 
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蒙 日 和 传 里 叶 


我 不 能 告诉 你 为 了 对 画 法 几何 的 图 形 is 
有 所 理解 ,我 付出 了 多 大 的 努力 , 我 讨厌 画 
法 几何 。 
一 一 复 尔 * 埃 尔 米 特 


佬 里 叶 的 定理 不 仅 是 现代 分 析 学 最 美 
妙 的 结果 之 一 ， 也 可 以 说 它 为 解决 现代 物 
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理学 中 几乎 每 一 个 难 解 的 问题 提供 了 一 个 
不 可 缺少 的 工具 。 
一 一 威廉 汤姆 森 和 P, Q. 泰 特 

加 斯 帕 尔 . 蒙 日 (746 一 1818) 和 约瑟夫 . 傅 里 叶 (468 一 1830) 
的 一 生 是 奇怪 地 相似 的 , 可 以 把 他 们 放 在 一 起 考虑 。 在 数学 方面 ， 
他 们 每 个 人 都 作出 了 一 项 重要 的 贡献 蒙 日 发 明了 和 画 法 几何 (不 要 
与 销 卡 儿 , 四 斯 卡 和 其 它 一 些 人 的 射影 几何 相 混淆 ); 傅 里 叶 以 他 
对 热传导 理论 的 第 一 流 的 研究 ， 开 创 了 数学 物理 的 现代 状态 。 

没有 蒙 日 的 几何 一 一 最 初 是 为 了 用 于 军事 工程 而 发 明 的 一 一 
十 九 世 纪 机 器 的 大 规模 出 现 也 许 是 不 可 能 的 。 画 法 几何 是 使 机 械 
工程 成 为 现实 的 全 部 机 械 制 图 和 图 解 方 法 的 根源 。 

由 情 里 叶 在 他 关于 热传导 的 工作 中 开创 的 方法 ， 在 边界 值 问 
题 一 -数学 物理 的 中 枢 神经 -一 中 具有 同等 的 重要 性 。 

因此 , 我 们 自己 的 文明 的 相当 大 一 部 分 , 要 归功 于 蒙 日 和 和 位 里 
叶 两 人 , 蒙 日 在 实际 方面 和 工业 方面 , 傅 里 叶 在 纯 科 学 方面 。 但 是 
甚至 在 实际 方面 , 健 里 叶 的 方法 在 今天 也 是 不 可 缺少 的 ; 它们 实际 
上 在 所 有 电气 和 声学 工程 (包括 无 线 电 ) 方 面 ， 都 超出 了 单 凭 经 验 
估计 和 和 赁 手册 办 事 的 程度 而 成 为 一 种 常识 。 

第 三 个 人 必须 与 这 些 数学 家 相提并论 ， 不 过 我 们 不 占用 篇 辐 
去 讲述 他 的 生平 ， 他 就 是 化 学 家 克 洛 德 -路 易 " 贝 托 莱 伯 届 (1748 
一 1822) ,是 蒙 日 . 拉 普 拉 斯 . 拉 瓦 锡 和 拿破仑 的 密友 。 贝 托 莱 利 拉 
瓦 锡 一 起 , 被 认为 是 现代 化 学 的 奠基 人 。 他 和 蒙 日 的 交情 很 深 , 以 
至 他 们 的 获 莫 者 们 不 再 试 着 在 他 们 的 非 科 学 活动 中 把 他 们 区 分 开 
来 ,而 干脆 叫 他 们 蒙 日 - 贝 托 莱 。 

加 斯 帕 德 . 蒙 日 1746 年 5 月 10 日 出 生 在 法 国 的 博 纳 , 是 雅克 。 
蒙 日 的 儿子 。 雅 克 是 个 小 贩 和 磨 刀 人， 他 非常 尊重 教育 ， 把 他 的 
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三 个 儿子 都 送 进 了 地 方 学 院 受 教育 。 三 个 儿子 在 事业 上 都 获得 成 
功 ; 加 斯 帕 德 是 这 一 家 的 天 才 。 在 学 院 (由 一 个 宗教 团体 创办 ) 里 ， 
加 斯 帕 德 总 是 在 每 件 事情 上 都 获得 头 奖 。 并 获得 在 他 的 名 字 后 面 
印 上 纯 金 的 特殊 荣誉。 

蒙 日 十 四 岁 的 时 候 ， 在 构造 一 架 救火 机 中 显示 出 他 各 方面 的 
特殊 才能 。 惊 讶 的 市 民 们 问 他 ,“ 既 没有 资料 , 又 没有 模型 , 你 怎么 
能 成 功 地 完成 这 样 一 件 任 务 呢 ?” 蒙 日 的 回答 是 他 一 生 的 数学 部 分 
和 大 多 数 其 他 部 分 的 总 结 : “我 有 两 个 不 会 出 错 的 成 功 的 方法 ， 一 
个 是 坚持 到 底 ， 一 个 是 以 几何 的 精确 性 说 明 我 的 思想 的 手指 。" 事 
实 上 他 是 一 个 天 生 的 几何 学 家 和 工程 师 ， 有 着 使 复杂 的 空间 关系 
形象 化 的 无 比 的 天 赋 。 

十 天 岁 蛙 , 估 完 全 村 已 的 力量 画 了 - 栖 精 洒 的 傅 朱 直 图, 为 
此 他 还 制作 了 他 自己 的 测量 工具 。 这 幅 地 图 使 他 交 了 他 的 第 一 次 
好 运 。 

蒙 日 的 教师 们 被 他 明显 的 天 才 深 深 打 动 了 ， 推 荐 他 在 里 昂 由 
他 们 的 教 团 办 的 学 院 里 担任 物理 学 教授 。 蒙 日 在 十 六 岁 时 得 到 任 
” 命 。 他 和 芒 , 有 耐心 , 一 点 不 装模作样 ,再 加 上 他 丰富 的 知识 , 使 他 
成 为 一 名 优秀 的 教师 。 教 团 要 求 他 发 拆 ， 和 他 们 共 命运 。 蔡 月 与 
他 的 父亲 商量 。 机 敏 的 磨 刀 尺 劝 他 要 慎重 。 

过 了 一 些 日 子 , 蒙 日 在 一 次 探 家 的 途中 , 遇见 了 一 位 搞 工 程 的 
官员 ， 他 看 见 过 那 张 有 名 的 地 图 。 这 位 官员 请 求 雅克 把 他 的 世子 
送 到 在 梅 济 耶 尔 的 军事 学 校 去。 也 许 对 蒙 日 未 来 的 生涯 是 幸运 的 ， 
这 位 官员 有 意 没 有 说 由 于 蒙 日 出 身 低微 ， 他 永远 不 可 能 得 到 军官 
委任 状 。 蒙 日 不 知道 这 一 点 , 他 急切 地 接受 了 这 位 官员 的 建议 , 前 
往 梅 济 耶 尔 。 

蒙 日 很 快 就 知道 了 他 在 梅 济 耶 尔 的 地 位 。 这 所 学 校 里 只 有 二 
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十 名 学 生 , 其 中 每 年 有 十 名 学 生 将 作为 从 事 工程 的 陆军 中 尉 毕业 ， 
其 余 的 学 生 则 注定 要 去 做 “实际 ”工作 一 一 下 等 职业 。 蒙 日 没有 抱 
怨 。 他 过 得 很 快活 , 因为 测量 和 制图 的 日 常 工作 , 给 他 留 下 了 大 量 
的 时 间 去 研究 数学 。 常 规 课程 中 很 重要 的 一 部 分 是 筑城 术 ， 其 中 
的 问题 是 要 把 防御 工事 设计 成 没有 任何 一 部 分 暴露 在 敌 方 的 直接 
火力 之 下 。 通 常 的 计算 要 求 无 穷 无 尽 的 算术 运算 。 一 天 ， 蒙 日 呈 
交 上 他 对 这 类 问题 的 解答 。 它 被 移交 给 一 位 高 级 官员 审查 。 

那 位 官员 怀疑 当时 能 有 人 解决 这 个 问题 ， 他 拒绝 审查 这 个 解 
答 。“ 我 为 什么 要 给 自己 找 麻烦 , 不 天 其 烦 地 去 验证 一 个 假定 的 解 
管 呢 ? 作者 甚至 没有 花 时 间 去 安排 他 的 图 形 。 我 可 以 相信 计算 的 大 
大 简化 , 但 不 相信 奇迹 ! ” 蒙 日 坚持 , 说 他 没有 用 算术 。 他 的 坚持 胜 
利 了 ; 他 的 解答 经 过 审查 , 发 现 是 正确 的 。 

这 就 是 画 法 几何 的 开始 。 蒙 日 立刻 得 到 了 一 个 小 小 的 教学 职 
位 ， 把 这 个 新 方法 教 给 未 来 的 军事 工程 师 们 。 以 前 象 恶 梦 一 样 讨 
天 的 问题 一 一 有 时 只 能 把 已 经 建成 的 工事 拆 筑 , 再 重头 开始 ,才能 
解决 问题 一 现在 就 象 ABO 一 样 简单 了 。 蒙 日 宣 暂 不 泄露 他 的 方 
法 ， 它 作为 一 个 小 心 必 机 地 保守 着 前 军 事 秘 密 达 十 五 年 之 久 。 只 
是 到 了 1794 年 , 他 才 得 到 允许 在 巴黎 的 师范 学 院 公开 讲授 这 个 方 
法 , 拉 格 朗 日 坐 在 那里 的 听众 当中 。 他 对 画 法 几何 的 反应 , 和 儒 尔 
丹 发 现 他 终生 都 在 谈 着 平淡 无 奇 的 东西 时 的 反应 一 样 。 拉 格 朗 日 
在 听 了 一 次 演讲 后 说 ,“ 在 听 蒙 日 的 演讲 以 前 ， 我 不 晓得 我 是 知道 
画 法 几何 的 。” 





画 法 几何 背后 的 思想 , 现在 对 我 们 来 说 , 就 象 它 对 拉 格 朗 日 一 
样 简单 得 可 笑 。 画 法 几何 就 是 在 一 张 平面 上 描画 通常 三 维 空间 中 
的 立体 和 其 它 图 形 的 方法 。 首 先 想象 两 个 成 直角 相交 的 平面 , 就 象 
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把 -- .本 沙洲 的 书 的 两 页 打开 成 九 十 度 角 ; 一 张 平面 是 水 平 的 , 另 一 
张 是 垂直 的 。 要 描 末 的 图 形 由 垂直 于 平面 的 射线 投影 到 这 些 平面 
上 。 这 样 就 有 了 图 形 的 两 个 投影 ; 在 水 平平 面 上 的 投影 叫做 图 形 
的 平面 图 ， 在 垂直 平面 上 的 投影 叫做 正视 图 。 现 在 把 垂直 平 而 熏 
下 来 (“rabbatted”)， 直 到 它 和 水 平平 面 落 在 同一 个 平面 (水 平平 
面 所 在 的 平面 ) 就 象 现 : 平 放 在 桌 上 。 

空间 的 立体 或 其 它 图 形 现 在 由 两 个 投影 描画 在 同一 个 平面 











面 翻 下 以 前 , 与 垂直 平面 和 水 平平 面相 交 成 的 直线 一 -描画 的 ; 一 
个 立体 ， 比 如 说 一 个 立方 体 ， 是 由 它 的 各 条 边 和 顶点 的 投影 描画 
的 。 曲 面 与 垂直 平面 和 水 平平 面相 交 出 曲线 ; 这 些 曲 线 , 或 曲面 的 
交 线 ,在 一 个 平面 上 描画 出 曲面 。 

当 这 些 说 明和 其 它 一 些 同样 简单 的 说 明 被 发 展 起 来 ， 我 们 就 
有 了 一 个 作 图 方法 ， 它 把 我 们 通常 想象 的 在 三 维 空间 中 的 东西 画 
在 一 张 铺 平 的 纸 上 。 经 过 短期 训练 ， 制 图 员 就 能 象 别人 辨认 拍 得 
很 好 的 照片 那样 容易 地 辨认 这 些 画 出 的 图 形 一 一 并 从 它们 中 得 到 
更 多 的 东西 。 正 是 这 个 简单 的 发 明 革新 了 军事 工程 学 和 机 械 设 
计 。 和 应 用 数学 中 许多 第 一 流 的 东西 一 样 ， 它 的 最 明显 的 特点 是 
它 的 简明 。。 有 许多 种 可 以 发 展 和 修改 画 法 几何 的 方法 ， 但 是 它们 
都 得 追溯 到 蒙 日 。 这 个 学 科 现在 已 经 建立 得 很 完整 了 ， 以 至 专业 
数学 家 们 对 它 已 没有 什么 兴趣 了 。 

在 继续 讲述 蒙 日 的 生平 以 前 , 我 们 先 讲 完 他 对 数学 的 贡献 ,为 
此 , 我 们 回想 起 ， 他 的 名 字 与 曲面 几何 联系 在 一 起 , 是 今天 每 一 个 
学 习 微 积分 学 的 中 等 课程 的 学 生 刊 熟 悉 的 。 蒙 日 向 前 迈 出 的 这 一 
大 步 ， 是 系统 地 (也 是 卓越 地 ) 用 微 积分 学 研究 曲面 曲率 。 在 他 的 
曲率 的 一 般 理论 中 , 蒙 日 为 高 斯 铺 平 了 道路 , 高 斯 又 启发 了 黎 曼 ， 
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而 黎 曙 发展 了 在 广义 相对 论 中 以 他 的 名 字 著 称 的 几何 。 

象 蒙 日 这 样 天 生 的 几何 学 家 竞 会 贪图 埃及 的 奢侈 生活 ， 似 乎 
是 相当 可 异 的 , 但 是 他 确实 是 这 样 。 他 在 微分 方程 中 的 工作 , 与 他 
在 几何 中 的 工作 密切 相关 ， 也 表明 了 他 所 想到 的 事情 。 在 离开 梅 
济 耶 尔 (这 些 伟 大 的 工作 就 是 在 那里 做 出 来 的 ) 许 多 年 以 后 ， 蒙 日 
在 综合 工科 学 校 向 他 的 同事 们 讲述 他 的 发 明 。 拉 格 朗 日 又 在 听众 
之 列 。 他 在 演讲 结束 后 对 蒙 日 说 “我 亲爱 的 同事 , 你 刚才 解释 了 
一 些 非常 优美 的 东西 ; 我 很 愿意 是 我 作出 了 它们 。? 在 另 一 个 场合 ， 
他 又 说 ; “ 赁 着 把 分 析 学 应 用 到 几何 上 , 这 个 精力 绝伦 的 人 将 使 他 
自己 不 朽 .” 他 确实 是 不 朽 的 ， 注 意 到 这 点 是 很 有 意思 的 ， 虽 然 对 
他 的 天 才 的 许多 人 迫切 的 召唤 分 散 了 他 对 数学 的 注意 力 ， 他 从 来 也 
没有 失去 他 的 才能 , 和 所 有 伟大 的 数学 家 一 样 , 蒙 日 至 死 都 是 一 个 
数学 家 。 


1768 年 ， 蒙 日 二 十 二 岁 时 在 梅 济 耶 尔 晋 升 为 数学 教授 ， 三 年 
以 后 , 在 物理 学 教授 去 世 时 , 他 又 担任 了 物理 学 教授 的 职务 。 双 重 
工作 丝毫 没有 使 他 为 难 。 蒙 日 体格 强壮 , 身心 健康 , 一 同 能 够 承担 
三 .四 个 人 的 工作 , 也 常常 是 这 样 做 的 。 - 

他 的 婚姻 带 有 一 点 十 八 世 纪 浪 漫 主义 的 色彩 。 在 一 次 室 会 上 ， 
蒙 日 听见 -一 个 鲁莽 的 贵族 诽谤 一 位 年 轻 的 寡妇 ， 他 是 因为 遭 到 她 
的 拒绝 而 对 她 进行 报复 。 蒙 日 用 肩膀 在 哎 跑 咕 咕 的 人 群 中 挤 过 去 ， 
要 和 弄 清楚 他 是 否 没 有 听 错 。“ 你 这 是 怎么 回 事 ?” 蒙 日 对 着 他 的 下 
颇 给 了 一 拳 。 没 有 发 生 决 斗 。 几 个 月 以 后 , 在 另 一 次 宴会 上 , 这 日 
被 一 位 漂亮 的 年 轻 妇 女 深 深 地 吸引 住 了 。 经 介绍 ， 他 认 出 她 的 姓 
名 一 - 奥 尔 邦 夫人 一 一 就 是 那 位 他 曾经 打算 为 她 决斗 的 不 知名 的 
女士 。 她 就 是 那 位 年 仅 二 十 岁 的 骞 妇 ， 在 她 已 故 的 丈夫 的 事务 消 
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理 完 以 前 , 她 并 不 想 结婚 。 蒙 日 向 她 保证 说 , “一 切 都 不 用 担心, 我 
一 生 中 解决 了 许多 更 困难 的 问题 .。” 蒙 日 和 她 在 位 77 年 结婚 。 她 
比 蒙 日 活 得 长 ， 在 他 死 后 竭尽 可 能 地 永久 纪念 他 一 不 知道 她 丈 
夫 在 遇见 她 以 前 很 久 就 已 经 建立 了 他 自己 的 不 朽 业绩 。 蒙 日 的 雪 
子 是 在 一 切 事情 上 都 始终 不 渝 地 忠于 他 的 唯一 的 人 。 甚 至 拿破仑 
在 最 后 的 时 刻 也 会 因为 他 年 事 已 高 而 使 他 失望 。 

大 约 在 这 时 , 蒙 日 开始 与 达 朗 贝尔 和 孔 多 塞 通信 。 这 两 个 人 在 
1780 年 曾经 劝说 政府 在 卢 夫 勒 创办 一 所 研究 水 力学 的 学 院 。 蒙 日 
被 召 到 巴黎 去 负责 这 项 工作 ,条件 是 他 一 半 时 间 仍 留 在 梅 济 耶 尔 。 
他 当时 三 十 四 岁 。 三 年 以 后 ,他 被 免除 了 在 梅 济 耶 尔 的 职务 ,被 任命 
为 海军 军官 候补 生 资格 的 主考 人 ， 他 担任 这 个 职务 , 直到 1789 年 
大 革命 爆发 为 止 。 

回顾 大 革命 时 期 的 所 有 这 些 数 学 家 的 经 历 ， 我 们 不 能 不 注意 
到 , 对 于 在 我 们 今天 看 来 是 显而易见 的 事情 , 他 们 和 所 有 其 他 的 人 
竞 是 那么 盲目。 他 们 当中 没有 一 个 人 怀疑 到 他 是 坐 在 地 雷 上 , 而 且 
导火线 已 经 在 发 出 劈 劈 喘 哨 的 响声 。 也 许 我 们 的 后 继 者 在 -一 百年 
以 后 也 会 这 样 说 我 们 。 

紫 日 在 海军 任职 六 年 ， 证 明 他 症 一 个 廉洁 的 公仆 。 当 他 毫 不 
留情 地 取消 一 些 不 称职 的 贵族 子弟 的 军官 资格 时 ， 心 怀 不 满 的 贵 
族 威胁 他 不 得 好 下 场 , 要 给 他 严厉 的 惩罚 , 但 是 蒙 日 决 不 让 步 。“ 要 
是 你 们 不 识 欢 我 的 办 事 方法 ， 另 找 一 个 人 来 于 这 关 事 好 了 。 结 果 
海军 在 1789 年 很 管用 。 

蒙 日 的 出 身 和 他 与 那些 追求 不 应 得 的 恩 宠 的 势利 小 人 打交道 
的 感受 ， 使 他 成 为 一 个 天 生 的 革命 者 。 他 从 切身 体会 中 知道 旧 秩 
序 的 腐败 和 人 民 烽 众 在 经 济 上 的 困境 ， 他 认为 实行 新 政 的 时 候 已 
经 到 来 。 但 是 和 早期 的 自由 主义 者 一 样 , 蒙 日 不 懂得 , 暴动 的 民众 
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一 旦 尝 到 流血 的 滋味 ， 不 到 把 血 流 尽 他 们 是 不 会 满足 的 。 早 期 的 
革命 党 人 对 紫 日 的 信任 , 趋 过 了 他 对 自己 的 信任 ,他 们 违反 他 的 较 
好 的 判断 ,于 1792 年 8 月 10 日 强迫 他 担任 海军 和 殖民 地 大 臣 。 他 
是 适 于 担任 这 个 职务 的 ， 但 是 在 1792 年 的 巴黎 , 担任 政府 官员 却 
不 是 一 件 有 益 于 健康 的 事 。 

暴动 的 民众 已 经 无 法 控制 ; 蒙 日 被 安置 在 临时 执行 委员 会 , 去 
制订 控制 措施 。 他 本 人 是 平民 的 儿子 ， 他 感到 他 比 他 的 一 些 朋 友 
更 了 解 他 们 , 比如 他 的 朋友 和 孔 多 塞 , 就 曾 聪明 地 拒绝 了 在 海军 的 工 
作 以 保住 他 的 脑 宪 。 

但 是 有 各 种 各 样 的 平民 ， 所 有 的 平民 一 起 组 成 了 “人 民 。 到 
1793 年 2 月 ， 蒙 日 发 现 他 本 人 受到 不 够 激进 的 怀疑 , 他 在 2 月 13 
日 套 职 ,但 在 18 日 又 青 次 当选 担任 一 项 工作 ， 不 过 由 于 恩 独 的 政 
治 于 涉 , 由 于 水 手 们 当中 的 “自由 平等、 博爱 ， 和 政府 行将 破产 ， 
使 得 这 项 工作 不 可 能 进行 。 在 这 段 困难 时 期 ， 蒙 日 每 天 都 有 可 能 
上 断头台 。 但 是 他 决 不 屈从 于 无 知 和 无 能 ， 他 当 着 批评 者 的 面 告 
诉 他 们 , 他 知道 事情 是 怎么 回 事 ,但 是 他 们 一 无 所 知 。 他 唯一 担心 
的 是 , 国内 的 意见 分 歧 会 使 法 国 遭 到 外 来 的 进攻 , 那 就 会 使 革命 的 
果实 丧失 殉 尽 。 

最 后 , 蒙 日 在 1793 年 4 月 10 日 获准 辞职 , 以 便 担 任 更 紧迫 的 
工作 。 他 所 担心 的 进攻 ,现在 已 经 清楚 可 匈 了 。 

国民 公会 开始 召集 一 支 九 十 万 人 的 军队 来 进行 防御 ， 而 武 带 
库 里 几乎 空 无 所 有 。 只 有 十 分 之 一 的 军火 , 而 且 没有 希望 进口 必需 
的 材料 一 一 制造 钢 炮 的 锅 和 锡 , 制造 火药 的 硝 石 ， 和 制造 火器 的 
钢 。 蒙 日 对 国民 公会 说 ,“ 从 土 里 给 我 们 找 来 硝 石 , 三 天 之 内 我 们 将 
给 大 炮 装 上 弹药 ”他们 回答 说 ,一切 都 很 好 ,但 是 他 们 从 哪儿 去 找 
硝 石 呢 ? 蒙 日 和 贝 托 莱 指 点 了 他 们 。 
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全 国都 动员 了 起 来 , 在 蒙 日 的 指导 下 ， 向 法 国 的 每 一 个 城镇 、 
农庄 和 乡村 发 出 了 公告 ， 告 诉 人 们 应 该 做 些 什 么 。 贝 托 莱 领 导 化 
学 家 们 发 明了 提炼 原料 和 简化 制造 黑色 火药 的 更 好 的 新 方法 。 整 
个 法 国 变 成 了 一 座 巨 大 火药 厂 。 化 学 家 们 还 告诉 人 们 到 甚么 地 方 
去 找 锡 和 铜 一 -从 时 钟 的 金属 零件 和 教堂 的 大 钟 去 找 。 蒙 日 是 这 
一 切 的 灵魂 。 他 以 惊人 的 工作 能 力 ， 白 天 在 铸造 厂 和 兵工厂 监督 
工作 , 晚上 写 指导 工人 的 公告 , 干 得 卓有成效 , 他 关于 < 大 炮制 造 工 
艺 > 的 公告 成 了 工厂 的 手册 。 

随 着 革命 形势 的 不 断 恶 化 , 蒙 日 并 非 没 有 敌人 。 一 天 , 蒙 日 的 
妻子 听 说 贝 托 葬 和 她 的 丈夫 都 将 被 检举 。 她 怕 得 要 命 ， 跑 到 杜 仇 
勒 利 宫 去 打听 消息 。 她 发 现 贝 托 莱 安 静 地 坐 在 票 树 下 ， 他 也 听 到 
了 谣言 ， 但 是 认为 一 个 星期 内 不 会 发 生 甚么 事 ,“ 然 后,” 他 以 他 惯 
常 的 镇 静 补 充 说 , “我 们 肯定 会 被 逮捕 ,审判 .定罪 和 处 决 。” 

那天 晚上 蒙 日 回 家 时 ,他 的 妻子 把 贝 托 菜 的 预言 告诉 了 他 。 蒙 
日 喊 道 , “我 保证 ! 我 一 点 也 不 知道 。 我 知道 的 是 我 的 大 炮 厂 干 得 
好 极 了 !” 

在 这 以 后 不 久 , 公民 蒙 日 在 他 的 住所 被 看 门人 检举 了 。 这 太 过 
份 了 , 即使 蒙 日 也 受 不 了 。 他 机 警 地 离开 了 巴黎 , 等 这 阵风 暴 过 去 
了 再 回来 。 

”1796 年 拿破仑 的 一 封 信 开 始 了 蒙 日 生涯 的 第 三 个 阶段 。 他 们 
两 人 在 1792 年 已 经 见 过 面 ,但 是 蒙 日 不 知道 这 件 事 。 当 时 蒙 日 是 
五 十 岁 , 拿破仑 比 他 年 轻 二 十 三 岁 。 

拿破仑 写 道 ,“ 请 允许 我 , 为 一 个 不 得 宠 的 年 轻 炮兵 军官 ， 在 
1792 年 从 海军 大 臣 那 里 受到 热诚 的 欢迎 ， 而 向 你 致谢 ， 他 珍藏 着 
这 次 记忆 。 你 在 [入 侵 ] 意 大 利 的 这 支 军队 的 将 军 身上 会 看 到 这 位 
军官 ; 他 很 乐意 向 你 伸 出 赏识 和 友谊 之 手 。” 
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蒙 日 和 拿破仑 之 部 的 长 期 亲密 的 关系 就 这 样 开 始 了 。 阿 
拉 戈 名 在 评论 这 个 独特 的 联盟 时 ,引用 了 拿破仑 的 话 ," 蒙 日 爱 我 ， 
就 象 一 个 人 爱 一 位 情人 。 另 一 方面 , 紫 日 似乎 是 拿破仑 对 之 怀 有 
慷慨 无 私 和 持久 友谊 的 唯一 的 人 。 拿 破 仑 当然 知道 蒙 日 帮助 他 取 
得 了 他 在 事业 上 的 成 功 ,但 是 那 不 是 他 喜欢 这 位 老人 的 根本 原因 。 

拿破仑 信 上 所 说 的 “赏识 ， 是 指 任命 蒙 日 和 贝 托 莱 为 特使 ,前 
往 意 大 利 选择 绘画 .雕塑 和 其 他 艺术 品 ， 这 是 意大利 人 [在 被 榨 干 
钱财 后 ] 作 为 他 们 对 拿破仑 的 战 费 的 部 分 贡献 而 “捐献 ”的 。 蒙 日 
在 挑选 这 些 战利品 时 , 培养 起 对 艺术 的 强烈 的 鉴赏 力 , 而且 成 为 一 
名 不 错 的 行家 。 

但 是 , 实际 卷 入 这 种 掠夺 , 使 他 于 心 不 安 。 比 布 里 岂 学 官 的 
需要 多 六 倍 的 艺术 品 装 船 运往 巴黎 时 ， 蒙 日 劝告 要 适可而止 。 他 
说 , 要 治理 一 个 民族 ， 不 管 是 为 了 他 们 自己 的 利益 , 还 是 为 了 征服 
者 的 利益 ， 使 他 们 贫穷 得 一 人 
意 , 母 狼 又 继续 生 她 的 金 重 了 。 

在 意大利 的 冒险 之 后 ， 崇 日 在 乌 迪 内 附近 拿破仑 的 大 庄 同 里 
与 他 相遇 , 这 两 个 人 成 了 知己 。 拿 破 仑 非常 欣赏 蒙 日 的 谈吐 和 无 穷 
无 尽 的 丰富 有 趣 的 见闻 ， 蒙 日 则 从 这 位 总 司令 亲切 的 幽默 中 得 到 
乐趣 。 在 公开 宴会 上 , 拿破仑 总 是 命令 乐队 高 奏 《 马 赛 曲 ? 一 一 “ 蒙 
日 喜爱 它 ! ”他 确实 喜爱 它 ,在 坐 下 来 就 餐 之 前 , 他 用 最 高 的 嗓子 喊 
着 ; 





“前 进 前 进 祖国 的 儿 郎 ， 
那 光荣 的 时 刻 已 来 临 ! 
看 见 凯 旋 日 同 拿破仑 时 代 的 另 一 位 伟大 的 数学 家 彰 赛 列 一 起 到 


四 ”阿拉 成 (了 . J. D, Arago) ,1786 一 1858， 天 文学 家 、 物 理学 家 和 科学 家 传记 
作者 。 a 
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来 , 将 是 我 们 特殊 的 荣幸 。 

1797 年 12 月 , 蒙 日 第 二 次 前 往 意大利 , 这 次 是 作为 一 个 委员 
会 的 成 员 ， 去 调查 迪 福 将 军 被 刺 的 “严重 罪行 "。 这 位 将 军 是 在 罗 
马 , 站 在 路 西 恩 ' 波 拿 巴 身边 时 被 枪击 的 。 委 员 会 (由 这 位 殉难 的 将 
军 的 一 位 军人 兄弟 粗鲁 地 提前 采取 行动 ) 有 点 愚 赛 地 建议 , 给 项 固 
对 抗 的 意大利 人 一 个 按照 法 国 模式 的 共和 政体 。 正 如 一 位 谈判 者 
在 出 现 进 一 步 敲诈 勒索 的 问题 时 所 说 的 ,“ 这 一 切 必须 结束 ， 其 至 
征服 得 来 的 种 种 权利 也 必须 结束 。” 

这 位 狐 猎 的 外 交 官 究竟 正确 到 甚么 程度 , 八 个 月 后 便 见 分 晓 ， 
那 时 意大利 人 废除 了 他 们 的 共和 政体 , 这 使 拿破仑 十 分 恼火 ; 然后 
在 开罗 也 抛弃 了 共和 政体 ， 使 正好 和 他 在 一 起 的 蒙 日 和 傅 里 吐 更 
加 恼火 。 

拿破仑 在 1798 年 向 十 几 个 人 透露 过 他 侵略 、 征服 和 开化 埃及 
的 计划 , 蒙 日 就 是 其 中 之 一 。 既 然 已 经 提 到 传 里 叶 , 我 们 自然 要 回 
头 谈 谈 他 。 





让 " 巴 蒂 斯 特 ' 约瑟夫 " 傅 里 时 于 1768 年 3 月 21 日 生 于 法 国 
的 奥 塞 尔 。 他 是 一 个 裁缝 的 儿子 。 八 岁 时 成 为 孤儿 ， 一 位 慈善 的 
太太 被 这 个 男孩 子 的 良好 的 态度 和 严肃 的 风度 举止 深 深 吸引 住 了 
一 一 她 做 梦 也 没有 想到 他 会 成 为 甚么 样 的 人 一 一 把 他 推荐 给 了 奥 
塞 尔 的 主教 。 主 教 把 传 里 叶 送 进 了 当地 本 尼 狄 克 教 派 办 的 军事 学 
校 ,在 那里 , 这 个 孩子 不 久 就 证 明了 他 的 天 才 。 到 十 二 岁 时 , 他 已 经 
在 为 巴黎 的 主要 教会 人 士 撰写 优美 动人 的 布道 稿 ， 让 他 们 拿 去 当 
自己 的 东西 骗 人 。 他 在 十 三 岁 时 是 一 个 问题 儿童 , 性 格 但 强 , 脾气 
暴躁 , 总 之 , 是 一 个 无 所 顾忌 的 恶棍 。 然 后 ， 当 他 第 一 次 与 数学 接 
触 时 , 他 象 着 了 魔 似 的 , 一 下 子 转变 了 。 他 知道 了 原来 是 什么 使 他 


ge 
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昔 恼 , 现在 又 是 甚么 治愈 了 他 。 为 了 给 他 的 数学 学 习 照 明 , 他 在 别 
人 以 为 他 入 睡 以 后 , 去 厨房 里 收集 蜡烛 头 , 也 在 学 校 里 凡是 找 得 到 
蜡烛 头 的 地 方 收集 , 他 的 秘密 的 书房 是 在 一 张 屏风 后 面 的 火炉 边 。 

好 心 的 本 尼 狄 克 教 士 说 服 这 个 年 轻 的 天 才 选 择 教士 的 职务 作 193 
为 他 的 职业 , 于 是 他 进 了 圣 * 伯 努 瓦 修道 院 , 成 为 一 名 见习 修士 。 但 
是 傅 里 时 还 没有 来 得 及 宣 拆 ，1789 年 就 来 到 了 。 他 过 去 一 直 想 当 
一 名 军人 , 仅仅 因为 是 裁 矣 的 儿子 , 得 不 到 军官 委任 状 ， 才 选择 了 
教士 的 职务 。 大 革命 使 他 自由 了 。 他 在 奥 塞 尔 的 老 朋 友 们 宽 宏大 
量 , 看 出 傅 里 叶 决 不 会 成 为 一 名 修士 ,他们 把 他 领 加 去， 让 他 当 了 
数学 教授 。 这 是 实现 他 的 抱负 的 第 一 步 一 一 一 大 步 。 每 当 同 事 们 
生病 时 , 傅 里 叶 就 替 他 们 代课 , 从 物理 学 到 古典 文学 , 什么 都 教 , 而 
且 通 常 都 比 他 们 教 得 好 。 通 过 代课 ， 傅 里 叶 证 明了 他 的 多 才 多 
艺 。 

1789 年 12 月 , 伟 里 叶 ( 时 年 二 十 一 岁 ) 前 往 巴 黎 , 把 他 关于 数 
值 方程 解 的 研究 论文 送 交 科学 院 。 这 项 工作 超过 了 拉 格 朗 日 ， 至 
今 仍然 很 有 价值 。 但 是 由 于 伟 里 叶 在 数学 物理 方面 的 方法 已 超过 
了 它 ;我 们 就 不 再 进一步 讨论 它 了 ; 它 可 以 在 方程 论 的 初级 教材 中 
找到 。 这 个 题目 是 他 毕生 感 兴趣 的 题目 之 一 。 

傅 里 时 回 到 奥 塞 尔 以 后 , 参加 到 人 民 的 一 边 ,用 他 天 生 的 口才 
_ ”这 使 他 还 是 一 个 小 孩子 时 就 能 写 出 动人 的 布道 词 一 一 煽动 民 
众 去 结束 那些 十 足 的 说 教 者 (还 有 其 他 的 人 )。 

情 里 叶 从 一 开始 就 是 一 个 革命 的 热心 家 一 一 直到 革命 失去 控 
制 为 目 。 在 恶 怖 时 期 , 他 不 顾 自 身 安危 , 抗议 不 必要 的 暴行 。 如 果 
他 生活 在 今天 , 傅 里 叶 可 能 会 属于 这 样 的 知识 分 子 , 他 们 幸运 地 完 
全 不 了 解 当真 正 的 革命 开始 时 ， 这 种 人 是 要 首先 被 消灭 的 。 他 一 
心 为 了 群众 ， 和 知识 分 子 以 为 他 们 预见 到 的 科学 和 文化 的 复兴 。 
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傅 里 吐 没有 看 见 他 所 预言 的 对 科学 的 怀 慨 鼓 励 , 相反 地 , 他 不 久 就 
看 见 科学 家 们 进 了 死刑 犯 押送 车 或 逃亡 国外 ， 科 学 本 身 也 在 迅速 
高 涨 的 野蛮 暴行 的 潮水 中 , 为 自身 的 生存 而 斗争 。 

多 亏 拿破仑 立 下 了 不 朽 的 功绩 ， 他 第 一 个 清楚 地 看 出 了 无 知 
本 身 成 事 不 足 败 事 有 余 。 他 自己 的 补救 办 法 最 后 也 不 见得 就 好 多 
少 ,但 是 他 确实 认识 到 了 文明 这 种 东西 是 可 能 的 。 为 了 制止 流血 ， 
拿破仑 下 令 或 鼓励 开办 学 校 。 但 是 没有 教师 。 凡 是 本 来 可 以 强迫 
来 立即 服务 的 人 ， 早 就 掉 脑 级 了 。 必 须 训练 一 支 一 千 五 百人 的 教 
师 队 伍 , 为 了 这 个 目的 ， 1794 年 创办 了 高 等 师范 学 校 。 傅 里 时 被 
聘 为 数学 教授 , 借以 奖励 他 在 奥 塞 尔 招募 教师 的 努力 。 

这 项 任命 ， 开 创 了 法 国 数学 教学 的 新 纪元 。 记 得 已 故 的 教授 
们 年 复 一 年 死记 硬 背 、 照 本 宣 科 的 那些 死 气 沉沉 的 演讲 , 国民 公会 
招 请 数学 的 创造 者 担任 教学 , 而 且 根本 禁止 他 们 按照 笔记 讲课 。 要 
求 站 着 讲课 (而 不 是 半 醒 半 睡 地 坐 在 书桌 后 面 讲课 )， 并 且 要 在 教 
授 和 全 班 学 生 之 间 自 由 交换 问题 和 解答 。 演 讲 者 有 责任 防止 上 课 
时 间 流 于 无 益 的 辩论 。 

这 个 计划 的 成 功 甚至 超过 了 人 们 的 预期 ， 并 且 导致 了 法 国 数 
学 和 科学 史上 最 光辉 的 时 期 之 一 。 在 为 期 不 长 的 师范 学 院 和 长 期 
存在 的 综合 工科 学 校 中 ， 传 里 叶 都 表现 出 他 的 数学 天 才 。 在 综合 
工科 学 校 ,他 以 罕见 的 从 历史 上 引证 的 方法 (许多 问题 他 是 第 一 个 


”追溯 到 它们 的 起 源 的 ), 使 数学 课 活跃 了 起 来 ， 他 还 巧妙 地 用 一 些 


有 趣 的 实际 应 用 ;来 说 明 抽 象 问题 。 

1798 年 ， 当 傅 里 叶 还 在 综合 工科 学 校 培训 工程 师 和 数学 家 
峙 ,拿破仑 决定 把 他 看 为 “文化 军团 ”的 一 员 , 带 他 一 起 去 开化 埃及 
一 回 不 幸 的 人 们 伸 出 一 只 援助 的 手 , 把 他 们 从 残酷 无 情 的 柳 锁 
下 解放 出 来 , 他 们 已 在 这 槐 锁 下 痛 昔 串 吟 了 几 世 纪 之 久 , 最 后 , 训 
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不 迟延 地 把 欧洲 文明 的 一 切 好 处 赋 与 他 们 。 

看 起 来 可 能 难以 置信 ， 上 面 引 用 的 话 不 是 出 自 西 格 诺尔 ` 黑 
索 里 尼 1935 年 为 得 略 阿 比 西 尼 亚 所 作 的 辩解 ， 而 是 出 自 阿 拉 戈 
1833 年 对 拿破仑 进攻 埃及 的 崇高 而 人 道 的 目标 的 阐述 。 看 看 项 
固 不 化 的 埃及 居民 怎样 接受 蒙 日 、 贝 托 菜 和 传 里 叶 几 位 先生 竟 力 
硬 塞 给 他 们 的 “ 歌 洲 文 明 的 一 切 好 处 ”， 表 看 看 欧洲 文明 的 那 三 位 
火枪 手 本 人 从 他 们 无 私 的 传教 工作 中 得 到 些 什 么 ,将 是 跟 有 趣 
的 。 ye 


1798 年 6 月 9 日 ， 五 百 稻 船 只 组 成 的 法 国 舰队 到 达 马 尔 他 ， 
三 天 以 后 占领 了 该 地 。 作 为 开化 东方 的 第 一 步 ， 莹 日 按照 综合 工 
科学 校 办 了 十 五 所 小 学 和 一 所 中 学 。 一 -个 星期 以 后 ， 这 支 舰队 重 
新 启 航 , 蒙 日 登 土 拿 破 它 的 旗舰 “东方 号 ”。 每 天 早上 , 拿破仑 提出 
一 个 节目 供 晚 饭 后 讨论 。 不 用 说 , 蒙 日 是 这 些 社交 晚会 上 的 明星 。 
在 这 些 一 本 正经 地 讨论 的 题目 中 , 有 地 球 的 年 龄 .世界 毁 于 大 火 或 
洪水 的 可 能 性 ， 以 及 “行星 上 是 否 有 居民 ?” 最 后 一 个 题目 使 人 想 
到 ,甚至 在 拿破仑 的 生涯 中 这 个 相当 早 的 阶段 , 他 的 野心 也 超过 了 
亚历山大 。 ”| | 

1798 年 ?月 1 日 , 这 支 舰 队 到 达 亚 历 山 德里 亚 。 蒙 日 是 最 先 
跳 上 岸 的 人 当中 的 一 个 , 拿破仑 只 是 运用 他 作为 总 司令 的 权威 , 才 
制止 了 这 位 唱 着 4 马赛 曲 > 的 几何 学 家 参加 对 城市 的 袭击 。 决 不 能 
让 “文化 军团 ”在 开始 做 开化 工作 以 前 , 就 在 最 初 的 战斗 中 被 消灭 ， 
因此 拿破仑 派 小 船 把 蒙 日 和 其 余 的 人 从 尼罗河 上 游 送 往 开罗 。 

当 蒙 日 及 其 一 伙 象 克 类 巴特 拉 中 及 其 朝臣 一 样 ， 在 他 们 的 训 


Q@ ”公元 前 51 年 一 公元 前 30 年 的 埃及 女王 。 一 一 译 者 ， 


¢ 
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阳 伞 下 面 打 腑 睡 时 , 拿破仑 正 坚 定 地 沿 着 尼罗河 岸 进军 ,用 枪弹 和 
火药 去 开化 未 受 教育 的 (而 且 装 备 很 差 的 ) 居 民 。 不 久 ， 这 位 勇猛 
的 将 军 听 见 从 河 那 方面 传 来 一 声 该 死 的 炮 声 。 他 猜 到 出 了 最 糟糕 
的 事 , 于 是 抛弃 了 他 当时 正在 进行 的 战斗 , 驰 马 前 去 援救 。 该 死 的 
小 船 在 沙 浊 上 搁浅 了 。 是 蒙 日 象 一 个 老兵 似 的 开 了 炮 。 拿破仑 来 得 
正 是 时 候 , 正好 赶 走 岸 上 的 攻击 者 ， 由 于 蒙 日 显著 的 勇敢 , 而 给 了 
他 应 得 的 奖章 。 蒙 日 终于 成 功 了 ， 嗅 到 了 火药 味 。 拿 破 仑 因为 救 
了 他 的 朋友 而 非常 高 兴 ， 并 不 因为 乓 救 紫 日 使 他 失去 了 一 次 决定 
性 的 胜利 而 后 梅 。 | 

1798 年 7 月 20 日 在 金字 塔 一 役 中 取得 胜利 以 后 ， 得 胜 的 军 
队 呐 喊 着 涌 进 开罗 。 要 不 是 有 一 点 小 小 的 失败 ， 一 切 都 会 进行 得 
热烈 欢乐 , 象 放 焰 火 一 般 。 迟 钝 的 埃及 人 对 蒙 日 先生 、 储 里 叶 先生 
和 贝 托 莱 先 生 在 埃及 学 院 ( 抽 劣 地 模仿 法 兰 西 学 院 ， 创 办 于 1798 
年 8 月 27 日 ) 摆 在 他 们 面前 的 文化 盛宴 丝毫 无 动 于 襄 , 只 是 象 木 乃 
伊 似 地 坐 在 那里 , 听任 这 位 大 化 学 家 要 他 的 科学 花招 , 热心 的 蒙 日 
搞 他 的 演奏 会 ,学 者 派头 的 傅 里 吐 就 他 们 自己 的 于 冶 文 化 的 光荣 ， 
发 表 历 史 性 的 学 术 演 讲 ; 焦躁 不 安 的 学 者 们 抛 开 了 他 们 的 沉着 镇 
静 , 诅 吃 他们 预期 要 予以 开导 的 人 象 一 群 不 能 瓣 味 的 牲口 ,不 能 享 
受 为 了 滋补 他 们 的 精神 而 贡献 给 他 们 的 法 国学 问 这 顿 丰 盛 的 杂 
烩 。 获 狂 的 “不 懂 世 故 的 ”本 地 人 ， 再 次 狠 狠 地 愚弄 了 坚决 要 把 他 
提高 的 这 些 人 ; 他 闭口 不 说 话 , 等 着 一 阵 臭 屁 把 蝗灾 吹 跑 。 为 了 保 
持 他 的 尊严 , 直到 微风 吹拂 时 , 这 位 不 文明 的 埃及 人 却 用 他 们 能 听 
懂 的 同一 种 语言 ， 批 评 他 的 征服 者 们 的 优越 的 文明 。 拿 破 仑 的 三 
百名 最 勇敢 的 人 ， 在 一 次 大 街 上 的 争吵 中 被 一 阵 潘 烈 的 攻击 杀 死 
了 。 蒙 日 本 人 保住 了 他 的 气管 ,他 的 被 围攻 的 同伙 , 仅仅 由 于 表现 
了 一 种 英雄 行为 才 保全 了 自己 , 而 为 了 这 种 英雄 行为 , 今天 在 讲 英 
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语 的 世界 中 ,任何 一 个 童子 军 都 很 可 能 得 到 一 枚 奖章 。 

- ， 颈 固 不 化 的 埃及 人 方面 的 这 种 忘 恩 负 义 ,使 拿破仑 大 为 伤心 。 
他 怀疑 抛弃 他 的 成 友 们 是 他 道义 上 的 责任 ， 来 自己 黎 的 令 人 不 安 
的 消息 , 加 深 了 他 的 猜疑 。 在 他 离开 巴黎 期 间 , 欧洲 大 陆 上 的 事态 
发 展 急剧 恶化 了 ,为 了 维护 法 国 的 荣誉 和 为 了 他 自己 的 安全 , 他 现 
在 必须 赶 回 去 。 蒙 日 深 得 这 位 将 军 的 信任 ; 不 如 他 受 宠 的 储 里 叶 
则 没有 得 到 信任 。 但 是 , 傅 里 叶 也 感到 满意 , 知道 他 在 他 的 司令 官 
专横 的 眼 里 还 相当 重要 ， 所 以 他 被 留 在 开罗 去 教育 埃及 人 或 被 杀 
掉 , 而 拿破仑 这 时 却 由 筷 勤 讨好 的 蒙 日 陪伴 着 , 秘密 取道 回 法 国 去 
了 ， 甚 至 没有 向 在 沙漠 中 为 他 吃 尽 苦头 的 部 队 道 声 再 见 。 傅 里 叶 
不 是 总 司令 ,没有 资格 在 危险 面前 逃 之 天 天 。 他 不 得 已 地 留 下 了 。 
只 是 到 了 1801 年 ， 在 特 拉 法 尔 加 战役 以 后 , 法 国人 终于 承认 去 教 
化 埃及 人 的 应 该 是 英国 人 , 而 不 是 他 们 , 这 时 忠心 耿耿 一 一 但 是 失 
去 了 幻想 一 一 的 传 里 叶 才 回 到 了 法 国 。 


和 索 日 和 拿破仑 回国 的 旅程 ， 对 他 们 两 人 来 说 都 不 如 出 航 时 那 
么 有 趣 了 。 拿 破 仑 不 再 预测 世界 的 结局 , 而 是 花 了 大 量 心思 , 担心 
如 果 英 国 海员 抓 住 他 ， 他 自己 可 能 会 有 什么 结局 。 他 回想 起 对 于 
在 战场 上 开小差 的 人 的 惩罚 ， 就 是 由 行刑 队 秘密 处 死 。 英 国人 会 
不 会 象 对 待 园 兵 那样 对 待 他 呢 ? 假如 他 必须 死 ， 他 要 戏剧 性 地 
死 

有 一 天 , 他 说 :“ 蒙 日 , 如 果 我 们 遭 到 英国 人 的 进攻 , 必须 在 他 
们 草 挑 我 们 的 那 一 时 刻 ， 把 我 们 的 船 炸 掉 。 我 责令 你 执行 这 个 任 
务 。 

就 在 第 二 天 ,一 条 船 出 现在 地 平 线 上 ,全 体 般 员 都 坚守 岗位 ， 
准备 打 退 进攻 , 但 是 那 却 是 一 条 法 国 船 。 
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“ 蒙 日 在 哪里 ?” 当 一 切 又 乱 都 过 去 以 后 , 有 人 问 。 

他 们 在 火药 库 里 找到 了 他 ， 他 手 上 拿 着 一 过 点 燃 的 灯 。 只 要 
那 是 一 只 英国 船 的 话 一 一 。 它 们 总 是 在 十 五 分 钟 之 内 爆炸 ， 要 不 
就 等 十 五 年 , 那 就 太 迟 了 。 

贝 托 菜 和 蒙 日 回 到 家 时 ， 看 上 去 活 象 一 对 流浪 汉 。 蒙 日 自从 
离 家 后 就 没有 换 过 衣服 , 好 不 容易 才 混 过 了 他 妻子 的 看 门人 。 

他 和 拿破仑 继续 保持 着 良好 的 友谊 。 在 拿破仑 最 由 高 气 扬 的 
日 子 里 , 蒙 日 可 能 是 法 国 唯一 敢于 顶 住 他 对 他 讲 真 话 的 人 。 当 拿 
破 仑 自己 加 冕 称 帝 时 ， 综 合 工科 学 校 的 学 生 群 起 反抗 。 他 们 是 蒙 
日 的 骄傲 。 

一 天 , 拿破仑 赔 , * 好 啊 , 蒙 日 , 你 的 学 生 几乎 全 都 反抗 我 ; 他 们 
明确 地 声称 是 我 的 敌人 。” 

” “陛下 , ” 蒙 日 回答 道 ，“ 我 们 费 了 好 大 的 事 才 把 他 们 变 成 拥护 
共和 政体 的 人 ; 要 他 们 变 成 帝制 的 拥护 者 , 得 给 他 们 时 间 。 另 外 ， 
请 允许 我 说 , 你 变 得 相当 粗暴 了 ! ” 

象 这 种 小 小 的 争吵 , 在 老 相 好 之 间 算 不 得 甚么 。1804 年 ， 拿 
破 仑 为 了 表彰 蒙 日 的 功绩 ， 封 他 为 佩 昌 斯 伯 事 。 蒙 日 那 方 面 则 感 
激 不 尽 地 接受 了 这 一 荣誉, 而 且 佩 戴 了 通常 贵族 用 的 全 部 服饰 , 忘 
记 了 他 曾经 投票 主张 度 除 一 切 贵 族 称号 。 

事情 就 这 样 在 一 片 令 人 良 光 销 乱 的 显 替 气氛 中 过 行 下 去 ， 直 
到 1812 年 , 这 一 年 本 应 该 带 来 拿破仑 的 全 胜 时 期 ,但 却 相 反 地 带 来 
了 从 莫斯科 的 溃 退 。 蒙 日 太 关 了 (他 这 时 六 十 六 岁 ), 不 能 伴随 拿 破 
仑 进入 俄国 , 他 留 在 法 国 , 在 他 的 庄园 里 , 通过 官方 公告 , 热心 地 注 
视 着 大 军 的 进展 , 当 蒙 日 读 到 宣布 法 军 遭 到 灾难 的 不 幸 的 “第 二 十 
九 号 公告 "时 ,他 突然 中 风 了 。 他 在 恢复 以 后 说 , “方才 不 知道 的 事 
情 ; 我 现在 知道 了 ; 我 知道 我 将 怎样 死去 。” 
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蒙 日 不 需要 寓 劲 去 拉 下 最 后 一 幕 ; 候 里 叶 会 帮助 他 把 疾 落 下 。 
傅 里 叶 从 埃及 回来 后 ， 被 任命 (1802 年 1 月 2 日 ?为 伊 泽 尔 省 督 ， 
总 部 设 在 格 勤 诺 布 尔 。 这 个 地 区 当时 正 处 在 政治 性 的 骚乱 中 ; 傅 
里 叶 的 第 一 项 任务 就 是 恢复 秩序 。 他 遇 到 一 场 奇 怪 的 反抗 ， 并 用 
一 种 荒 廖 可笑 的 方式 把 它 平 息 了 下 去 。 傅 里 时 在 埃及 时 曾经 负责 
管理 学 院 的 考古 研究 。 善 良 的 格 勒 诺 布 尔 市 民 们 被 学 院 的 一 些 考 
十 发 现 的 宗教 含义 弄 得 心烦 意 乱 ， 特 别 是 对 一 些 古 迹 所 确定 的 年 
代 , 他 们 认为 与 < 圣经 > 上 的 年 代 相 承 盾 。 但 是 , 当 他 在 家 乡 附近 进 
行进 一 步 的 考古 研究 , 挖 出 一 个 他 自己 家 族 的 圣 徙 ,神圣 的 皮 埃 尔 。 
傅 里 叶 时 ， 他 们 相当 满意 , 并 把 傅 里 叶 视 为 他 们 的 密友 ; 这 位 圣 徒 
是 傅 里 叶 的 叔 祖 父 , 他 所 以 被 作为 圣 徒 来 纪念 , 是 因为 他 曾经 创立 
过 一 个 宗教 教派 。 傅 里 时 的 威信 建立 起 来 了 ， 接 着 他 就 完成 了 大 
量 有 益 的 工作 , 排 干 治 泽 地 的 水 , 扑灭 首 疾 , 等 等 ,使 他 的 管区 脱离 
了 中 世纪 的 状态 。 


正 是 在 格 勒 诺 布尔 , 传 里 叶 构 思 出 不 朽 的 heorie analytique 
”de la chaleur(< 热 的 解析 理论 >), 这 是 数学 物理 学 的 一 个 里 程 碑 。 
他 在 1807 年 提交 了 第 一 篇 关于 热 的 传导 的 论文 。 这 篇 论文 很 有 发 
展 前 途 , 以 致 科学 院 把 对 热学 的 数学 理论 的 贡献 , 设 为 它 在 1812 年 
的 大 奖 问题 , 以 此 鼓励 传 里 叶 继 续 研究 。 传 里 叶 赢 得 了 大 奖 , 但 并 
不 是 没有 批评 意见 ， 他 对 这 些 意 见 感到 很 不 愉快 ， 但 还 是 很 好 地 
接受 了 。 加 
拉 普 拉 斯 、 拉 格 朗 日 和 勤 让 德 是 评阅 人 。 他 们 在 承认 传 里 时 
的 工作 的 创新 和 重要 性 的 同时 , 指出 数学 处 理 上 还 有 人 缺点 , 在 严格 
性 方面 还 有 许多 有 待 改进 之 处 。 拉 格 朗 日 本 人 曾经 发 现 过 伟 里 
时 主要 定理 的 一 些 特殊 情形 , 但 是 由 于 他 现在 指出 的 困难 , 使 他 没 
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有 能 进行 到 一 般 结 果 。 这 些 难以 捉摸 的 困难 具有 那样 一 种 性 质 ， 
在 当时 要 克服 它们 几乎 是 不 可 能 的 。 还 得 经 过 一 个 多 世纪 的 时 间 ， 
人 们 才能 够 满意 地 解决 它们 。 

顺便 提 一 下 ， 注 意 到 这 个 争执 代表 着 纯 数学 家 和 数学 物理 学 
家 之 间 的 一 个 基本 区 别 ， 是 很 有 意思 的 。 纯 数学 家 所 能 用 的 唯一 
武器 , 是 精确 、 严 格 的 证 明 。 除 非 所 引证 的 定理 能 够 经 得 起 它 的 时 
代 所 能 提出 的 最 严格 的 批评 ， 否 则 纯 数学 家 们 是 几乎 不 会 用 到 它 
的 。 
另 一 方面 ,应 用 数学 家 和 数学 物理 学 家 们 很 少 那 么 乐观 , 会 设 
想 无 限 复杂 的 物质 世界 ， 能 够 用 任何 简单 到 了 人 类 能 够 理解 的 数 
学 理论 去 完全 描述 。 他 们 对 于 这 样 一 点 也 不 会 感到 过 分 忱 惜 ， 即 
艾 里 的 把 字 宙 作为 一 种 微分 方程 的 无 限 的 、 自 解 系统 的 美妙 (或 芒 
唐 的 ) 图 画 , 实际 上 只 是 由 数学 的 偏执 和 牛顿 决定 论 所 产生 的 一 个 
幻想 ; 他 们 在 自己 的 后 门 有 某 个 更 真实 的 东西 吸引 着 他 们 的 注意 
一 一 物质 字 宙 本 身 。 他 们 能 够 试验 并 检验 他 们 的 故意 不 完善 的 数 
学 推论 , 以 之 与 经 验 判断 相对 照 一 这 种 判断 , 由 于 数学 的 真正 性 
质 ， 对 于 纯 数学 家 是 不 可 能 的 。 如 果 他 们 的 数学 预见 被 试验 所 否 
定 , 他 们 并 不 象 数学 家 可 能 做 的 那样 ， 置 物理 证 据 于 不 顾 , 而 是 抛 
开 他 们 的 数学 工具 , 去 寻找 更 好 的 工具 。 

科学 家 们 为 了 数学 本 身 而 对 数学 采取 的 这 种 冷淡 态度 ， 对 于 
一 类 纯 数 学 家 , 就 象 遗漏 一 个 可 疑 的 小 小 的 下 角 标 志 , 对 另 一 类 迁 
腐 的 学 究 一 样 令 人 激怒 。 结 果 是 只 有 很 少 几 个 纯 数学 家 对 科学 作 
出 过 重要 贡献 一 一 当然 , 他 们 发 明 的 许多 科学 家 发 现 有 用 的 (也 许 
是 不 可 缺少 的 ) 工 具 除 外 。 这 一 切 当 中 奇怪 的 是 , 正 是 反对 科学 家 
富 于 想象 力 地 勇敢 进行 工作 的 那些 有 修辞 六 的 人 , 叫 得 最 响 , 坚持 
数学 与 广泛 传播 的 看 法 相反 , 认为 它 并 不 完全 是 一 桩 追根 究 底 的 、 
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小 心 贵 要 力求 准确 的 事情 , 而 是 创造 性 地 富 于 想象 力 的 , 有 时 是 不 
明确 的 , 就 象 伟大 的 诗歌 或 音乐 有 时 不 十 分 明确 一 样 。 有 时 候 , 物 
理学 家 们 在 这 方面 , 在 数学 家 们 自己 的 竞赛 中 打败 了 他 们 ; 开尔文 
一 珊 无 视 傅 里 时 关于 热学 分 析 的 杰作 明显 缺乏 严格 性 , 称 它 为 “一 
首 伟 大 的 数学 诗 。” 

正如 已 经 说 过 的 ， 伟 里 叶 的 主要 进展 的 方向 ， 是 边界 值 问题 
ei 于 : 亿 电 半 述 过 ) 一 一 微分 方程 的 解 适合 指定 的 最 初 条 
条 ) :了 确 恢 北 革 本 更 的 中 心 问题 。 自 从 储 里 叶 把 这 个 方法 应 用 到 
热 传 母 葡 数 学 瑞 蛤 玉米 ， 一 个 人 才 济 济 的 世纪 中 的 极 有 天 赋 的 人 
们 , /名 经 比 他 曾经 梦想 过 的 走 得 更 远 了 ， 但 是 他 那 一 步 是 决定 性 
的 。 他 做 的 事情 中 , 有 一 两 件 简单 得 可 以 在 这 里 加 以 描述 。 

在 代数 中 , 我 们 要 学 习 画 出 简单 的 代数 方程 的 图 形 , 并 且 很 快 
注意 到 ， 我 们 所 得 到 的 曲线 , 如 果 延 续 到 充分 远 的 话 , 不 会 突然 售 
止 并 永远 终止 。 甚 么 样 的 方程 会 导致 象 下 图 中 的 无 限 重复 的 乏味 
的 线段 (长 度 有 限 , 在 两 头 都 终止 ) 的 图 形 呢 ? 这 样 的 由 直线 或 曲线 
的 分 开 的 线 节 构 成 的 
图 形 ， 在 物理 学 中 反 
复出 现 , 例如 在 热学 、 
声学 和 流体 运动 的 理 
论 中 出 现 。 可 以 证 明 ， 
不 可 能 用 有 限 的 、 精 
确 的 数学 表达 式 把 它 
们 表现 出 来 。“ 储 里 叶 定理 ”提供 了 一 个 从 数学 上 表达 和 研究 这 样 
的 图 形 的 方法 , 它 把 在 某 个 区 间 内 连续 .或 者 在 区 间 内 只 有 有 有限 数 
目的 不 连续 点 , 且 在 区 间 内 只 有 有 限 数目 的 转向 点 的 已 知 的 函数 ， 
表示 成 (在 某 些 限制 内 ) 正 弦 或 余弦 的 无 限 和 ， 或 正弦 和 余弦 的 无 








欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


289 数 学 精 英 





限 和 。 (这 只 是 一 个 粗略 的 描述 。) 

既然 提 到 了 正弦 和 余 汞 , 我 们 回想 一 下 它们 的 最 重要 的 性 质 ， 
即 周期 性 。 设 下 图 中 圆 的 半径 是 工 单位 长 度 ， 通 过 中 心 0 画 互 成 
直角 的 轴 , 如 在 笛 卡 儿 几 何 中 那样 , 标 出 4B 等 于 2w 单位 长 度 ; 这 
200 样 ，4B 在 长 度 上 等 于 圆 的 周 长 ( 因 为 半径 是 1)。 设 点 卫 从 4 开 
始 , 在 箭头 所 示 的 方向 描 出 圆 的 轨迹 。 画 4N 释 直 于 Q4。 那 么 ， 
对 于 任何 位 置 的 P, NP 的 长 度 称 为 角 4OP 的 下 区 ;-GHR 为 涂 
弦 ; WP 和 OWN 象 在 笛 卡 儿 几 何 中 那样 取 疡 名 巍 笠 张 贫 积 几 0 
上 方 取 正 号 , 下 方 取 负 号 ; ON 在 00 的 右边 是 簿 多 涛 大 引 员 动 类 
不 论 刀 在 任何 位 置 , 角 4OP 是 四 个 直角 (360*) 陛 ! 部 势 ,条 - 
应 于 弧 4P 在 整个 圆周 上 所 占 的 部 分 。 所 以 我 们 可 以 沿 着 4B 标 
出 与 各 段 弧 4P 相当 的 2w 的 各 部 分 ， 从 而 按 比 例 标 出 这 些 角 
40P。 这 样 , 当 也 在 O 处 时 ,经 过 了 整个 圆周 的 1/4 因此 ， 相 应 

于 角 400, 我 们 在 4B 上 距 4(1/4) 处 有 点 K 





“在 4B. 上 的 这 些 点 的 每 一 个 上 ， 我 们 画 长 度 等 于 相应 角度 正 
豆 的 垂直 线 ， 根 据 正弦 是 正 或 负 ， 决 定 垂直 线 在 4B 的 上 方 或 下 
方 。 这 些 垂直 线 的 不 在 4B 上 的 那 一 端 落 在 画 出 的 连续 曲线 上 ， 
就 是 正弦 曲线 。 当 卫 回 到 和 4 点, 开始 重新 沿 着 贺 转 时 ， 曲线 在 
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co 


以 后 重复 , 如 此 以 至 无 限 。 如 果 卫 向 相反 方向 旋转 ， 曲 线 就 向 左 
重复 。 曲 线 在 一 个 2w 区 间 后 重复 ， 一 个 角度 (这 里 是 4OP) 的 正 
弦 是 ~ 个 周期 冰 数 ， 周 期 就 是 2r。 把 正 引 Lanej 这 个 字 缩 写成 
“sin ; 如 果 z 是 任 一 角度 ,方程 
Sin(w+2%m) =gin 2 

表示 snz 是 z 的 以 2r 为 周期 的 函数 这 一 事实 。 

很 容易 看 出 ， 如 果 图 中 的 整 条 曲线 向 左 移动 长 度 为 4 天 的 距 
离 , 那么 它 现在 就 是 40P 的 余弦 的 图 形 了 。 和 前 面 一 样 ， 

cos( 和 十 2ox) 一 c0s 2， 

cos 是 “oosine “( 余 弦 ) 的 缩写 。 

审查 图 形 表 明 , sin 2% 通过 它 的 全 部 周期 比 snz “ 快 一 倍 ”, 因 
此 它 的 一 个 完整 的 周期 的 图 形 是 sin z 的 一 半 那 么 长 。 同 样 ,sin 3z 
的 完整 的 周期 只 需 2x/3, 等 等 。 对 于 0c0s w、cos 2w、co8 3w…… 也 
同样 。 : Se 
现在 能 够 大 致 描述 健 里 叶 的 主要 数学 结果 了 。 在 已 经 提 到 的 
与 “破碎 ”的 图 形 有 关 的 限制 内 ， i i 
函数 , 都 能 用 下 面 这 种 类 型 的 方程 

y= Q0 a1 CO % 十 Ca COS 90 十 as COS 3z 十 “ee 
十 isin z+ bo gin 20 十 08 gin 3 十 

表示 出 来 ， 其 中 虚 点 表示 两 个 系列 按照 指出 的 规则 无 限 地 继续 下 
去 , 当 y, 即 任何 4% 的 已 知 函 数 , 是 已 知 时 , 系数 co，ci，aa， i 
b1, ba, ba, 是 可 以 决定 的 。 换 言 之 ,任何 * 的 已 知 函 数 ， 比 如 
说 j(z) ,能 够 展 成 上 述 类 型 的 级 数 , 即 三 角 级 数 或 传 里 叶 级 数 。 重 
复 一 下 , 所 有 这 些 都 只 在 某 些 限 制 下 成 立 , 这 些 限制 幸而 在 数学 物 
理 中 不 很 重要 ; 例外 的 情形 是 些 很 少 或 没有 物理 意义 的 多少 有 些 
畸形 的 情形 。 再 重复 一 次 , 傅 里 叶 级 数 这 项 工作 , 是 对 边界 值 问题 
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的 第 一 个 伟大 的 进击 。 在 牛顿 那 一 章 中 给 出 的 这 种 问题 的 例子 是 
用 传 里 叶 的 方法 解决 的 。 在 任何 给 定 的 问题 中 ， 都 要 求 找 出 系数 
ao, 01,，，…，bo,，91,… 的 适 于 计算 的 形式 。 健 里 叶 的 分 析 提 供 了 这 
个 形式 。 

上 面 所 描述 的 周期 (简单 周期 ) 的 概念 ， 对 于 自然 现象 具有 明 
显 的 重要 性 , 潮汐 、 月 相 、 季 节 , 以 及 人 们 熟知 的 许多 其 它 事情 ， 本 
质 上 都 是 周期 性 的 。 有 时 候 一 个 周期 现象 ， 诸 如 太阳 黑子 的 反复 
出 现 , 能 够 用 一 定数 目的 简单 周期 的 图 形 相 重 又 而 很 好 地 过 近 。 那 
么 这 样 一 些 情形 的 研究 ， 就 能 化 简 为 分 析 合 成 原来 周期 现象 的 单 
独 的 周期 现象 。 

这 个 过 程 在 数学 上 与 在 音乐 上 把 音响 分 析 成 它 的 基本 的 和 连 
续 的 和 声 是 同样 的 。 作 为 对 音 “ 质 的 第 一 步 粗略 的 逼近 ， 只 考虑 
基本 的 东西 ， 通 常 只 要 几 个 和 声 的 又 加 就 足以 产生 一 个 与 理想 的 
音响 (其 中 有 无 限 个 和 声 ) 难 以 区 分 的 音响 了 。 同 样 的 情形 对 于 由 
“和 声 ” 或 傅 里 叶 分 析 考 虑 的 现象 也 成 立 。 人 们 甚至 已 经 作 了 一 些 
尝试 ,在 反复 出 现 的 邮 震 和 年 降雨 量 中 去 发 现 长 周期 (基本 周期 )。 
简单 周期 性 的 概念 ， 在 纯 数 学 中 和 它 在 应 用 数学 中 同样 重要 。 我 
们 将 会 看 到 它 被 推广 到 多 周期 性 (与 椭圆 函数 和 其 它 一 些 函 数 有 
关 ), 它 又 反作用 于 应 用 数学 。 

传 里 时 完全 知道 他 已 经 做 出 了 头等 重要 的 工作 ， 他 根本 不 注 
意 对 他 提出 批评 的 人 , 他 们 是 对 的 , 他 错 了 ， 但 是 他 过 照 自己 的 方 
法 做 的 工作 ， 足以 使 他 有 资格 独立 不 蜡 。 

当 他 1807 年 开始 的 工作 在 1823 年 完成 ， 并 收集 在 关于 热传导 
的 专著 中 时 ， 人 们 发 现 奖 固 的 传 里 叶 对 他 原先 提交 的 论文 一 个 字 
也 没有 改动 。 他 就 这 样 例 证 了 弗朗西斯 . 哥 尔 登 对 所 有 作者 的 忠 
告 “ 永 勿 怨恨 批评 , 永 勿 回答 它 ” 的 第 二 部 分 。 侍 里 叶 的 不 满 在 攻击 
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纯 数 学 家 们 只 专心 于 自己 特定 的 事情 而 不 在 数学 物理 学 方面 盲目 
亡 动 是 合理 的 。 


一 般 说 来 , 在 拿破仑 逃离 厄 尔 巴 岛 ， 于 1815 年 3 月 工 日 在 法 
国 海岸 登陆 时 ， 傅 里 时 和 法 国 的 一 切 都 进行 得 很 顺利 。 所 有 的 老 
兵 们 刚刚 轻松 自如 地 摆脱 了 使 他 们 头痛 的 事 ， 而 这 时 造成 头痛 的 
原因 又 突然 出 现 了 ， 使 得 他 们 更 加 头痛 。 这 时 傅 里 叶 在 格 勒 诺 布 
尔 。 他 害怕 民众 会 欢迎 拿破仑 归来 ， 而 再 次 发 生 无 节制 的 狂热 行 
动 ,于 是 他 赶 往 里 昂 , 去 告诉 波 旁 王室 即将 发 生 甚么 事情 。 这 些 人 
一 向 愚 装 ， 不 肯 相 信 他 。 傅 里 叶 在 返回 途中 得 知 格 勒 详 布尔 已 经 
投降 。 傅 里 叶 本 人 在 布 十 万 被 分 ， 并 被 带 到 拿破仑 面前 。 他 现在 
面 对 的 是 他 在 埃及 时 十 分 了 解 ， 并 学 会 用 他 的 脑子 而 不 是 用 他 的 
心 去 怀疑 的 同一 位 老 指挥 官 。 拿 破 仑 正 俯 身 在 一 幅 地 图 上 ， 手 里 
拿 着 一 对 罗盘 。 他 抬 起 头 来 。 

< 眼 , 省 督 先生 ! 你 也 向 我 宣战 啦 ?” 

“陛下 , ” 傅 里 叶 结 结巴 巴 地 说 ，“ 我 的 宣 暂 使 我 有 责任 这 样 
做 。” z 

< 你 说 责任 ? 你 没有 看 见 全 国 没有 一 个 人 同意 你 的 主张 ? 别 自 
以 为 你 的 作战 计划 会 吓 倒 我 。 我 难受 的 只 是 看 见 在 我 的 对 手 当中 
有 一 个 埃及 人 , 一 个 曾经 和 我 一 起 风 餐 露宿 的 人 , 一 个 老 朋友 ! 还 
有 , 侍 里 叶 先 生 , 你 怎么 能 忘记 你 之 所 以 有 今天 , 全 靠 我 的 栽培 ?” 

传 里 叶 屠 家伙, 记得 拿破仑 无 情 地 把 他 丢 在 埃及 , 竟然 能 够 听 
信 这 样 的 废话 , 而 且 喜 欢 它 , 他 说 了 一 大 堆 赞 扬 拿破仑 的 好 心 和 他 
那 强 健 的 胃 的 话 , 但 是 极 少 提 到 他 的 头脑 健全 。 

几 天 以 后 , 拿破仑 问 这 位 现在 效忠 于 他 的 传 里 叶 ， 

“你 认为 我 的 计划 怎样 ?2 
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“陛下 , 我 相信 你 会 失败 。 你 在 路 上 会 明 到 一 个 狂热 分 子 ， 屠 
就 一 切 都 完了 。” 

“1 没有 人 拥护 波 旁 王朝 一 一 就 连 狂 热 分 子 也 不 拥护 ， 至 于 
失败 旷 , 你 已 经 从 报纸 上 看 到 , 他 们 把 我 定 为 不 合法 的 了 。 我 本 人 
要 更 加 宽容 我 满足 于 把 他 们 赶 出 杜 伊 勒 利 宫 !” 

本 性 难 移 和 拿破仑 的 自负 应 该 结合 为 一 体 ， 而 不 应 该 把 它们 
当做 两 回 事 。 

第 二 次 王政 复 尽 以 后 , 人 们 发 现 傅 里 叶 在 巴黎 典当 他 的 财物 ， 
以 维持 生计 ,但 是 不 等 他 饿 死 , 老 朋 友 们 可 怜 他 ， 为 他 谋 到 了 塞纳 
省 统计 局 长 的 差事 。 1816 年 ， 科 学 院 打算 选举 他 为 科学 院 院士 ， 
但 是 波 汰 政 府 下 令 , 对 他 们 以 前 的 对 手 的 朋友 , 不 能 以 任何 方式 给 
予 荣誉 。 科 学 院 坚 持 自己 的 意见 ， 于 次 年 选举 信里 叶 为 院士 。 波 
旁 王朝 反对 传 里 叶 的 这 种 作为 , 看 来 未 免 气量 太 小 , 但 比 起 他 们 对 
可 怜 的 老 蒙 日 的 作法 , 那 就 很 大 度 了 。 是 贵族 就 得 引 为 高 尚 ! 

傅 里 叶 的 最 后 几 年 ， 是 在 黯淡 的 谈话 中 度 过 的 。 作 为 科学 院 
的 终身 秘书 ， 他 总 是 能 找到 听众 的 。 要 说 他 欧 蛙 他 在 拿破仑 手下 
取得 的 成 就 ， 那 实在 是 说 得 太 婉 转 了 。 他 变 成 了 一 个 令 人 难以 列 
受 的 .大 帕 大 叫 的 讨厌 的 家 伙 。 他 没有 继续 他 的 科学 研究 工作 , 而 


”是 向 他 的 听众 吹 目 他 打算 做 甚么 。 然 而 ， 他 对 科学 的 发 展 已 做 了 


20 


Hh 


比 他 份 内 更 多 的 工作 , 而 如 果 任 何人 类 的 工作 堪 称 不 朽 的 话 , 传 里 


叶 的 工作 应 该 说 是 不 朽 的 。 他 不 需要 自 吹 自 擂 或 虚 张 声势 。 

傅 里 时 在 埃及 的 经 历 , 使 他 养 成 了 一 种 奇怪 的 习惯 , 这 个 习惯 
可 能 加 速 了 他 的 死亡 。 他 认为 ， 沙 漠 的 炎热 是 对 健康 最 理想 的 条 
件 。 他 不 仅 把 自己 象 木 乃 伊 似 地 里 起 来 , 还 住 在 那样 的 房子 里 , 他 
那些 没有 被 燃 熟 的 朋友 们 说 ， 屋 里 热 得 比 地 狱 和 撒哈拉 沙漠 加 在 
一 起 还 要 热 。 1830 年 5 月 16 日 ， 他 因 心 脏 病 (有 人 说 是 动脉 瘤 ) 
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去 世 , 享年 六 十 三 岁 。 傅 里 叶 属 于 一 群 杰出 的 数学 家 , 他 们 的 工作 
是 那么 重要 , 他 们 的 名 字 已 成 为 各 种 文明 语言 中 的 形容 词 。 


蒙 日 的 衰亡 要 慢 一 些 , 也 更 悲惨 些 。 在 第 一 次 王政 复辟 以 后 ， 
拿破仑 对 他 一 手 造成 的 势利 集团 感到 激怒 和 仇恨 ， 他 的 权力 刚刚 
一 消失 , 这 个 势利 集团 就 很 自然 地 拆 他 的 台 。 再 次 掌权 后 , 拿破仑 
打算 对 这 些 忘 恩 负 义 的 人 猴 狠 地 整治 一 下 。 蒙 日 这 个 善良 的 老 平 
民 , 劝 他 发 慈悲 和 明白 事理 : 拿破仑 可 能 会 有 一 天 发 现 他 自己 陷于 
绝境 (在 一 次 地 震 切 断 了 所 有 的 逃 路 以 后 )， 应 该 对 这 些 忘 恩 负 义 
的 人 的 支持 表示 感激 。 拿 破 仑 平静 了 下 来 ， 明 智 地 轧 威 并 施 。 这 
样 宽 宏大 量 的 处 理 , 完全 是 由 于 蒙 日 的 缘故 。 

拿破仑 从 滑铁卢 逃跑 以 后 ， 让 他 的 部 队 自己 想 办 法 尽量 逃 出 
困境 , 蒙 日 回 到 已 黎 。 ED 蒙 日 的 忠 
诚 却 达 到 了 沸点 。 

学 校 的 历史 课程 常常 讲 到 拿破仑 的 最 后 的 梦想 一 一 征服 美 
洲 。 蒙 日 的 说 法 不 同 ， 并 且 是 在 一 种 更 高 一 一 事实 上 是 高 得 难以 
置信 一 一 的 程度 上 。 在 被 敌人 包围 ， 一 想到 不 能 在 哆 洲 进行 进 一 
步 的 征服 , 而 被 迫 闲 下 来 无 所 事 事 就 心 惊 胆 战 的 情况 下 , 拿破仑 把 
他 敏锐 的 目光 转向 西方 ,匆匆 一 秽 , 从 阿拉 斯 加 到 好 望 角 ， 扫 视 了 
美洲 。 但 是 , 象 一 个 不 健康 的 魔鬼 一 般 , 波 拿 巴 渴 望 成 为 一 个 修 
士 。 他 宣称 , 只 有 科学 能 够 使 他 满意 ; 他 要 成 为 第 二 个 和 无 限 伟大 
的 亚历山大 ' 冯 ' 洪 堡 。- 本 

他 向 蒙 日 承认 : “我 希望 在 这 个 新 的 事业 中 , 留 下 与 我 相称 的 
著作 和 发 明 。 

究竟 甚么 是 能 够 与 一 一 位 拿破仑 相称 的 工作 呢 ? 接 着, 这 位 掉 下 
来 了 的 认 概 述 了 他 的 梦想 。 
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“我 需要 一 个 同伴 , ”他 承认 说 ,“ 首 先 让 我 跟 上 科学 的 现状 。 然 
后 你 [ 蒙 日 ] 和 我 将 从 加 拿 大 到 好 望 角 , 漫游 整个 欧洲 大 陆 ; 在 这 温 
长 的 旅途 中 ,我 们 将 研究 科学 界 还 没有 作出 定论 的 .地 球 物理 的 全 
部 奇异 的 现象 ”妄想 狂 ? 

“陛下 , ” 蒙 日 惊 呼 道 
已 经 找到 了 ; 我 跟 你 一 起 去 !” 

又 和 他 过 去 一 模 一 样 了 , 拿破仑 粗暴 地 说 出 了 他 的 想法 ! 这 个 
心甘情愿 的 老兵 会 妨碍 他 从 巴 芬 湾 到 巴 塔 艾 尼 亚 的 闪电 般 的 进 
军 。 | 


他 将 近 六 十 七 岁 了 一 一 “你 的 合作 者 





“你 太 老 了 , 兹 日 , 我 需要 一 个 比较 年 轻 的 人 。” 
蒙 日 蹦 员 地 走 开 ， 去 寻找 “一 个 比较 年 轻 的 人 。 ”他 找到 暴躁 
的 阿拉 莹 ， 作 为 他 那 精 力 充沛 的 主子 的 理想 旅 伴 。 但 是 尽管 他 口 
者 巧 河 , 把 这 件 事 说 得 无 尚 光荣 , 阿拉 区 吸取 了 他 的 教训 , 他 指出 ， 
一 个 将 军 , 能 够 象 拿破仑 在 滑铁卢 于 的 那样 抛弃 他 的 队伍 , 是 不 能 
当 作 领袖 随便 跟 他 到 甚么 地 方 去 的 , 即便 去 舒适 的 美洲 也 不 行 。 
进一步 的 协商 被 英国 人 粗暴 地 中 止 了 。 到 10 月 中 ,拿破仑 已 
在 考察 圣 赫 勒 拿 岛 了 。 留 着 征服 美洲 用 的 大 量 金钱 落 入 了 别人 的 
口袋, 而 没有 到 科学 家 们 手中 , 密西西比 河畔 或 亚马逊 河畔 也 就 没 
有 建立 起 “美洲 学 院 ， 来 与 它 信 敬 尼罗河 的 庞大 的 挛 生 学 院 相 比 
美 。 a 
” 蒙 日 既然 享受 了 帝制 时 期 的 面包 现在 该 尝 尝 盐 了 。 他 作为 
一 个 革命 者 和 那个 自命 不 凡 的 科 西 喜人 的 心腹 的 记录 ， 使 他 的 脑 
袋 成 为 波 旁 王室 极 想得到 的 东西 , 而 蒙 日 为 了 保住 他 的 脑袋 , 便 从 
一 个 贫民 帘 躲 到 另 一 个 贫民 帘 。 就 算 完全 是 出 自 气量 狭小 ， 装 得 
神圣 不 可 侵犯 的 波 旁 王室 给 予 莹 日 的 待遇 也 该 受到 请 责 。 他 们 竞 
至 狭 语 到 了 剥夺 这 个 老人 最 后 的 荣誉 一 一 这 项 荣誉 和 慷慨 的 拿 破 
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仑 毫 无 关系 。1816 年 ,他们 命令 把 蒙 日 从 科学 院 开除 出 去 。 这 时 
象 兔子 一 般 驯 服 的 院士 们 顺从 了 。 

波 旁 王室 的 最 后 一 点 卑劣 的 作法 ,给 蒙 日 的 葬礼 增加 了 光彩 。 
正如 他 曾经 预见 到 的 那样 , 他 在 一 次 中 风 洗 后 , 经 过 长 时 间 的 昏迷 
不 醒 , 然后 去 世 。 综 合 工科 学 校 的 年 轻 人 是 蒙 日 的 骄傲, 而 他 是 他 
们 的 偶像 。 他 曾经 从 拿破仑 飞扬 贡 雇 的 干涉 下 保护 过 他 们 。1818 
年 7 月 28 日 死 日 逝世 时 , 综合 工科 学 校 的 学 生 们 要 求 准许 他们 
参加 理 礼 。 国 王 拒绝 了 他 们 的 请 求 。 

综合 工科 学 校 的 学 生 是 很 守 纪 律 的 , 他 们 遵守 了 这 道 禁令 。 但 
是 他 们 比 胆 小 的 科学 院 院 士 机 智勇 敢 。 国 王 的 命令 仅 限 于 磊 礼 。 
次 日 他 们 全 体 前 往 医 地 ， 在 他 们 的 老师 和 朋友 、 如 斯 恰 尔 : 蒙 日 的 
坟 幕 上 献上 一 个 花园 。 
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彭 赛 列 


射影 几何 以 最 大 的 简便 为 我 们 打开 了 
我 们 科学 中 的 新 领域 ， 它 恰如其分 地 被 穆 
为 通 往 它 自己 的 独特 知识 领域 的 最 佳 首 
路 。 

一 一 费 利克 斯 . 克 莱 因 





S! 
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在 第 一 次 世界 大 成 中 ， 有 好 几 次 当 法 国 军队 被 紧 紧 追赶 又 没 
有 增援 部 队 的 时 候 ， 最 高 司令 官 把 一 个 女 歌手 从 她 的 图 房 中 拉 出 
来 , 火速 送 往 前 线 ,给 她 从 头 到 脚 披 上 三 色 旗 ， 命 令 她 对 精 疫 力 刘 
的 士兵 唱 < 马 赛 曲 ?， 这 样 来 挽救 当天 的 败局 。 女 歌手 唱 完 歌 就 从 
上 骄 车 演 回 巴黎 ; 振奋 起 来 的 军队 向 前 挺进 ,第 二 天 早晨 ， 不 无 讽 
刺 地 , 被 检查 过 的 报纸 又 一 次 一 致 向 容易 受骗 的 民众 保证 ，“ 光 荣 
的 日 子 来 到 了 ”一 一 没有 提 死 亡 人 数 。 

在 1812 年 , 光荣 的 日 子 还 在 路 上 呢 。 女 歌手 们 没有 伴随 着 合 
破 仑 * 波 拿 巴 的 五 十 万 大 军 向 俄国 胜利 进军 。 当 俄国 人 在 战 无 不 
胜 的 大 军 面前 退却 时 ,法 国士 兵 自己 唱 着 歌 , 无 地 的 平原 上 回 蕊 着 
激动 人 心 的 歌声 , 这 歌声 把 暴君 们 从 他 们 的 宝座 上 赶 下 来 , 把 拿 破 
仑 升 到 他 们 的 位 置 上 。 

一 切 都 进行 得 象 最 热情 的 歌手 能 够 希望 的 那样 光荣 ， 在 拿 破 
仑 越过 湿 曼 河 的 六 天 前 ， 他 那 杰出 的 外 交 策 略 间接 地 激 急 了 麦迪 
逊 总 统 , 使 他 把 美国 投入 了 一 场 对 英国 的 疯狂 的 成 争 ; 俄国 人 比 以 
往 更 快 地 朝 莫 斯 科 败 退 ， 大 军 勇敢 地 尽 全 力 赶 上 反抗 的 敌人 。 在 
饱 罗 季 诺 , 俄国 人 掉 过 头 来 , 战斗 了 ， 又 败退 了 。 拿 破 仑 没有 碰 到 
反抗 一 除了 来 自 反 复 无 常 的 天 气 的 阻力 一 一 继续 进军 莫斯科 ， 
从 那里 , 他 通知 沙皇 , 他 愿意 考虑 金 体 俄国 部 队 的 无 条 件 投降 。 莫 


斯 科 的 能 干 的 居民 们 在 总 督 的 率领 下 , 自己 来 处 理 这 些 问题 , 他 们 


坚 壁 清 野 , 放火 烧 了 他 们 的 城市 ， 把 它 烧 成 平地 , 大 火种 得 拿破仑 
和 他 的 全 体 士 兵 无 处 存 身 。 拿 破 仑 非常 怀 恼 ， 但 他 仍然 控制 着 局 
势 ， 他 无 视 这 个 明显 的 暗示 到 此 为 止 对 他 在 军事 上 的 一 意 孤 
行 的 第 二 个 或 第 三 个 暗示 即 “ 以 剑 杀 人 者 必死 于 剑 下 ”， 不 久 
就 命令 他 的 车 夫 快 马 加 蒜 ,越过 这 时 已 上 浆 的 平原 火速 驰 回 , 去 安 
排他 与 布 吕 软 尔 在 莱比锡 会 合 ,而 让 大 军 步行 回国 或 者 冻 死 ， 这 就 
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随 它 的 便 了 。 

在 被 擅 弃 的 法 国 军队 中 , 有 一 个 年 轻 的 工程 军官 , 让 ,维克托 ， 
彭 赛 列 (788 年 ?月 1 日 一 1867 年 和 月 23 日 ), 他 在 巴黎 综合 工 
科学 校 学 习 时 ， 和 后 米 在 梅 斯 的 军事 学 院 期 间 ， 曾 经 受到 蒙 > 
(746--1818) 的 新 面 法 几何 和 较 年 长 的 卡 庶 的 < 位 置 的 几何 
(1803 年 出 版 ) 的 启发 。 卡 诺 ( 拉 扎 尔 - 尼 二 拉 - 玛 格 丽 特 卡 诺 ， 
1753 年 5 月 18 日 一 1823 年 8 月 2 日) 的 革命 的 . 昌 然 多 少 有 点 儿 
反动 的 大 纲 ， 是 为 了 “把 几何 从 分 析 的 难 解 的 符号 中 解放 出 来 "而 
制定 的 。 

彭 赛 列 在 他 的 经 奥 著 作 < 分 析 学 和 几何 学 的 应 用 > (1863 年 
第 二 版 ,1829 年 首次 出 版 ) 的 序言 中 , 详细 记述 了 他 在 那 场 灾难 性 
的 从 莫斯科 撤退 中 的 经 历 。1812 年 12 月 18 日, 内 伊 元 帅 率 领 下 
的 法 军 精 疫 力 尽 的 残部 , 在 克拉 斯 诺 伊 吃 了 败仗 ,在 那些 留 在 冰冻 
的 哉 场 上 等 死 的 人 中 ， 有 年 轻 的 喜 赛 列 。 他 那 身 工程 军官 的 制服 
救 了 他 的 命 。 一 个 搜索 队 发 现 他 还 活着 ， 就 把 他 带 到 俄 军 本 部 审 
问 。 

作为 一 个 战俘 ， 这 个 年 轻 的 军官 被 迫 穿着 他 的 破烂 的 制服 步 
行 了 近 五 个 月 , 越过 冰 封 的 平原 , 只 靠 一 点 儿 配 给 的 黑 面包 维持 生 
命 。 在 冷 得 连 温度 计 上 的 水 银 柱 都 经 常 冻 住 的 严寒 中 ， 影 赛 列 的 
很 多 伙伴 都 悲惨 地 死 在 路 上 , 但 是 他 强健 的 体力 使 他 走 完了 全 程 ， 
在 1813 年 8 月 , 他 进 了 伏尔加 河畔 萨 拉 托 夫 的 监狱 。 一 开始 他 疲 
惫 得 不 能 进行 思考 。 但 是 当 “ 负 烂 的 四 月 的 太阳 ?恢复 了 他 的 活力 
时 , 他 记 起 他 曾经 受过 很 好 的 数学 教育 , 为 了 使 艰难 的 流放 生活 稍 
微 好 过 一 点 ， 他 决定 尽 可 能 多 地 把 他 学 过 的 东西 重 写 出 来 。 正 是 
这 样 , 他 创立 了 射影 几何 学 。 

一 开始 ， 他 没有 书 , 只 有 很 少 一 点 点 工具 , 他 从 算术 到 高 等 几 
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何 和 微 积分 , 回忆 了 他 所 知道 的 全 部 数学 。 彭 赛 列 还 辅导 跟 他 一 起 
的 军官 们 为 考试 作 准备 , 因为 要 是 他 们 还 能 再 看 见 法 国 , 他 们 是 必 
须 参 加 这 些 考试 的 , 这 些 工 作 , 使 他 快活 了 起 求 。 有 一 种 传说 认为 ， 
一 开始 彭 赛 列 只 有 从 使 他 不 至 于 冻 死 的 可 怜 的 小 火 盆 中 捡 出 来 的 
几 小 块 木炭 ， 用 来 把 他 的 图 形 画 在 牢房 的 墙 上 。 他 作 了 一 个 有 趣 
的 观察 , 实际 上 他 学 过 的 数学 中 的 所 有 细节 和 复杂 的 展开 , 都 已 经 
忘 得 精光 了 , 而 一 般 的 、 基 本 的 原理 ， 在 他 的 记忆 中 仍然 象 过 去 一 
样 清晰 。 对 于 物理 和 力学 也 是 这 样 。 

1814 年 9 月 ,， 彭 赛 列 回 到 了 法 国 , 随身 带 着 “在 萨 拉 托 夫 的 俄 
国 监狱 里 (从 1813 年 到 1814 年 ) 写 的 七 个 笔记 本 的 手稿 ， 以 及 者 
干 其 它 的 文字 材料 , 旧 的 和 新 的 都 有 ” 在 这 些 材 料 中 , 他 这 个 二 十 
四 岁 的 年 轻 人 ， 给 了 射影 几何 自从 德 扎 尔格 和 帕斯卡 在 十 七 世纪 
开始 这 门 学 科 以 来 的 最 强 的 推动 力 。 他 的 杰作 的 第 一 版 (已 经 提 到 
过 了 ) 是 1822 年 出 版 的 , 书 中 没有 上 面 引用 过 的 详细 的 “为 他 的 生 
命 辩 解 ” 的 东西 ,但 是 它 发 动 了 十 九 世 纪 的 一 个 巨大 的 浪潮 , 向 前 推 
动 了 射影 几何 、 一 般 的 现代 综合 几何 ， 以 及 代数 运算 中 出 现 的 虚 
数 ” 的 几何 解释 , 即 从 几何 上 把 这 种 “虚数 ”解释 为 空间 的 “理想 元 
素 。 它 也 提出 了 强 有 力 的 (一 时 ) 争 论 不 休 的 “连续 的 学 说 ”, 我 们 
过 一 会 儿 就 叙述 这 个 学 说 ， 该 学 说 把 显然 没有 关系 的 图 形 的 性 质 
统一 成 一 致 的 .独立 的 统一 体 ， 从 而 大 大 简化 了 几何 结构 的 研究 。 
在 训 赛 列 的 比较 一 般 的 观点 下 ， 例 外 和 棘手 的 特例 只 不 过 是 已 经 
熟知 的 事物 的 不 同方 面 。 这 部 经 典 论著 也 充分 利用 了 有 创造 性 的 
“对 侦 原 理 ”, 介绍 了 豆 赛 列 本 人 设想 出 来 的 “ 互 反方 法 。 简 言 之 ， 
这 个 年 轻 的 军事 工程 师 给 几何 添加 了 整整 一 大 批 新 武器 ， 而 他 曾 
经 被 于 在 克拉 斯 诺 伊 的 战场 上 等 死 ， 要 不 是 他 的 军官 制服 使 他 看 
上 去 象 一 个 俄 军 本 部 要 询问 的 可 能 的 对 象 ， 他 确实 会 在 天 亮 前 死 
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去 。 

这 以 后 的 十 年 (1815 一 1825 年 )， 芝 赛 列 作为 军事 工程 师 的 职 
责 ， 使 他 极 少 有 时 间 实 现 他 的 真正 抱负 一 一 在 几何 中 开拓 他 的 新 
方法 。 许 多 年 之 后 他 才 得 到 解脱 。 茧 赛 列 高 度 的 责任 感 和 他 必然 
的 办 事 效 率 ， 使 他 容易 成 为 目光 短 浅 的 上 司 们 的 牺牲 品 。 有 些 要 
他 承担 的 任务 , 只 有 具有 他 这 样 才干 的 人 才能 完成 , 例如 ， 在 梅 斯 
创立 一 所 实用 机 械 学 的 学 校 ， 在 综合 工科 学 校 改革 数学 教育 。 但 
是 关于 防御 工事 的 报告 , 他 在 国防 委员 会 的 工作 , 以 及 他 在 伦敦 和 
巴黎 的 国际 博览 会 机 械 部 的 主管 职务 (1851 一 1858 年 ), 只 提 一 提 
他 的 无 数 日 常 工作 中 的 这 几 项 就 够 了 ， 这 些 都 能 够 由 才干 较 低 的 
人 去 完成 。 不 过 ， 他 的 重要 的 科学 功绩 并 没有 被 忽视 。 科 学 院 选 
举 他 (1831 年 ) 做 拉 普 拉 斯 的 继任 者 。 出 于 政治 上 的 原因 ， 茧 赛 列 
在 三 年 之 后 才 接受 了 这 项 荣誉 。 

彭 赛 列 成 年 后 的 整个 生活 是 他 自身 两 个 方面 的 长 期 内 心 冲突 
的 过 程 , 一 个 方面 是 生 就 去 做 永恒 的 工作 , 另 一 个 方面 是 接受 目光 
短 浅 的 政治 家 和 昌 钝 的 军事 专家 们 硬 推 给 他 的 一 切 琐碎 或 脏 脏 的 
工作 。 彭 赛 列 自己 渴望 逃脱 ， 但 是 在 拿破仑 的 军队 中 训练 得 深入 
骨髓 的 错误 的 责任 感 ,迫使 他 舍 本 逐 末 , 只 务虚 名 , 而 不 求实 效 。 他 
没有 过 早 地 和 长 期 地 患 精神 分 裂 ， 是 他 体格 健壮 的 明显 证 据 。 而 
他 差不多 到 七 十 九 岁 去 世 时 一 直 保 持 着 他 的 创造 能 力 ， 则 是 他 的 
压制 不 住 的 天 才 的 一 个 闪光 的 证 明 。 当 他 们 想 不 出 更 好 的 事情 让 
这 个 极 有 天 赋 的 人 打发 他 的 时 间 时 ， 他 们 就 派 他 在 法 国 各 地 无 月 
的 地 跨 涉 ,检查 纱 厂 、 丝 厂 和 亚麻 布 工 厂 。 他 们 并 不 需要 一 个 彭 赛 
列 去 做 那 种 事情 ， 他 也 知道 这 一 点 。 要 是 他 的 独特 的 才能 在 这 些 
事情 上 是 必 不 可 少 的 ， 那 么 在 法 国 他 是 决 不 会 反对 去 做 这 些 事 的 
人 , 因为 他 决 不 是 那 种 有 才智 的 假装 正经 的 人 , 这 种 人 认为 每 一 次 
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科学 与 工业 一 握手 ， 就 会 失去 她 长 期 保持 的 纯真 。 但 是 他 并 不 是 
唯一 能 找到 的 做 这 种 工作 的 人 ， 因 为 也 许 巴 斯 德 就 在 从 事 解决 
啤酒 、 蚕 和 人 类 各 自 的 疾病 这 些 同 等 重要 的 事情 。 


我 们 现在 来 看 看 ， 彭 赛 列 为 了 征服 射影 几何 ， 设 计 或 改造 的 
一 、 两 件 武器 。 首 先是 他 的 “连续 性 原理 ”, 它 涉及 到 当 一 个 图 形 部 
分 训 住 了 (由 投影 或 其 它 方法 ) 另 一 个 图 形 时 , 几何 性 质 的 不 变性 。 
这 无 疑 是 相当 含糊 的 , 但 是 彭 赛 列 自己 对 这 个 原理 的 陈述 , 也 从 来 
不 是 很 精确 的 , 并 且 事 实 上 , 把 他 卷 入 了 与 更 加 保守 的 几何 学 家 的 
无 休止 的 争论 之 中 ， 他 有 礼 镶 地 称 这 些 几 何 学 家 为 老 顽 国 一 一 当 
然 ， 总 是 用 了 适合 一 个 官员 和 绅士 身份 的 高 贵 的 措 词 。 原 理 具有 
很 大 的 启发 式 的 价值 ， 但 是 它 本 身 并 不 总 能 为 它 所 提示 的 定理 提 
供 证 明 , 由 于 留心 到 这 一 点 , 我 们 可 以 从 几 个 简单 的 例子 中 看 出 它 
的 精神 。 

想象 两 个 相交 的 贺 。 设 它们 相交 在 点 4 和 点 B。 用 直线 把 
A 和 B 联 接 起 来 。 图 形 明 显 地 标 出 了 两 个 实 点 4、B 和 两 个 圆 的 
公共 弦 4B。 现在 想象 两 个 圆 被 渐渐 拉 开 ， 公 共 藤 很 快 就 成 了 两 





站 人 心 ” 巴 斯 德 (Pasteur, 1933- .1895), 法 国 化 学 家 ,细菌 学 家 ， 一 一 译 者 
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个 圆 在 它们 的 接触 点 处 的 公共 切线 ,在 目前 的 任何 阶段 ,下面 的 定 
理 ( 通 常 是 中 学 几何 中 的 一 个 练习 ) 成 立 ， 如 果 在 公共 弦 上 任 取 一 
个 点 也, 可 以 从 它 向 两 个 圆 做 四 条 切线 , 如 果 这 些 切线 与 圆 接触 的 
点 是 Ti, Ts, Ts, Ta 那么 线段 PP PTs, PTs, PT, 长 度 相等 。 反 
过 来 , 如 果 问 所 有 的 点 卫 应 该 在 什么 地 方 ， 才 能 使 两 个 圆 的 四 条 
切线 线段 相等 ， 答 案 是 在 公共 弦 上 。 用 通常 的 语言 简单 叙述 所 有 
这 一 切 ,我 们 说 ， 点 也 移动 使 得 从 它 到 两 个 相交 圆 的 切线 线段 相 
等 , 那么 忆 的 轨迹 (只 意味 着 位 置 ) 是 两 个 圆 的 公共 纺 @ 。 所 有 这 
些 都 是 熟知 的 和 直接 了 当 的 ; 没有 如 一 些 人 可 能 会 说 的 ， 在 “连续 
的 原理 ”进入 的 下 一 步 , 会 有 神秘 和 不 可 理解 的 成 份 。 

把 这 两 个 圆 完 全 分 开 。 它们 的 两 个 交点 (或 者 在 最 后 的 一 瞬 
间 , 它们 相 接 触 的 一 点 ) 在 纸 上 不 再 看 得 见 了 , “公共 弦 ”被 留 下 来 
悬 在 两 个 圆 之 间 , 显然 和 两 个 圆 都 不 相交 。 但 是 我 们 知道 , 仍然 有 
一 个 切线 线段 相等 的 轨迹 ， 而 且 很 容易 证 明 这 个 轨迹 是 一 条 垂直 
于 连接 两 个 圆心 的 直线 , 就 象 原来 的 轨迹 (公共 蓄 ) 那 样 。 仅 仅 作为 
一 种 表达 方式 , 如 果 我 们 反对 “虚数 ”我 们 就 继续 说 两 个 圆 相 交 在 
平面 的 无 限 部 分 的 两 个 点 , 即使 两 个 圆 已 经 被 分 开 了 , 我 们 也 说 新 
的 直线 轨迹 仍然 是 圆 的 公共 弘 : 交点 是 “ 虚 的 ”或 “理想 的 ”, 但 是 联 
接 它 们 的 直线 (新 的 “公共 弦 ”) 是 “ 实 的 ”一 一 我 们 确实 把 它 画 在 了 
纸 上 。 

如 果 我 们 以 笛 卡 儿 的 方式 , 写 出 圆 和 直线 的 代数 方程 , 那么 我 
们 在 求 方程 交点 的 代数 中 所 作 的 一 切 ， 在 扩大 了 的 几何 中 都 有 它 
独特 的 对 应 ， 而 如 果 我 们 不 首先 扩充 我 们 的 几何 一 或 者 至 少 增 
加 它 的 词汇 ， 以 记录 “理想 的 ”元 素 一 一 许多 在 代数 上 有 意义 的 东 

@ ”重要 的 是 ,如 果 点 了 落 在 圆 的 外 面 ,切线 是 实 的 (可 见 的 ); 如 果 卫 在 加 的 内 部 ， 

切线 是 “ 虚 的 ”。 
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西 在 几何 上 就 是 无 意义 的 。 

所 有 这 些 当然 都 要 求 在 逻辑 上 讲 得 通 ， 而 凡是 需要 的 地 方 也 
都 讲 得 通 , 那 就 是 说 , 包括 在 儿 何 上 有 用 的 “连续 性 原理 ”的 应 用 是 
讲 得 通 的 。 

平行 线 提供 了 这 个 原理 的 一 个 更 重要 的 例子 。 在 说 明 这 个 例 
子 之 前 , 我 们 不 妨 重复 一 个 可 敬 的 、 著 名 的 法 官 的 话 , 这 是 几 天 前 
他 在 有 人 对 他 讲 起 这 件 事情 时 说 的 。 这 位 法 官 不 舒服 ， 一 个 业余 
数学 家 想 使 这 位 老 朋 友 高 兴起 来 ， 就 给 他 讲 了 些 关于 无 限 的 几何 
概念 的 东西 。 那 时 他 们 正在 法 官 的 花园 中 散步 。 当 法 官 听 到 “ 平 
行 线 相交 于 无 限时 , 他 停 了 下 来 , 一 动不动 。“ 布 兰 克 先 生 ”, 他 特 
别 着 重地 说 ,“ 任 何 说 平行 线 相交 于 无 限 或 其 它 任何 地 方 的 人 ， 绝 
对 没有 正确 的 判断 力 ”。 为 了 防止 争论 ， 或 们 可 以 象 以 前 那样 说 ， 
这 只 是 一 种 表达 方式 ， 用 来 避免 恼人 的 例外 和 单独 情形 成 为 令 人 
恼怒 的 特殊 情形 。 但 是 一 旦 对 这 种 说 法 的 意见 一 臻 了， 逻辑 上 的 
一 致 性 就 要 求 它 人 贯穿 始终 ， 而 无 需 拘 泥 于 逻辑 语法 和 措辞 法 的 规 
则 , 茧 赛 列 就 是 这 样 做 的 。 

为 了 了 解 这 种 说 法 的 合理 性 ， 想 象 一 条 固定 的 直线 ! 和 一 个 
不 在 1 上 的 点 P。 通 过 卫 随便 画 一 条 直线 了 与 1 相交 于 卫 ， 青 
想象 了 绕 卫 旋转 , 使 得 已 沿 着 1 向 远 处 滑动 。 记 什么 时 候 停止 
滑动 呢 ? 我 们 说 它 停止 滑动 , 是 在 1 和? 成 为 平行 时 , 或 者 ， 如 果 我 
们 愿意 的 话 , 也 可 以 说 是 在 交点 了 在 无 限时 。 由 于 已 经 找 出 过 的 
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原因 ， 这 种 说 法 是 方便 的 和 可 以 作为 参考 的 一 不 是 象 法 官 可 能 
认为 的 那样 ,是 疯人院 的 产物 , 而 是 在 几何 中 可 以 做 的 有 趣 的 、 有 
时 是 非常 实用 的 事 。 

以 同样 的 方式 ， 在 无 限 处 添加 “理想 ?点 、 线 、 平 面 ， 或 者 "区 
域 ”， 就 可 以 丰富 直线 .平面 和 三 维 空间 (以 及 更 高 维 的 空间 ) 的 可 
见 的 ,有限 的 部 分 。 要 是 法 官 碰巧 看 到 了 这 一 点 , 他 可 能 会 欣赏 下 
面 这 个 关于 无 限 在 几何 中 的 作用 的 令 人 吃惊 的 例子 ， 平 面 上 的 任 





ee 


这 两 个 圆 是 同心 的 ， 它 们 在 两 个 落 在 无 限 远 的 直线 上 的 点 上 互相 
接触 。 还 有 ， 平 面 上 的 所 有 的 圆 都 通过 在 无 限 远 处 的 同样 两 个 点 
一 一 它们 通常 用 工 和 J 表示 ， 有 时 被 不 大 恭敬 的 学 生 称 作 艾 萨 克 
[Issao] 和 和 雅 科 布 [Jacobj。 

在 帕斯卡 那 一 章 ， 我 们 叙述 了 几何 中 射影 性 质 与 度量 性 质 的 
不 同 的 意义 。 在 此 我 们 可 以 回头 看 一 看 阿达 玛 对 笛 卡 儿 的 解析 几 
何 的 看 法 。 阿 达 玛 在 其 它 的 事情 中 观察 到 ， 现 代 的 综合 几何 通过 
提出 在 代数 和 分 析 中 的 重要 研究 ， 为 一 般 的 几何 报答 了 代数 。 这 
个 现代 的 综合 几何 就 是 彭 赛 列 研究 的 对 象 。 虽 然 这 一 切 当 时 看 上 
去 可 能 相当 复杂 ， 我 们 可 以 从 十 九 世纪 四 十 年 代 取 一 个 环 来 完成 
这 条 链子 , 因为 这 不 仅 对 纯 数 学 史 , 就 是 对 最 近 的 数学 物理 也 确实 
是 重要 的 。 

从 十 九 世 纪 四 十 年 代 取 来 的 这 个 环 , 是 由 布尔 ， 凯 药 、 西 尔 
斯 特 以 及 其 他 人 开创 的 不 变量 的 代数 理论 ,. 它 (如 将 在 后 面 一 章 中 
叙述 的 ) 对 当前 的 理论 物理 具有 根本 的 重要 意义 。 绢 赛 列 和 他 的 学 
派 的 射影 几何 在 不 变量 理论 的 发 展 中 起 了 重要 作用 : 几何 学 家 们 
发 现 了 许多 在 射影 下 不 变 的 图 形 的 性 质 ， 十 九 世 纪 四 十 年 代 的 代 
数学 家 们 , 特别 是 凯 莱 ， 把 几何 的 射影 作用 转换 成 分 析 学 的 语言 ， 
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并 把 这 个 转换 应 用 到 表达 几何 关系 的 代数 的 篇 卡 儿 方 式 上 ， 这 样 
他 们 就 能 在 代数 不 变量 理论 的 构思 中 取得 惊人 的 快速 进步 。 要 是 
德 扎 尔格 这 位 十 七 世纪 的 勇敢 先驱 者 ， 能 够 预知 他 的 巧妙 的 射影 
方法 会 导致 什么 结果 ， 他 可 能 也 会 大 吃 一 惊 的 。 他 知道 他 作出 了 
一 些 很 好 的 东西 , 但 是 他 也 许 根本 不 知道 它 究竟 有 多 好 。 

德 扎 尔格 去 世 时 , 艾 萨 克 , 牛顿 是 一 个 二 十 岁 的 年 轻 人 。 没 有 
证 据 表 明和 牛 顿 曾经 听 说 过 德 扎 尔格 的 名 字 。 即 使 他 听 到 过 ， 要 是 
他 预先 知道 ,由 他 这 个 年 长 的 同 代 人 锻造 的 不 起 眼 的 一 环 , 会 形成 
一 条 有 力 的 链子 的 一 部 分 ， 这 条 链子 在 二 十 世纪 会 把 他 的 宇宙 万 
有 引力 定理 从 被 认为 是 不 朽 的 根基 上 拉 下 来 ， 他 也 会 吃惊 的 。 因 
为 如 果 没 有 从 凯 莱 和 西 尔 维 斯 特 的 代数 工作 中 自然 发 展 起 来 的 张 
量 分 析 这 个 数学 工具 ， 爱 因 斯 坦 或 任何 其 他 人 就 不 可 能 挪动 牛顿 
的 字 宙 万 有 引力 。 


射影 几何 中 的 一 个 有 用 的 概念 是 交 比 。 通 过 一 个 点 0， 任意 
画 四 条 直线 1 m，n，p。 再 画 与 这 四 条 直线 相交 的 任意 一 条 直线 
, 记 与 四 条 直线 的 交点 分 别 为 了 M， ,了 。 这 样 我 们 就 有 了 
w 上 的 线段 LM, MN,， 


LP，PN。 由 此 形成 比 


LM 1:LP 


我 们 取 这 两 个 比例 的 
比 ， 就 得 到 了 交 比 
了 MX 了 PN 

到 7P。 关于 这 个 
交 比 的 最 令 人 吃惊 的 事 
情 是 ,对 于 直线 x 的 所 有 位 置 , 它 都 有 同样 的 数值 。 
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后 面 我 们 要 谈 到 弗 利 克 斯 - 克 莱 因 把 欧 几 里 得 几何 和 普通 的 
非 欧 几 何 统一 到 一 个 广泛 的 几何 之 中 。 这 个 统一 之 所 以 可 能 是 因 
为 ， 凯 莱 修 改 了 度量 几何 据 以 成 立 的 距离 和 角度 的 通常 概念 。 在 
这 个 修改 中 , 交 比 起 了 主要 作用 , 凯 莱 通 过 交 比 ， 并 利用 他 自己 设 
想 的 “理想 ”元 素 , 终于 使 量度 几何 成 为 投影 几何 的 一 部 分 。 

为 了 结束 对 训 赛 列 用 过 的 这 种 工具 的 不 完全 的 描述 ， 我 们 要 
提 一 下 硕果 累累 的 “对 偶 原 理 ”。 为 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 这 个 原 
理 在 平面 几何 中 起 的 作用 。 

首先 注意 到 , 可 以 用 两 种 方法 考虑 连续 曲线 或 者 把 它 看 成 由 
动 点 生成 的 ， 或 者 把 它 看 成 由 直线 转动 扫 出 来 的 。 为 了 了 解 后 一 
种 方法 ， 想 象 在 曲线 的 每 一 点 上 画 出 的 切线 。 这 样 点 与 线 就 相对 
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于 曲线 密切 和 交互 地 联系 在 一 起 了 ; 通过 曲线 上 的 每 一 个 点 , 有 一 
条 曲线 的 线 ; 在 曲线 的 每 一 条 线 上 , 有 一 个 曲线 的 点 。 在 前 面 这 个 
句子 中 , 用 “在 ”代替 “通过 ”那么 在 ”之 后 用 ”分 开 的 两 个 肯定 
说 法 , 除了 “点 > 和 "“ 线 ”的 位 置 是 互 换 的 以 外 , 是 相同 的 。 

作为 一 个 术语 , 如 果 一 条 线 通过 一 个 点 ， 我 们 说 这 条 线 (直线 
或 曲线 ) 是 在 这 个 点 上 , 并 且 我 们 注意 到 ， 如 果 一 条 直线 在 一 个 点 
上 , 那么 这 个 点 必 在 这 条 直线 上 , 反之 亦 然 。 为 了 使 这 个 对 应 具有 
普遍 性 ， 我 们 给 欧 几 里 得 几何 (通常 的 中 学 几何 ) 在 其 中 有 效 的 通 
常 的 平面 , 即 所 谓 的 度量 平面 ,“ 贴 上 "已 经 描述 过 的 那 种 “理想 ?元 
素 。 这 样 添加 的 结果 就 是 “射影 平面 ”， 一 个 射影 平面 包含 着 一 个 
度量 平面 的 所 有 普通 的 点 和 直线 , 此 外 , 还 包含 着 一 组 理想 点 ， 这 
些 理想 点 都 被 假定 为 落 在 -一 条 理想 的 直线 上 ， 以 致 每 一 条 普通 的 
直线 上 都 有 一 个 这 样 的 理想 点 。@ 

用 欧 几 里 得 的 语言 ,我 们 说 两 条 平行 线 有 同样 的 方向 ; 用 射影 
的 术语 , 这 就 成 了 “两 条 平行 组 有 同样 的 理想 点 "。 再 者 , 在 旧 的 几 
何 中 , 如 果 两 条 或 更 多 条 直线 有 同样 的 方向 , 它们 是 平行 的 ， 在 新 
的 几何 中 ， 如 果 两 条 或 更 多 条 直线 有 同样 的 理想 点 ， 它 们 是 平行 


om Se 9 ee 


远 处 的 直线 ”。 

这 些 概念 的 目的 ， 是 要 避免 由 于 假设 的 平行 的 存在 而 必要 的 
欧 几 里 得 几何 的 例外 的 陈述 。 这 点 在 关于 彭 赛 列 对 连续 性 原理 的 
前 述 中 , 已 经 评论 过 了 。 


”这 个 定义 , 和 很 快要 给 出 的 具有 同样 性 质 的 其 它 定义 ,都 取 自 已 故 的 书 斯 利 。 
扬 所 著 < 投 影 几何 > (芝加哥, 1930 年 )。 任 何 学 过 普通 几何 的 一 般 中 学 课程 的 人 ,都 可 
以 理解 这 本 小 书 。 
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有 了 这 些 准备 , 现在 可 以 叙述 平面 几何 中 的 对 侦 原理 了 ; 平面 
射影 几何 中 的 所 有 命题 都 是 成 对 出 现 的 ， 因 而 通过 交换 “点 ”和 
“ 线 " 这 两 个 字 所 起 的 作用 , 从 特定 的 命题 对 中 的 一 个 命题 , 立刻 就 
能 推出 另 一 个 命题 。 

彭 赛 列 在 他 的 射影 几何 中 把 这 个 原理 利用 到 了 极点 。 随 便 翻 
开 任何 一 本 关于 射影 几何 的 书 ， 我 们 注意 到 许多 页 的 命题 都 是 印 
成 两 栏 的 ， 这 是 彭 赛 列 采用 的 一 种 方法 。 在 两 栏 中 对 应 的 命题 是 
互 成 对 侦 的 ; 如 果 证 明了 其 中 的 一 个 ， 就 没有 必要 证 明 另 一 个 了 ， 
因为 对 侦 原理 就 包含 了 后 一 个 的 证 明 。 这 样 ， 不 用 付出 附加 的 劳 
动 , 几何 的 内 容 一 下 就 翻番 了 。 作 为 对 偶 原理 的 一 个 例子 ， 我 们 给 
出 下 面 一 对 。 读 者 可 能 会 认为 这 并 不 怎么 令 人 兴奋 。 费 力 大 收效 
小 。 它 能 做 得 更 好 吗 ? 

在 左 栏 (217 页 ) 中 的 命题 是 我 们 已 经 知道 的 帕斯卡 的 神秘 的 
六 边 形 ， 右 栏 的 是 布 里 安生 (1785 一 1864) 利 用 对 偶 原理 发 现 的 定 
理 。 布 里 安生 在 综合 工科 学 校 上 学 的 时 候 , 发 现 了 这 个 定理 ; 它 在 
1806 年 发 表 在 该 校 的 < 校刊 > 上 。 两 个 命题 的 图 形 看 上 去 毫 不 相 
干 。 这 可 以 表明 彭 赛 列 使 用 的 方法 的 力量 。 

布 里 安生 的 发 现 是 一 个 把 对 偶 原 理 置 于 几何 图 形 上 的 发 现 。 
这 个 原理 的 力量 的 更 加 惊人 的 例子 ， 可 以 在 任何 一 本 关于 射影 几 


~ 





两 个 相 异 的 点 在 一 条 直线 上 , 且 ”两 条 相 异 的 直线 在 一 个 点 上 ,县 
仅 在 一 条 直线 上 。 仅 在 一 个 点 上 。 
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何 的 教科 书 中 找到 ， 特 别 是 在 这 个 原理 向 通常 的 三 维 空间 的 推广 
中 找到 。 在 这 4 推广 中 , 点 和 面 这 两 个 字 所 起 的 作用 可 以 互 换 ; 直 
线 保持 原样 。 





如 果 4、B、.C、D、B、F 是 一 个 加 。 如 果 4、B.C、D. 加 .Ff 是 一 个 图 

锥 截 线 上 的 任意 点 , 那么 直线 偶 锥 截 线 上 的 切线 ， 那么 联接 4 

AB 和 DE, BC 和 EH, CD 和 与 B 和 DD 与 思 , B 与 0 和 加 与 

P4 的 交点 在 一 条 直线 上 ; 反之 了， 0 与 DD 和 与 4 的 交点 侦 

亦 然 。 的 直线 交 于 一 点 ; 反之 亦 然 。 

射影 几何 的 引 人 注 目的 美和 它 的 证 明 的 优美 ， 使 它 成 为 十 九 
世纪 的 几何 学 家 特别 喜爱 的 研究 课题 。 有 能 力 的 人 们 蜂 涌 进 这 个 
新 的 金 矿 , 很 快 就 夺 走 了 它 最 容易 接近 的 宝藏 。 今 天 , 大 多 数 专 家 
们 似乎 一 直 认 为 , 就 专业 数学 家 感 兴趣 的 范围 来 说 , 这 个 学 科 已 经 
发 气 尽 了 。 不 过 , 可 以 相信 , 在 它 里 面 仍 然 有 一 些 象 被 忽略 了 的 对 
偶 原理 一 样 明显 的 东西 。 无 论 如 何 ， 对 于 在 其 事业 某 一 阶段 的 业 
余 爱 好 者 和 专业 工作 者 , 它 是 一 个 容易 学 到 的 , 具有 迷人 的 优点 的 
学 科 。 射 影 几 何 与 其 它 一 些 数 学 领域 不 同 ， 它 有 幸 拥 有 很 多 极 好 
的 教科 书 和 专 论 , 其 中 的 一 些 出 自 几何 学 大 师 之 手 , 包括 茧 赛 列 本 
人 。 
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系统 的 算术 的 进一步 精炼 和 发 展 ， 就 
象 本 世纪 [十 九 世 纪 ] 的 数学 在 创新 的 科学 
思想 方面 产生 的 其 它 一 切 ， 是 与 高 斯 密切 
结合 在 一 起 的 。 
一 一 利 奥 波 德 : 克 罗 内 克 
阿 基 米 德 、 牛 顿 和 高 斯 这 三 个 人 ， 在 大 数学 家 中 自 成 一 个 等 
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级 , 试图 按照 功绩 排列 他 们 的 位 置 , 不 是 普通 人 的 事 。 这 三 个 人 都 
在 纯 数 学 和 应 用 数学 方面 掀起 了 浪潮 : 阿 基 米 德 评价 他 的 纯 数学 
高 于 它 的 应 用 , 牛顿 把 他 的 数学 发 明 应 用 于 科学 , 似乎 为 这 样 作 找 
到 了 完全 正当 的 理由 ; 而 高 斯 宣称 , 他 干 纯 数 学 还 是 应 用 数学 ， 对 
他 都 一 样 。 然 而 , 高 斯 把 高 等 算数 , 他 那个 时 代 最 缺乏 实际 意义 的 
数学 研究 , 推崇 为 全 部 数学 的 皇后 。 

数学 家 之 王 高 斯 的 门 第 决 不 是 王族 。 他 是 一 个 贫穷 人 家 的 子 
弟 ，1777 年 4 月 30 日 出 生 在 德意志 不 伦 瑞 克 邦 一 个 简陋 的 村 使 
里 。 他 的 祖父 是 一 个 贫穷 的 农民 。 1740 年 , 这 位 祖父 在 不 伦 瑞 元 
定居 , 当 园丁 , 过 着 贫困 的 生活 。 他 有 三 个 儿子 ， 第 二 个 儿子 格 险 
德 ' 迪 德里 希 于 位 44 年 出 生 ， 这 就 是 高 斯 的 父亲 。 除 了 这 唯一 的 
沫 誉 以 外 , 格 险 德 作 为 园丁 .水渠 管 理 人 和 砌 砖 工人 艰苦 劳动 的 一 
生 , 没有 什么 值得 注意 的 地 方 。 

关于 高 斯 的 父亲 , 我 们 得 到 的 印象 是 ， 他 是 一 个 正直 、 极 为 诚 
实 的 .粗鲁 的 人 , 他 对 儿子 们 的 严厉 有 时 近乎 粗暴 。 他 言语 粗俗 , 竺 
手 条 脚 。 诚 实 和 坚持 不 懈 的 努力 渐渐 使 他 能 过 得 稍微 每 适 一 些 ， 
但 是 他 的 境况 从 来 没有 宽裕 过 。 这 样 一 个 人 会 竭尽 全 力 去 阻 近 他 
的 小 儿子 , 不 让 他 得 到 适合 他 的 能 力 的 教育 , 这 是 不 足 为 奇 的 。 权 
是 父亲 成 功 了 , 这 个 有 天 赋 的 孩子 就 得 从 事 这 家 庭 的 一 个 行当 ,只 
是 由 于 一 连 串 幸运 的 偶然 事件 ， 高 斯 才 免 于 成 为 一 个 园丁 或 彻 态 
工人 。 高 斯 孩提 时 代 是 蕉 敬 而 顺从 的 ， 虽 然 他 后 期 从 没有 指责 过 
他 可 怜 的 父亲 ， 但 也 坦率 地 表示 他 从 来 没有 真正 爱 过 他 。 格 哈 德 
在 1806 年 去 世 。 到 那个 时 候 , 他 曾 尽 一 切 力量 加 以 阻 挠 的 儿子 ， 
已 经 完成 了 不 朽 的 工作 。 

在 他 母亲 那 一 方面 , 高 斯 是 真正 幸运 的 。 多 罗 特 娅 "本 茨 的 父 
亲 是 一 个 石匠 , 他 三 十 岁 就 死 于 肺结核 病 ， 这 是 他 那 一 行 有 损 健康 
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的 工作 条 件 造成 的 后 果 , 他 留 下 了 两 个 孩子 , 乡 罗 特 娅 和 她 的 弟弟 
弗 里 德里 希 。 

这 里 高 斯 的 天 才 的 遗传 血统 是 明显 的 。 弗 里 德里 希 由 于 经 济 
困难 而 不 得 不 当 了 一 名 纺织 工人 ， 但 他 是 一 个 非常 聪明 而 和 次 的 
人 ， 他 那 敏锐 的 ,不 肯 安 静 的 头脑 , 在 与 他 的 生计 相去 甚 远 的 领域 
中 发 挥 自己 的 才干 。 弗 里 德里 希 作为 一 个 织 工 , 在 他 那 一 行 里 很 快 
赢得 了 声誉 , 他 能 织 出 最 好 的 锦 锈 , 这 是 他 完全 靠 自己 掌握 的 一 门 


艺术。 弗 里 德里 希 发 现 他 姐姐 的 孩子 具有 类 似 的 头脑 , 这 位 聪明 的 


田 田 就 在 这 个 年 轻 天 才 的 才智 上 磨炼 自己 的 才智 ， 通 过 他 自己 好 
奇 的 观察 和 有 点 嘲讽 的 人 生 哲 学 ， 他 尽力 唤起 这 孩子 的 敏捷 的 逻 
辑 思维 。 

弗 里 德里 希 知 道 他 正在 做 甚么 ， 高 斯 当时 也 许 并 不 知道 。 但 
是 他 有 一 个 照相 似 的 记忆 力 ， 终 生 清 晰 地 保持 着 他 对 幼儿 和 芒 提 
时 代 的 各 种 印象 。 长 大 成 人 后 , 回顾 弗 里 德里 希 为 他 做 的 一 切 , 回 
忆 起 那个 被 过 早 的 死亡 剥夺 了 他 取得 成 就 的 机 会 的 、 富 于 创造 力 
的 有 才智 的 人 , 高 斯 悲叹 “天 生 的 才华 在 他 身上 白费 了 。 

多 罗 特 娅 在 1769 年 移居 不 伦 瑞 克 。 三 十 四 岁 时 (1776 年 ) 她 
和 高 斯 的 父亲 结婚 。 第 二 年 她 的 儿子 出 世 了 。 他 受洗 礼 的 全 名 是 
约翰 . 弗 里 德里 希 ' 卡 尔 ` 高 斯 。 后 来 他 在 他 的 杰作 上 签名 简单 地 
答 上 卡尔 . 弗 里 德里 希 ' 高 斯 。 如 果 说 一 个 伟大 的 天 才 在 弗 里 德里 
希 * 本 芯 身 上 白费 了 , 他 的 名 字 却 在 他 感恩 的 侄子 的 名 字 中 保存 了 
下 来 。 

高 斯 的 母亲 是 一 个 性 格 坚强 、 非 常 聪明 、 富 于 幽默 感 的 、 坦 率 
的 妇女 。 从 她 的 儿子 出 生 那 天 , 直到 她 本 人 九 十 七 岁 逝 世 , 儿子 一 
直 是 她 的 骄傲 。 这 个 两 岁 的 “神童 ” 以 他 令 人 吃惊 的 智慧 给 所 有 
注意 到 他 非凡 的 成 长 , 把 它 看 做 非 尘世 的 事情 的 人 , 留 下 了 深刻 的 
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印象 ; 当 他 进入 少年 时 期 仍然 保持 着 并 超过 了 他 幼年 的 智慧 时 , 多 
罗 特 娅 .高 斯 站 在 她 的 儿子 一 边 , 挫败 了 她 固执 的 丈夫 要 让 孩子 象 
他 一 样 无 知 的 企图 。 

多 罗 特 姬 希望 并 期 待 着 她 的 儿子 做 出 伟大 的 事情 。 她 有 时 也 
可 能 怀疑 过 她 的 梦想 是 否 能 成 为 现实 ， 这 从 她 知 奉 吐 吐 地 询问 那 
些 能 够 判断 她 儿子 的 能 力 的 人 就 可 以 看 出 。 由 此 ， 在 高 斯 十 九 岁 
时 , 她 问 他 的 从 事 数学 的 朋友 沃 尔 夫 冈 . 鲍 耶 ， 高 斯 是 否 能 成 为 什 
么 人 物 。 当 鲍 耶 贼 出 “欧洲 最 伟大 的 数学 家 ! > 时 , 她 高 兴 得 器 了 。 

她 一 生 的 最 后 二 十 二 年 是 在 她 儿子 家 里 度 过 的 ， 最 后 四 年 她 
完全 失明 了 。 要 说 呢 , 高 斯 本 人 对 名 气 几 乎 从 不 在 意 ; 他 的 成 功 就 
是 他 母亲 的 生活 。@ 他 们 之 间 总 是 有 着 最 全 面 的 理解 ， 高 斯 报答 
了 她 在 他 早年 对 他 的 勇敢 的 保护 , 使 她 度 过 了 一 个 安宁 的 晚年 ,在 
她 失明 后 , 除了 他 自己 , 他 不 让 任何 人 服侍 她 ， 在 她 最 后 长 期 患 病 
期 间 , 他 亲自 照料 她 。 她 于 1839 年 8 月 19 日 去 世 。 

关于 许多 可 能 会 剥夺 阿 基 米 德 和 牛顿 的 数学 贵族 地 位 的 意外 
事件 ， 高 斯 本 人 回忆 起 在 他 最 旱 的 童年 时 期 的 一 件 事 。 有 一 次 春 
天 发 大 水 ， 从 他 家 的 农舍 旁边 流 过 的 小 渠 泛滥 了 。 高 斯 正在 水 边 
玩 , 被 冲 进 水 里 , 差 -点 淹 死 ,要 不 是 幸好 有 一 个 工人 碰巧 在 附近 ， 
他 的 生命 可 能 就 在 该 时 该 地 结束 了 。 
ee 
们 不 知道 阿 基 米 德 在 什么 时 候 显露 出 天 才 的 迹象 。 牛 顿 最 早 表现 
出 他 极 高 的 数学 才能 时 ， 可 能 也 没有 受到 注意 。 虽 然 看 来 难以 置 

”关于 高 斯 与 他 父母 的 关系 的 传说 ,仍然 有 待 证实 。 虽然 , 如 在 后 面 要 看 到 的 ， 

母亲 站 在 儿子 一 边 ， 父亲 是 反对 他 的 ; 但 是 ， 由 于 当时 的 (通常 也 是 现在 的 ) 习 惯 ， 在 一 

个 德国 家 庭 中 ， 是 父亲 起 决定 作用 。 一 我 后 面 要 提 到 一 些 从 认识 高 斯 一 家 的 成 员 、 


蛙 别 是 知道 高 斯 怎样 对 待 他 的 儿子 们 的 、 活着 的 人 那里 听 来 的 传说 ， 这 些 传 说 涉及 到 
第 一 手 的 证 据 ; 但 是 我 不 担保 它们 是 否 可 靠 , 因为 那些 人 都 很 老 了 。 
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信 , 高 斯 却 是 在 他 三 岁 以 前 就 显示 出 了 他 的 天 才 。 

星期 六 的 一 天 , 格 哈 德 高 斯 正在 计算 他 管辖 的 工人 一 周 的 工 
钱 , 他 不 知道 他 年 幼 的 儿子 正 非 常 专 心地 跟着 他 计算 。 格 哈 德 快要 
结束 他 长 长 的 计算 时 , 吃惊 地 听 到 这 个 小 孩儿 尖 声 地 说 “爸爸 , 算 
错 了 ,应 该 是 ……” 核 对 账单 的 结果 , 表明 高 斯 说 的 数 是 对 的 。 

在 这 以 前 ， 这 和 孩子 就 从 他 的 父母 和 他 们 的 朋友 那里 学 者 字母 
的 发 音 , 并 且 自 己 学 会 了 读书 。 虽 然 据 推 测 , 他 在 知道 字母 时 也 知 
道 了 数学 0) De 的 意义 ， 可 是 没有 人 告诉 过 他 任何 有 关 算 
术 的 事 。 晚 年 他 喜欢 开玩笑 ， 说 他 在 会 说 话 以 前 就 知道 怎样 数 数 
了 。 他 终生 保持 着 作 复杂 心算 的 非凡 能 力 。 

高 斯 刚 过 七 岁 就 进 了 他 的 第 一 所 学 校 ， 这 所 学 校 是 中 世纪 的 
可 怜 的 残余 , 由 一 个 叫 比 特 纳 的 强壮 的 匹夫 管理 , 他 对 于 他 管束 下 
的 一 百 来 个 孩子 的 教学 方法 ， 就 是 把 他 们 纵 打 到 这 样 一 种 愚 剧 的 
地 步 ， 他 们 害怕 得 连 自己 的 名 字 都 筷 记 了 。 这 又 是 感情 用 事 的 反 
动 分 子 们 对 过 去 的 日 子 的 想 往 。 正 是 在 这 个 地 狱 般 的 地 方 ， 高 斯 
交 了 好 运 。 

头 上 两 年 没有 发 生 什 么 特别 的 事情 。 后 来 , 高 斯 十 岁 时 开始 上 
算术 课 。 因 为 这 是 一 门 新 课 ， 和 孩子 们 都 没有 听 说 过 累加 是 怎么 回 
事 。 英 勇 的 比特 纳 要 出 一 道 他 用 几 秒 钟 就 能 由 公式 找到 答案 的 、 长 
长 的 加 法 问题 , 在 那 时 是 很 容易 的 。 这 个 问题 是 下 面 这 种 类 型 的 
81297 十 81495 十 81693 十 … 十 100899 ,其 中 从 一 个 数 到 下 一 个 数 的 
步 长 一 直 是 相同 的 (这 里 是 198 ), 还 要 把 给 定数 目的 项 (这 里 是 
100 项 ) 加 在 一 起 。 

该 校 的 习惯 是 , 先 算出 答案 的 孩子 把 他 的 石板 放 在 桌子 上 ; 第 
二 个 孩子 把 他 的 石板 放 在 第 一 个 的 上 面 ， 等 等 。 比 特 纳 刚刚 把 这 
道 题 念 完 , 高 斯 就 把 他 的 石板 搁 在 了 桌 上 ;“ 它 放 在 那儿 了 ，”* 他 说 
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一 一 用 他 的 农民 的 土话 说 是 “Ligget se“。 然 后 ， 在 剩 下 的 时 间 
里 , 其 他 孩子 都 在 辛 辛 苦 苗 地 算 题 , 他 却 又 着 手 坐 在 那里 ， 比 特 纳 
不 时 讽刺 地 将 他 一 眼 , 心 想 , 班 上 这 个 年 纪 最 小 的 孩子 准 是 又 一 个 
笨蛋 。 时 间 到 了 ， 比 特 纳 检查 了 石板 。 高 斯 的 石板 上 只 有 一 个 数 323 
字 。 高 斯 一 直到 晚年 都 很 喜欢 讲述 他 写 下 的 那个 数字 怎样 是 正确 
的 ， 其 他 人 的 怎样 却 是 错误 的 。 没 有 人 数 过 高 斯 怎样 快速 地 作 这 
样 的 题 的 诀 穿 。 一 旦 知道 了 方法 , 它 就 是 很 平常 的 了 ,但 是 一 个 十 
岁 的 孩子 一 下 就 自己 发 现 了 它 , 这 就 不 那么 平常 了 。 

这 打开 了 高 斯 通 向 不 朽 的 大 门 。 比 特 纳 对 这 个 十 岁 的 孩子 未 
经 指导 就 做 出 来 的 事情 感到 非常 惊讶 ， 他 很 快 就 补救 了 他 自己 的 
过 错 ， 至 少 对 他 的 一 个 学 生成 了 一 名 仁慈 的 教师 。 他 自己 花 钱 买 
了 能 够 找到 的 最 好 的 算术 课本 ， 把 它 送 给 高 斯 。 这 孩子 很 快 就 读 
完了 这 本 书 。 比 特 纳 说 : “他 超过 我 了 , 我 没有 办 法 教 给 他 更 多 的 
东西 了 。 

比特 纳 靠 他 自己 的 力量 ， 也 许 不 能 为 这 个 年 轻 的 天 才 帮 有 多少 
忙 。 但 是 出 于 幸运 的 机 会 , 这 位 教师 有 一 个 助手 , 叫 约 葵 马丁" 巴 
特 尔 斯 (1769 一 1836), 是 一 个 非常 喜欢 数学 的 年 轻 人 , 他 的 职责 是 
帮助 初学 者 学 写字 ， 给 他 们 削 恕 毛笔。 在 这 个 十 七 岁 的 助手 和 这 
个 十 岁 的 孩子 之 间 , 产生 了 热烈 的 友谊 , 它 一 直 持 续 到 巴特 尔 斯 逝 
世 。 他 们 一 起 学 习 , 在 困难 的 问题 上 互相 帮助 , 并 详细 阐述 在 他 们 
的 代数 和 分 析 入 门 这 些 普通 教科 书 上 的 证 明 。 


在 这 段 早期 的 工作 中 ， 发 展 了 高 斯 一 生 的 一 个 主要 兴趣 。 他 
很 快 掌握 了 二 项 式 定 理 ， 


2 nl) 52 一 了 一 2 os 
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其 中 郊 没 有 必要 是 正 整数 , 它 可 以 是 任何 数 。 如 果 不是 正 整 数 ， 
右边 的 级 数 是 无 限 的 (不 终止 的 )， 为 了 说 明 这 个 级 数 何 时 真正 每 
于 (1 十 )", 必须 研究 对 sz 和 %% 需 要 加 什么 限制 ， 才 能 使 无 穷 级 数 
们 就 得 出 莞 唐 的 结论 (1--2) -1, 就 是 (一 了 -1 或 者 1/( 一 1)， 也 就 
是 一 1, 等 于 1 十 2 十 2 十 名 十 ……。 等 等 , 以 至 无 穷 那 就 是 说 ， 一 1 
等 于 “无 限 数 纪 十 3 十 4 十 8 十 ……， ,这 是 胡扯 。 

在 年 轻 的 高 斯 向 自己 提出 无 穷 级 数 是 否 收敛 ， 是 否 真 能 使 我 
们 计算 出 用 它们 表示 的 数学 表达 式 ( 函 数 ) 以 前 ， 较 早 的 分 析 学 家 
们 并 未 费 脑筋 去 解释 由 于 不 加 鉴别 地 使 用 无 限 过 程 而 引起 的 神秘 
(和 胡扯 )。 高 斯 与 二 项 式 定理 的 很 早 的 相遇 ， 坝 舞 他 作出 他 的 一 
些 最 伟大 的 工作 ， 他 成 了 第 一 个 “严格 主义 者 。” 当 郊 不 是 一 个 大 
于 零 的 整数 时 ， 二 项 式 定理 的 证 明 甚至 在 今天 也 超出 了 初级 教科 
书 的 范围 。 高 斯 不 满意 他 和 巴特 尔 斯 在 他 们 的 书 里 找到 的 证 明 ， 
高 斯 作 了 一 个 证 明 。 这 使 他 开始 进入 数学 分 析 。 分 析 学 的 真正 精 
散在 于 正确 使 用 无 限 过 程 。 

就 这 样 很 好 地 开始 的 工作 ,将 要 改变 数学 的 整个 面 狐 .牛顿 菜 
布 尼 兹 、 欧 拉 、 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 一 都 是 他 们 各 自 时 代 的 大 数 
学 家 一 一 实际 上 对 于 现在 可 以 接受 的 、 涉 及 无 限 过 程 的 证 明 训 无 
概念 。 是 高 斯 第 一 个 清楚 地 看 到 ， 可 能 会 导致 象 “ 负 1 等 于 无 穷 ” 
这 样 荒唐 的 结论 的 “证 明 ” 根本 就 不 是 证 明 。 即 使 在 某 些 情形 , 一 
个 公式 提供 了 没有 矛盾 的 结果 , 它 在 数学 中 也 没有 地 位 , 除非 确定 
了 严格 的 条 件 , 它 在 这 些 条 件 下 能 继续 产生 没有 矛盾 的 结果 。 

高 斯 赋 与 分 析 学 的 严格 性 ， 在 他 自己 的 习惯 和 他 的 那些 同 代 
人 一 一 阿 贝 耳 . 柯 西 一 一 及 后 继 者 一 一 维尔 斯 特 拉 斯 、 戴 德 金 — 
的 习惯 的 影响 下 , 渐渐 使 整个 数学 领域 相形 见 纳 , 高 斯 以 后 的 数学 
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成 了 与 牛顿 . 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 数学 完全 不 同 的 东西 。 

在 建设 性 的 意义 上 ， 高 斯 是 一 个 革命 者 。 在 他 受 完小 学 教育 
以 前 , 使 他 不 满足 于 二 项 式 定理 的 同样 的 批判 精神 , 又 使 他 向 初等 
几何 的 证 明 提出 疑问 。 十 二 岁 时 他 已 经 在 斜 眼 看 欧 几 里 得 几何 基 
础 了 ;到 十 六 岁 ， 他 已 经 第 一 次 将 见 了 不 同 于 欧 几 里 得 几何 的 一 
种 几何 。 一 年 以 后 ， 他 开始 彻底 批判 数论 中 那些 他 的 前 辈 们 感到 
满意 的 证 明 , 并 从 事 于 填补 空白 、 完 成 只 做 了 一 半 的 工作 这 些 异 党 
艰难 的 任务 。 算 术 是 他 最 早 获得 成 功 的 领域 ， 成 了 他 所 喜爱 的 研 
究 领 域 和 他 的 巨著 的 所 在 。 高 斯 对 于 什么 是 证 明 的 本 质 ， 具 有 确 
信 无 疑 的 感知 , 同时 又 具有 从 来 没有 被 超过 的 、 丰 富 的 数学 创造 能 224 
力 。 这 二 者 的 结合 是 无 坚 不 挫 的 。 





巴特 尔 斯 不 仅 引 导 他 进入 代数 的 奥秘 , 还 为 他 做 了 更 多 的 事 。 
这 位 年 轻 的 教师 认识 不 伦 瑞 克 的 一 些 有 影响 的 人 物 。 他 现在 做 的 
事 就 是 让 这 些 人 对 他 的 发 现 感 兴趣 。 他 们 也 对 高 斯 非凡 的 天 才 留 
下 了 很 好 的 印象 ， 又 使 他 引起 了 不 伦 瑞 克 公事 卡尔 :威廉 * 斐 迪 南 
的 注意 。 
公 珊 在 1791 年 第 一 次 接见 了 高 斯 。 高 斯 那 时 十 四 岁 。 这 芒 
子 的 朴实 和 局 促 不 安 的 闭 慎 ， 赢 得 了 慷慨 的 公历 的 欢心 。 高 斯 离 
开 时 , 得 到 了 他 的 教育 将 继续 下 去 的 保证 。 第 二 年 (1792 年 2 月 ) 
高 斯 进 了 不 伦 瑞 克 的 卡 罗 林 学 院 。 公 必 付 了 学 费 ， 并 且 毕 续 人 负担 
费用 , 直到 高 斯 完成 学 业 。 
高 斯 在 十 五 岁 进 卡 罗 林 学 院 以 前 ， 已 经 通过 自学 和 年 龄 较 大 
的 朋友 们 的 帮助 , 在 古典 语言 方面 取得 了 很 大 的 进步 , 这 样 就 促使 
”他 一 生 中 的 一 个 危机 提早 出 现 了 。 在 他 愚 钝 而 讲求 实际 的 父亲 看 
来 ,学 习 古 典 语言 真是 事 透 了 。 多 罗 特 娅 高 斯 为 她 的 儿子 力争 , 她 
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胜利 了 ， 公 事 给 他 在 大 学 预科 的 两 年 学 习 提 供 了 津贴 。 高 斯 在 大 
学 预科 学 校内 电 般 地 精通 了 古典 语言 ， 使 教师 们 和 学 生 们 都 感 
到 惊讶 。 

高 斯 本 人 受到 哲学 研究 的 强烈 吸引 ， 不 过 他 不 久 就 在 数学 
中 找到 了 更 迷人 的 吸引 力 ， 这 对 科学 是 幸运 的 。 高 斯 在 进 大 学 时 
已 掌握 了 容易 学 的 拉丁 文 ， 他 的 许多 最 伟大 的 著作 都 是 用 拉丁 文 
写 的 。 在 法 国 大 革命 和 拿破仑 垮台 以 后 ， 那 场 横扫 欧洲 的 、 颈 固 
的 、 民 族 主义 的 浪潮 , 就 连 高 斯 这 样 的 榜样 也 无 力 抵 挡 ， 这 真是 令 
人 遗憾 的 灾难 。 代 替 足 以 使 哆 拉 和 高 斯 满意 的 、 任 何 一 个 学 生 都 
能 在 几 星 期 内 掌握 的 、 容 易 的 拉丁 文 , 科学 工作 者 们 现在 必须 在 自 
己 的 语言 之 外 ， 再 具备 两 种 到 三 种 语言 的 阅读 能 力 。 高 斯 尽 可 能 
地 抵制 ， 但 是 当 他 在 德国 的 天 文学 界 的 朋友 们 催促 他 用 德 文 写 他 
的 天 文学 著作 时 , 甚至 他 也 不 得 不 让 步 了 。 

高 斯 在 卡 罗 林 学 院 学 习 了 三 年 。 在 这 期 间 他 掌握 了 了 欧 拉 、 拉 
格 朗 日 的 较为 重要 的 著作 ， 而 最 重要 的 是 牛顿 的 < 原理 >。 一 个 伟 
大 人 物 所 能 得 到 的 最 高 赞扬 ， 是 从 与 他 同一 等 级 的 另 一 个 伟大 人 
物 那 里 得 到 的 赞扬 。 高 斯 从 来 没有 降低 他 作为 一 个 十 七 岁 的 少年 
时 对 牛顿 的 评价 。 其 他 人 一 一 欧 拉 、 拉 普 拉 斯 、 拉 格 关 日 、 勤 让 德 
一 一 出 现在 高 斯 流畅 的 拉丁 文中 的 称赞 是 至 高 无 上 ; 和 牛顿 是 最 
高 。 

还 在 卡 罗 林 学 院 时 , 高 斯 就 开始 了 他 对 算术 的 研究 , 这 些 研究 
后 来 将 使 他 流芳 百世 。 他 那 非凡 的 计算 能 力 现在 起 作用 了 。 他 直 
接 探 究 数 本 身 , 用 它们 作 实 验 , 利用 归纳 法 发 现 了 一 些 深奥 的 一 般 
定理 ， 这 些 定理 ， 其 至 他 也 要 费 一 番 气 力 才 能 证 出 来 。 用 这 种 方 
法 , 他 重新 发 现 了 “算术 的 宝石 ,光辉 的 定理 ,” 欧 拉 也 曾 用 归纳 
法 发 现 过 它 ， 人 们 把 它 叫 做 二 次 互 反 律 ， 高 斯 是 第 一 个 证 明 它 的 
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人 。( 勒 让 德 曾 试图 证 明 它 , 但 他 的 证 明 忽 略 了 一 个 难点 。) 

整个 研究 起 源 于 一 个 许多 算术 的 初学 者 都 会 向 自己 提出 的 简 
单 问题 : 在 循环 小 数 的 每 一 周期 中 有 多 少数 字 ? 高 斯 为 了 找到 说 明 
这 个 问题 的 线索 , 对 从 1 到 4000 计算 了 所 有 的 分 数 1/%m 的 小 数 
表示 。 他 没有 找到 他 在 寻找 的 宝藏 ， 但 是 他 发 现 了 伟大 得 无 与 伦 
比 的 东西 一 一 二 次 互 反 律 。 因 为 这 是 很 简单 地 陈述 的 ， 我 们 将 撕 
述 它 , 同时 介绍 高 斯 发 明 的 、 在 算术 的 术语 和 记号 中 的 一 个 革命 性 
的 改进 , 同 余 。 下 面 涉及 的 所 有 的 数 都 是 整数 (普通 完全 整数 )。 

如 果 两 个 数 ww 5 之 差 (2 一 8 或 8 一 0) 可 以 用 数 % 整 除 ， 我 们 
就 说 a, 8 相对 于 模 m% 同 余 ， 或 者 简称 为 模 m% 同 余 ， 我 们 用 4 二 6 
(mod mm) 的 符号 表示 它 。 这 样 , 100 寺 2(mod 7),35 三 2(mod 11)。 

这 个 方案 的 优点 在 于 ， 它 使 我 们 想起 了 我 们 写 代数 方程 的 方 
法 , 用 一 个 简洁 的 记号 表示 了 算术 可 除 性 的 有 些 无 从 提 摸 的 记号 ， 
提醒 我 们 试 着 把 一 些 在 代数 中 导致 有 趣 的 结果 的 方法 ， 引 进 算术 
〈 它 比 代数 困难 得 多 )。 例 如 , 我 们 能 够 把 一 些 方程 相 “ 加 ” 倘若 模 
都 是 相同 的 , 我 们 发 现 同 余 也 能 “加 ”起 来 , 得 到 另外 一 些 同 余 。 

设 表示 一 个 未 知 数 ,7 和 表示 已 知 的 数 ,7? 不 能 被 双 整 除 。 
是 否 有 一 个 使 得 

v=7 (mod m)? 
如 果 有 ,7 就 称 作 一 个 四 的 二 次 滋 余 , 如 果 没 有 ,就 称 作 一 个 mm 记 
二 次 非 剩余 。 

如 果 了 是 m 的 二 次 剩余 , 那么 必定 能 够 找到 至 少 一 个 w 其 平 
方 被 m% 除 余 7; 如 果 7 是 m 的 二 次 非 剩 余 ， 那 么 就 没有 其 平方 被 
m 除 余 了 的 z。 这 些 就 是 上 面 定义 的 直接 结论 。 

举例 说 明 : 13 是 17 的 二 次 剩余 吗 ? 如 果 是 , 必须 能 够 找到 同 
余 
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| w=13(mod 17) 

i le 去 试 ， 我 们 发 现 %=8, 25, 42, 659,…… 都 是 解 
(82=-64 王 3Xx17 十 13， 站 :一 625=36XxJ17 十 13; 等 等 ) 所 以 13 是 
17 的 一 个 二 次 剩余 。 但 是 * 寺 5(mod 17) 没 有 解 ， 所 以 5 是 17 的 
一 个 二 次 非 剩 余 。 

现在 自然 要 问 ， 一 个 给 定 的 m 的 二 次 剩余 和 二 次 非 剩 余 是 些 
什么 呢 ? 也 就 是 说 , 在 2 二 7 《mod m) 中 给 定 m, 当 %w 跑 遍 所 有 的 数 
1,2, 3, 时 , 什么 样 的 数 7 能 够 出 现 ， 什 么 样 的 数 7 不 能 出 现 
呢 ? 
不 用 费 太 大 力气 就 能 表明 ,要 回答 这 个 问题 ， 限 定 + 和 m 者 
是 素数 就 足够 了 。 所 以 我 们 重新 说 明 这 个 问题 : 如 果 p 是 一 个 给 定 
的 素数 , 什么 样 的 素数 9 能 使 同 余 必 三 9 (modp) 可 解 呢 ? 在 算术 的 
目前 状态 下 ， 这 要 求 得 太 多 了 。 不 过 ， 这 种 情形 并 不 是 毫 无 希望 
的 。 

在 下 面 一 对 同 余 中 存在 善美 妙 的 “ 互 反 ”， 

. 2=g(mod p), 2’=p( mod g), 

其 中 2 和 9 都 是 素数 , 两 个 同 余 都 可 解 , 或 两 个 都 不 可 解 ， 除非 %， 
9 被 4 除 时 都 余 3, 在 那 种 情形 下 , 一 个 同 余 是 可 解 的 , 另 一 个 同 余 
是 不 可 解 的 。 这 就 是 二 次 互 反 律 。 

它 是 不 容易 证 明 的 。 事 实 上 ， 它 使 驳 拉 和 勒 让 德 困惑 过 。 高 
斯 在 十 九 岁 时 给 出 了 第 一 个 证 明 。 由 于 这 个 互 反 在 高 等 算术 以 及 
代数 的 许多 高 深部 分 中 非常 重要 , 高 斯 试图 找到 它 的 根源 , 他 反复 
考虑 了 许多 年 , 直到 他 一 共 给 出 了 六 种 不 同 的 证 明 , 其 中 有 一 个 取 
决 于 正 多 边 形 的 尺 规 作 图 。 

用 一 个 数字 举例 说 明 , 能 够 前 明 这 个 规律 。 首先 ， 取 2 =5， 
g 一 18。 由 于 5 和 13 被 4 除 时 都 余 1, 所 以 vw? 三 13(mo1 5), 2 二 D 
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(mod 13) 一 定 都 可 解 或 都 不 可 解 。 这 一 对 的 情形 是 都 不 可 解 。 对 于 
p= 二 13, 9g=17, 二 者 被 4 除 都 余 1, 我们 得 到 2 三 17(mod 13) ,二 
13(mod 17)， 又 是 一 定 都 可 履 或 都 不 可 解 。 这 一 对 的 情形 是 都 可 
解 第 一 个 同 余 有 解 , 2 一 2, 15, 28, .……; 第 二 个 有 解 , 2 一 8,25, 

42, ……。 还 要 试验 的 只 是 当 p, 9 都 被 4 除 余 3 的 情形 。 取 p 
11,g==19, 那 么 根据 这 条 规律 , 2 二 19 (mod11) 和 zw? 寺 11(mod 19) 


仅 只 这 样 一 个 规律 的 发 现 ， 就 是 一 项 值得 注意 的 成 就 。 由 于 
它 是 由 一 个 十 九 岁 的 青年 首次 证 明 的 ， 这 就 会 使 每 一 个 试 着 要 证 
明 它 的 人 相信 , 高 斯 在 数学 上 不 仅 只 是 有 能 力 的 。 

高 斯 在 1795 年 10 月 他 十 八 岁 时 , 离开 卡 罗 林 学 院 , 进 了 格 丁 
根 大 学 ， 那 时 他 仍然 没有 决定 是 以 数学 还 是 以 哲学 作为 他 毕生 的 
事业 。 他 已 经 发 现 了 (在 他 十 八 岁 时 )“ 最 小 二 乘法 ， 这 个 方法 今 
天 在 大 地 测量 学 中 , 在 观测 的 简化 中 , 实际 上 在 被 测量 的 任何 事物 
的 “最 可 能 ” 值 是 由 大 量 测量 得 到 的 所 有 工作 中 , 都 是 不 可 缺少 的 。 
(最 可 能 值 是 由 使 “ 残 量 * 一 一 粗略 地 说 ， 与 假定 的 精确 度 的 偏差 
一 一 的 平方 和 最 小 得 到 的 。) 高 斯 与 勒 让 德 共享 这 一 荣誉 , 勒 让 德 
在 1806 年 独立 发 表 了 这 个 方法 。 这 项 工作 是 高 斯 对 观测 误差 理 
” 论 感 兴趣 的 开始 。 误 差 的 正 态 分 布 的 高 斯 规律 ， 以 及 和 它 一 起 的 
钟 形 曲 线 ， 是 今天 所 有 使 用 统计 学 的 人 ， 从 品格 高 尚 的 智力 测验 
者 , 直到 不 择 手 段 的 市 场 操纵 者 , 都 熟悉 的 。 


1796 年 3 月 30 日 标志 着 高 斯 一 生 的 一 个 转折 点 、 在 那 一 天 ， 
距 他 二 十 岁 生日 正好 一 个 月 ， 高 斯 明确 地 决定 了 从 事 数 学 。 语 言 
学 的 研究 仍然 是 他 终生 保持 的 一 项 爱好 ， 但 是 哲学 在 3 月 的 那个 
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难 息 的 一 天 , 永远 失去 了 高 斯 。 

正如 已 经 在 费 马 那 一 章 里 讲 过 的 ， 十 七 边 的 正 多 边 形 就 是 那 
颖 般 子 , 它 的 幸运 的 据 下 , 使 高 斯 跨 过 了 他 的 鲁 比 肯 河 。@ 同一 天 
高 斯 开始 记 他 的 科学 日 记 (Notizenjournal) 。 它 是 数学 史上 的 一 
份 最 宝贵 的 文件 。 第 一 段 记 录 了 他 的 伟大 发 现 。 

只 是 到 了 1898 年 , 高 斯 去 世 后 四 十 三 年 ， 这 本 日 记 才 在 科学 
界 传播 ， 当 时 格 丁 根 皇 家 科学 院 从 高 斯 的 一 个 孙子 手 里 借 来 这 本 
日 记 , 进行 鉴定 研究 。 它 由 十 九 张 小 八 开 纸 组 成 , 包括 一 百 四 十 六 
个 发 现 或 计算 结果 的 极 简短 的 说 明 ， 最 后 一 个 说 明 的 日 期 是 1814 
年 7 月 9 日 of1917 年 ,复制 件 发 表 在 高 斯 著作 集 的 第 十 卷 (第 一 部 
分 ) 中 , 和 它 一 起 发 表 的 有 几 位 担任 编辑 的 专家 对 它 的 内 容 所 作 的 
详尽 分 析 。 无 论 如 何 ， 高 斯 在 1796 年 至 1814 年 这 段 多 产 期 间 的 
所 有 发 现 并 没有 全 部 记录 下 来 。 但 是 许多 匆匆 忙 忙 记 下 来 的 点 滴 ， 
足以 确立 高 斯 在 这 样 一 些 领域 一 一 例如 椭圆 函数 一 一 中 的 优先 
权 , 而 他 的 一 些 同 代 人 拒 不 相信 他 在 这 些 领域 走 在 他 们 前 面 。( 回 
想 一 下 高 斯 出 生 在 1777 年 。) 

要 是 在 这 本 日 记 中 埋藏 了 几 年 或 几 十 年 的 东西 ， 当 时 就 立刻 
发 表 的 话 ， 它 们 可 能 会 给 他 赢 来 半 打 伟大 的 声誉 。 一 些 内 容 在 高 
斯 生前 从 来 没有 发 表 过 , 当 其 他 人 赶 上 他 的 时 候 , 他 在 他 自己 写 的 
任何 著作 中 都 从 未 说 过 他 比 他 们 领先 。 但 是 记录 在 那里 。 他 确实 
比 一 些 怀 疑 他 的 朋友 们 的 话 的 人 领先 。 这 些 领先 的 东西 并 不 是 纯 
粹 不 足 道 的 。 它 们 中 的 一 些 成 了 十 九 世 纪 数 学 的 主要 领域 。 

有 几 则 日 记 表明 , 日 记 完 全 是 它 的 作者 的 私事 。 如 1796 年 7 

@ 和 鲁 比 肯 河 为 意大利 中 部 的 一 条 河 。 公 元 前 四 十 九 年 凯 撤 喊 着 “ 般 子 已 经 挪 下 


了 ” 领 兵 波 过 此 河 ， 他 一 渡 过 河 必 然 和 罗马 执政 庞 培 一 战 。 后 常用 跨 过 这 条 河 来 比喻 
下 重大 决心 。 译 者 
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月 10 日 的 日 记 上 , 记 着 

EyPHKA!num= 信 十 八 十 八 。 
翻译 过 来 , 这 是 模仿 阿 基 米 德 欢呼 “Bureka! (找到 了 )， 它 说 明 每 
一 个 正 整数 都 是 三 个 三 角形 数 的 和 ， 一 个 三 角形 数 是 数 到 0， 了 
0 中 的 一 个 ， 其 中 每 一 个 (0 以 后 的 ) 都 具有 1/2 
2 (% 十 了 这 个 形式 ,%” 是 任意 正 整 数 。 另 一 种 说 法 是 ， 每 一 个 形式 为 
8n 十 3 的 数 都 是 三 个 奇数 平方 的 和 ;3 三 1 十 世上 二 13 了 一 1 十 1 二 33 
19=19 十 3 十 3, 等 等 。 要 想 轻 而 易 举 地 证 明 它 是 不 容易 的 。 

更 难 理解 的 是 1796 年 10 月 11 日 的 日 记 中 神秘 的 一 则 ,“Vi- 
cimus GEGAN。 这 次 高 斯 缚 住 了 什么 样 的 怪 龙 呢 ? 再 有 , 1799 年 
4 月 8 日 , 他 用 整齐 的 方 框图 起 REV. GALEN 时 , 他 征服 了 什么 
样 的 巨人 呢 ? 虽然 这 些 东 西 的 意义 已 经 永远 失去 了 , 但 是 留 下 来 的 
那 一 百 四 十 四 个 ， 大 多 数 是 够 清楚 的 。 特 别 是 有 一 个 具有 头等 的 
重要 性 ,等 我 们 讲 到 阿 贝 耳 和 雅 可 比 时 就 会 看 出 了 ，14797 年 3 月 
19 日 的 日 记 表 明 , 高 斯 已 经 发 现 了 一 些 椭圆 天 数 的 双 周 期 性 。 他 
那 时 还 不 到 二 十 岁 。 再 有 , 一 则 较 晚 的 日 记 表 明 , 高 斯 已 经 看 出 了 
一 般 情形 的 双 周 期 性 。 要 是 他 发 表 了 这 个 结果 ， 它 本 身 就 足以 使 
他 名 声 显赫 。 但 是 他 从 来 没有 发 表 它 。 

为 什么 高 斯 没有 披露 他 的 伟大 发 现 呢 ? 这 比 他 的 天 才 要 容易 
解释 一 一 如 果 我 们 接受 他 本 人 的 简单 说 明 的 话 。 我 们 一 会 儿 就 讲 
述 这 个 说 明 。 一 个 更 为 离奇 的 说 法 是 W. W. R. 鲍 尔 在 他 著名 的 
数学 史 中 讲 述 的 故事 。 按 照 这 种 说 法 ， 高 斯 把 他 的 第 一 篇 杰作 
<Disquisitiong Arithmeticae» [< 数学 研究 ?] 交 给 了 法 国 科 学 院 ， 
但 它 只 是 被 轻 蕊 地 拒绝 了 。 这 个 不 应 有 的 耻辱 深 深 地 刺 伤 了 高 
斯 ,致使 他 决定 从 此 以 后 只 发 表 任何 人 都 会 承认 的 、 在 内 容 和 形式 
上 都 无 可 指摘 的 东西 。 这 个 诽谤 性 的 传说 完全 不 可 信 。 1935 年 
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它 被 彻底 否定 了 , 当时 法 国 科学 院 的 官员 们 详细 地 研究 了 档案 , 查 
明 « 研 究 > 从 未 交 给 科学 院 , 更 不 用 说 被 拒绝 了 。 

高 斯 为 自己 辩护 , 说 他 从 事 科 学 著作 , 只 是 出 于 他 天 性 的 最 深 
刻 的 激励 , 至 于 这 些 著 作 是 否 要 为 了 其 他 人 的 教育 而 出 版 , 对 他 来 
说 , 完全 是 次 要 的 事情 。 高 斯 有 一 次 对 一 位 朋友 说 的 另 一 番 话 , 解 
释 了 他 的 日 记 和 他 迟 迟 不 发 表 的 原因 。 他 说 , 在 他 二 十 六 岁 以 前 ， 
有 那样 一 堆 势 不 可 挡 的 新 思想 在 他 脑海 中 翻腾 ， 以 至 他 几乎 无 法 
控制 它们 ， 他 的 时 间 只 来 得 及 记录 下 来 一 小 部 分 。 这 本 日 记 只 包 
含 一 些 曾经 使 他 煞费苦心 地 思考 了 好 几 个 星期 的 研究 成 果 的 最 后 
的 简短 说 明 。 作 为 一 个 年 轻 人 ， 高 斯 仔细 考 虚 了 假想 的 证 明 的 紧 
闭 的 、 断 不 开 的 锁链 , 阿 基 米 德 和 和 牛顿 就 是 用 这 样 的 锁链 缚 住 了 他 
们 的 灵感 ; 他 决定 按照 他 们 的 伟大 榜样 , 在 自己 身后 只 留 下 完美 的 
艺术 品 , 要 极其 完美 ， 达 到 增 一 分 则 多 , 减 一 分 则 少 的 地 步 。 工 作 
本 身 必须 突出 、 完 整 、 简 明和 有 说 服 力 ， 达 到 它 的 辛劳 必须 不 留 痕 
迹 。 他 说 , 一 座 大 教堂 在 最 后 的 脚手架 拆除 和 挪 走 之 前 , 还 算 不 上 
是 一 座 大 教堂 。 高 斯 抱 着 这 样 的 理想 工作 ， 他 宁肯 三 番 五 次 地 琢 
磨 修饰 一 篇 杰作 ， 而 不 愿 发 表 他 很 容易 就 能 写 出 来 的 许多 杰作 的 
概要 。 他 的 印章 是 一 棵 只 有 很 少 几 个 果实 的 树 ， 上 面 刻 着 座右铭 
Pauca ged matura( 少 些 ,但 是 要 成 熟 )。 

这 些 努 力 完 善后 的 果实 确实 是 成 熟 的 ， 但 并 不 总 是 容易 消化 
的 。 达 到 目标 的 所 有 的 脚 迹 都 被 抹 去 了 , 高 斯 的 追随 者 们 要 重新 发 
现 他 走 过 的 道路 是 不 容易 的 。 结 果 , 他 的 一 些 著 作 必 须 等 待 很 有 天 
赋 的 解释 者 作出 解释 后 , 一 般 的 数学 家 才能 够 理解 它们 , 看 出 它们 
对 尚未 解决 的 问题 的 重要 意义 , 并 向 前 迈进 。 他 的 同 代 人 请 求 他 放 
宽 他 那 僵硬 无 情 的 完美 ， 以便 数学 可 以 前 进 得 更 快 些 。 但 是 高 斯 
从 没有 放宽 。 直 到 他 去 志 以 后 很 久 , 人 们 才 知 道 , 有 多 少 十 九 进 纪 
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的 数学 , 高 斯 在 1800 年 以 前 就 已 经 预见 到 并 领先 了 。 要 是 他 公布 
了 他 知道 的 结论 , 那么 , 很 可 能 数学 现在 要 比 目 前 的 状况 前 进 了 半 
个 世纪 或 者 更 多 。 阿 贝 对 和 雅 可 比 就 能 够 在 高 斯 停 下 来 的 地 方 开 
始 ， 而 不 必 把 他 们 的 大 部 分 最 好 的 精力 用 在 重新 发 现 高 斯 早 在 他 
们 出 生 以 前 就 知道 的 东西 上 了 ， 非 欧 几 何 的 创造 者 们 就 能 够 把 他 
们 的 天 才 转 到 其 他 的 事情 上 了 。 

谈 到 他 自己 ， 高 斯 说 他 “只 是 一 个 数学 家 ”这 对 他 是 不 公正 
的 , 除非 我 们 记 起 在 他 那个 时 代 的 “数学 家 ”也 包括 现在 所 说 的 数 
学 物理 学 家 。 实 际 上 , 他 的 第 二 个 座右铭 人 @ 

大 自然 , 你 是 我 的 女神 ， 
我 愿意 在 你 的 规律 面前 依 首 听命 …….， 

真正 概括 了 他 献身 于 他 那个 时 代 的 数学 和 物理 科学 的 一 生 。 他 的 
“只 是 数学 家 ?的 一 面 ,只 能 在 下 面 的 意义 上 去 理解 ; 他 没有 象 他 指 
责 菜 布 尼 莱 做 的 那样 ， 把 他 卓越 的 天 资 广泛 地 撒播 在 一 切 他 可 能 
获得 丰收 的 领域 里 , 而 是 把 他 最 伟大 的 才能 发 展 到 完美 的 境地 。 

在 格 丁 根 大 学 的 三 年 (1795 年 10 月 一 1798 年 9 月 ) 是 高 斯 一 
生 中 著述 最 多 的 时 期 。 由 于 斐 迪 南 公事 的 慷慨 ， 这 个 年 轻 人 无 需 
为 经 济 担心 。 他 在 他 的 工作 中 入 了 迷 ， 只 交 了 很 少儿 个 朋友 。 这 
些 月 友 中 的 一 个 是 沃 尔 夫 冈 , 鲍 耶 ， 高 斯 把 他 说 成 是 “我 所 知道 的 
最 了 不 起 的 人 物 , ”他 要 成 为 高 斯 终生 的 朋友 。 这 个 友谊 和 它 在 非 
欧 几 何 的 历史 上 的 重要 意义 , 长 得 无 法 在 这 里 讲述 ; 沃 尔 夫 冈 的 儿 
子 约翰 , 实际 上 走 了 高 斯 在 非 欧 几何 的 创造 中 走 过 的 同样 的 道路 ， 
一 点 儿 不 知道 他 父亲 的 老 朋友 占 了 他 的 先 。 从 高 斯 十 七 岁 起 就 使 

@” 见 莎士比亚 的 < 李 尔 王 > 第 一 幕 , 第 二 场 ,1 一 2 行 ,高 斯 作 了 重要 改变 , 把 法 律 


(law) 改 成 了 规律 (laws)。[ 译 文 见 《莎士比亚 全 集 ? 第 九 集 ， 人 民 文 学 出 版 社 ] 一 一 译 
者 


23 


已 
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他 不 知 所 措 的 那些 思想 , 现在 部 分 一 一 清楚 了 , 并 归纳 得 有 条 
理 了 。 他 从 1795 年 起 就 一 直 在 构思 一 部 关于 数论 的 伟大 著作 。 现 
在 这 部 著作 成 型 了 , 到 1798 年 , 这 部 <Disquisitioneg Arithmetio- 
ae»( 算 术 研 究 ) 实 际 上 完成 了 。 

高 斯 为 了 熟悉 在 高 等 算术 中 已 经 作 过 的 工作 ， 确 信 他 给 了 他 
的 前 右 们 以 他 们 应 得 的 荣誉 ， 在 1798 年 前 往 赫 尔 姆 斯 泰 特大 学 ， 
因为 该 校 有 一 所 很 好 的 数学 图 书馆 。 他 在 那里 发 现 ， 他 的 名 声 已 
先 他 而 至 。 他 受到 了 图 书馆 馆 长 .数学 教授 约翰 * 弗 里 德里 希 ' 普 法 
夫 (1765 一 1825) 的 热烈 欢迎 ， 他 就 住 在 普法 夫 家 里 。 高 斯 和 普法 
夫 成 了 好 朋友 ， 虽 然 普 法 夫 一 家 看 不 起 他 们 的 客人 。 普 法 夫 显 然 
认为 让 他 的 刻苦 工作 的 年 轻 朋 友 作 一 些 锻 练 是 他 的 责任 ， 为 此 他 
和 高 斯 一 起 在 傍晚 散步 ， 讨 论 数 学 。 由 于 高 斯 对 自己 的 工作 不 仅 
是 谦虚 的 , 而 且 沉默 赛 言 , 普法 夫 学 到 的 也 许 没 有 他 本 来 可 能 学 到 
的 那样 多 。 高 斯 极其 钦佩 这 位 教授 (他 当时 是 德国 最 洁 名 的 数学 
家 ), 这 不 只 是 因为 他 有 很 深 的 数学 造 讶 , 还 因为 他 单纯 、 坦 率 的 性 
格 。 高 斯 在 他 一 生 中 , 只 对 一 种 人 感到 反感 和 成 视 , 这 就 是 明知 自 
己 错 了 又 不 承认 错误 的 、 伴 装 有 学 问 的 人 。 

高 斯 在 不 伦 瑞 殉 ， 偶 尔 也 在 赫 尔 姆 斯 泰 特 , 度 过 了 1798 年 的 
秋天 (他 那 时 二 十 一 岁 )， 最 后 润色 他 的 《研究 >。 他 希望 能 尽早 出 
版 ,但 是 由 于 莱比锡 的 出 版 商 碰 到 了 困难 ， 这 部 书 直 到 1801 年 9 
月 才 印 行 。 高 斯 为 了 对 斐 迪 南 为 他 所 作 的 一 切 表示 感谢 ， 把 这 部 
书 题 献 给 这 位 公事 一 一 ‘Serenissimo Prinoipi ac Domino Qarolo 
Guilielmo Ferdinando.” 

如 果 有 过 一 个 悚 慨 的 保护 人 值得 他 的 被 保护 人 的 尊敬 的 话 ， 
那么 斐 迪 南 就 应 该 受到 高 斯 的 尊敬 。 当 这 个 年 轻 的 天 才 为 了 他 在 
离开 格 丁 根 以 后 的 前 途 焦虑 不 安 时 一 一 他 试 着 找 一 些 学 生来 教 ， 
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但 没有 成 功 一 一 公 避 解救 了 他 ， 出 资 印刷 了 他 的 博士 论文 ( 赫 尔 
姆 斯 泰 特 大 学 ,1799 年 )， 凑 给 予 他 一 笔 适 当 的 津贴 ， 使 他 可 以 继 
续 他 的 科学 工作 , 而 不 至 于 受 贫 穷 的 妨碍 。 高 斯 在 他 的 献 词 中 说 : 
“您 的 仁慈 , 使 我 摆脱 了 一 切 其 它 任务 , 使 我 能 够 专心 写作 本 书 。” 


在 叙述 < 研究 > 之 前 , 我 们 要 看 一 下 高 斯 的 博士 论文 ， 1799 年 
赫 尔 姆 斯 泰 特大 学 根据 这 篇 论文 ， 在 高 斯 缺席 的 情况 下 授予 他 博 
士 学 位 ， 论文 为 ， Demonstratio nova theorematisg omnerm 
functionem algebraicam rationalem integram uniug variabilig 
in factoreg realeg primi vel secundi gradug revolvi posse (每 
一 个 单 变 量 的 有 理 整 函数 都 能 分 解 成 一 阶 或 二 阶 实 因子 的 一 个 新 
证 明 )。 

代数 中 的 这 个 里 程 碑 只 有 一 处 不 对 头 。 题 目 中 的 最 后 几 个 字 
似乎 隐 含 着 , 高 斯 只 是 给 其 他 已 经 知道 的 结论 加 了 一 个 新 的 证 明 。 
他 应 该 删 去 “新 ” 字 。 他 的 证 明 是 第 一 个 证 明 。 (这 个 论断 将 在 后 
面 证 实 。) 在 他 以 前 的 一 些 人 发 表 过 他 们 以 为 是 这 个 定理 一 一 通 
常 称 为 代数 基本 定理 一 一 的 证 明 的 东西 ， 但 是 没有 人 得 出 过 一 个 
证 明 。 高 斯 对 逻辑 上 和 数学 上 的 严格 决 不 让 步 ， 坚 持 要 有 一 个 证 
明 , 并 给 出 了 第 一 个 证 明 。 这 个 定理 的 另 一 个 等 同 的 陈述 是 , 每 一 
个 单个 未 知 的 代数 方程 有 一 个 根 ， 这 个 论断 是 初学 者 经 常 认为 当 
然 成 立 而 对 其 意义 一 无 所 知 的 。 

如 果 一 个 疯子 乱 涂 了 一 堆 数学 符号 ， 不 能 仅仅 因为 在 外 行 看 
来 这 些 符 号 与 高 等 数学 如 出 一 柑 ， 就 认为 他 涂写 的 东西 有 什么 意 
义 。 正 如 不 能 因为 说 代数 方程 有 一 个 根 ， 就 认为 这 个 论断 有 什么 
意义 ， 除 非 我 们 能 说 出 方 种 有 哪 一 种 根 。 我 们 模 模糊 糊 地 感觉 到 
有 一 个 数 可 以 “满足 一 个 方程 ,但 是 半 磅 黄油 不 行 。 
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高 斯 使 这 种 感觉 明确 了 ， 他 证 明了 任何 代数 方程 的 所 有 的 根 


都 是 形式 为 gw 十 好 的 数 ， 其 中 % 5 是 实数 (相应 于 在 一 条 给 定 的 
直线 上 ， 如 在 贡 卡 儿 几 何 中 的 轴 上 ， 从 定点 Q 量 度 的 距离 的 正 
数 、 零 或 负数 )，4 是 一 工 的 平方 根 。 这 种 新 类 型 的 “ 数 ”w 十 好 叫 复 
数 。 

顺便 提 一 句 , 有 些 人 对 复数 作 了 一 个 条 理 清楚 的 说 明 , 并 把 它 
们 解释 为 一 个 平面 上 标 出 的 点 ， 象 今天 初等 代数 教科 书 中 做 的 那 
样 , 高 斯 就 是 一 个 最 早 这 样 做 的 人 。 





了 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 是 \w&，2); 点 卫 也 被 标 成 < 十 下。 这 样 ， 
平面 上 的 每 一 个 点 恰好 与 一 个 复数 相对 应 , 与 在 忆 O 上 的 点 相 
对 应 的 数 是 “实数 ”与 在 工 CF ”上 的 点 对 应 的 数 是 “ 纯 虚 数 ”( 它 们 
都 具有 形式 ic, 6 是 一 个 实数 )。 

“虚数 ”这 个 词 是 代数 最 大 的 灾难 , 但 是 由 于 它 早已 得 到 公认 ， 
数学 家 们 无 法 取消 它 。 其 实 根 本 就 不 该 用 它 。 各 种 关于 初等 代 
数 的 书籍 用 旋转 给 虚数 作 了 一 个 简单 的 解释 。 这 样 ， 如 果 我 们 把 
乘积 4xo (ec 是 实数 ) 解 释 成 线段 Oc 绕 g0 点 旋转 一 个 直角 ，Oe 就 


234 旋转 到 0Y 上 ; 再 用 ?去 乘 的 乘积 ， 即 4x4xo, 把 Oo 再 旋转 一 个 
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直角 ， 这 样 总 的 效果 就 是 把 Ce 旋转 了 两 个 直角 ， 致 使 二 Oc 成 了 
一 Ooc。 作 为 一 种 运算 ,用 4xg 去 乘 的 乘积 与 用 一 1 去 乘 的 乘积 有 
同样 的 效果 , 用 “去 乘 的 乘积 与 旋转 一 个 直角 有 同样 的 效果 , 这 些 
解释 (如 我 们 刚刚 看 到 的 ) 是 一 致 的 。 如 果 我 们 愿意 ， 我 们 现在 在 
运算 中 可 以 写 Yx4= 一 1, 或 者 六 = 一 1; 从 而 旋转 一 个 直角 的 运算 
用 符号 表示 即 和 一 1。 、 

所 有 这 些 当然 什么 也 没有 证 明 。 它 也 不 意味 着 要 证 明 什么 。 
ei A 


+ °°。 * + es » » 


ae 


可 是 它 暗 示 对 于 显然 命 错 了 名 的 “ 漳 数 ” 谁 也 没有 理由 使 自 已 了 
入 一 种 神秘 的 惊奇 状态 。 对 于 进一步 的 细节 ， 我 们 可 以 参考 几乎 
任何 一 本 初等 代数 的 中 学 课本 。 

高 斯 认为 ,在 刚刚 解释 过 的 意义 上 , 每 一 个 代数 方程 有 一 个 根 
的 定理 非常 重要 , 因而 他 给 出 了 四 种 明确 的 证 明 , 最 后 一 个 证 明 是 
在 他 七 十 岁 时 给 出 的 。 今 天 , 一 些 人 会 把 这 个 定理 从 代数 ( 它 把 自 
身 限 制 于 能 够 在 有 限 步 完成 的 过 程 ) 转 移 到 分 析 。 甚 至 高 斯 也 假 
定 多 项 式 的 图 形 是 连续 曲线 , 而 且 如 果 多 项 式 是 奇 次 的 , 图 形 一 定 
至 少 与 坐标 轴 相 交 一 次 。 对 于 任何 一 个 初学 代数 的 人 ， 这 都 是 显 
然 的 。 但 是 在 今天 , 没有 证 明 它 就 不 是 显然 的 , 而 要 试图 证 明 它 ， 
又 一 次 导致 了 与 连续 和 无 限 有 关 的 那些 困难 。 就 象 2 一 2=0 这 
样 简 单 的 方程 的 根 ， 也 不 能 在 任何 有 限 步 内 精确 地 计算 出 来 。 当 
我 们 讲 到 克 罗 内 克 时 , 还 要 更 多 地 说 到 这 一 点 。 现在 我 们 讲述 < 算 
术 研 究 >。 

«研究 > 是 高 斯 的 第 一 部 杰作 ， 一 些 人 认为 是 他 最 伟大 的 杰 作 。 
在 这 之 后 ， 他 就 不 再 把 数学 作为 唯一 兴趣 了 。 当 它 在 1801 年 (高 
斯 那 时 是 二 十 四 岁 ) 出 版 之 后 , 他 把 他 的 活动 范围 扩大 到 包括 在 数 
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学 和 实际 两 方面 的 天 文学 、 大 地 测量 学 和 电磁 学 。 但 是 算术 是 他 
最 育 爱 的 学 科 , 他 在 后 期 感到 后 悔 , 一 直 没 有 抽出 时 间 来 写 出 他 年 
轻 时 计划 写 的 第 二 卷 。 这 本 书 有 七 “ 节 ”。 本 来 还 有 第 八 节 ， 但 是 
为 了 缩减 印刷 费用 删 去 了 。 

前 言 的 第 一 句 描述 了 这 本 书 涉 及 的 一 般 范 围 。 这 本 著作 中 
包 食 的 研究 结果 ， 是 属于 涉及 到 整数 和 分 数 的 那 部 分 数学 ， 根 式 
[无 理 数 ] 除 外 。” 

前 三 节 论 述 同 余 理 论 ， 特 别 详尽 讨论 了 二 项 同 余 w" 二 4C(mod 
2) ,其 中 给 定 的 整数 % 和 4 是 任意 的 ,2 是 素数 , 未知 整数 是 z。 这 
个 精采 的 算术 理论 ， 与 相应 的 二 项 方程 ”=4 的 代数 理论 有 许多 
相似 之 处 , 但 是 它 独特 的 算术 部 分 , 比 之 与 算术 毫 无 相似 之 处 的 代 
数 , 更 是 无 与 伦比 地 丰富 和 国难 。 

在 第 四 节 , 高 斯 发 展 了 二 次 剩余 的 理论 。 在 这 里 可 以 找到 二 次 
互 反 律 的 第 一 个 发 表 了 的 证 明 。 证 明 是 由 令 人 惊奇 的 应 用 数学 归 
纳 法 得 出 来 的 ， 是 在 任何 地 方 都 能 找到 的 那 种 巧妙 的 逻辑 的 一 个 
极 好 的 例证 。 

着 村 论据 发 现 对 二 元 理论 的 完成 必 不 可 少 的 三 元 二 次 形式 。 二 次 
互 反 律 在 这 些 困难 的 计划 中 起 了 十 分 重要 的 作用 。 对 于 所 说 的 第 
一 种 形式 , 一般 的 问题 是 要 讨论 不 定 方程 

0 十 9220 十 c02 =m 
的 关于 整数 w y 的 解 ，, 其 中 w 5, ce, m 是 任意 给 定 的 整数 ， 对 第 
二 种 形式 ; 研究 的 主题 是 方程 
022 十 2000 十 02 十 3202 十 2eyz 十 7jz3 一 人 
的 整数 解 ww y, zs， 其 中 4, 8, o, a, e, 万 m 是 给 定 的 整数 。 这 个 
领域 中 的 一 个 看 起 来 容易 、 实 际 上 困难 的 问题 ,是 要 给 ww o,f, mm 
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施加 能 够 保证 不 定 方程 
Qt ey? + fz = m 
的 关于 整数 z.y.z 的 解 存在 的 充分 必要 的 限制 。 
六 节 把 前 面 的 理论 应 用 到 各 种 各 样 的 特殊 情形 ， 例 如 

mz? 十 m2 一 4 的 整数 解 2, y, 其 中 mw 4 是 任 给 的 整数 。 

在 很 多 人 认为 是 这 部 著作 的 顶峰 的 第 七 节 , 也 是 最 后 一 节 中 ， 
高 斯 应 用 前 面 的 发 展 , 特别 是 二 次 同 余 理 论 , 精采 地 讨论 了 代数 方 
程 人 "= 其 中 是 任意 给 定 的 整数 , 把 算术 .代数 和 几何 一 起 编织 
成 一 个 完美 的 图 案 。 方 程 必 =1 是 画 n 边 的 正 多 边 形 ， 或 者 % 等 
分 圆周 的 几何 问题 的 代数 公式 (查看 代数 学 或 三 角 学 的 任何 一 本 
中 级 课本 ); 算术 的 同 余 wz"=1(mod p), 其 中 m, 2 是 给 定 的 整数 ， 
2 为 素数 ,是 贯穿 代数 和 几何 , 并 给 这 个 图 案 以 它 的 简单 意义 的 线 
索 。 任 何 学 过 普通 的 中 学 代数 课程 的 学 生 ， 都 能 理解 这 个 无 瑕 的 
艺术 品 , 但 是 我 们 不 向 初学 者 推荐 < 研究 *( 后 来 的 一 些 作者 把 高 斯 
著作 的 简明 扼要 的 形式 , 改写 成 了 更 容易 理解 的 形式 )。 

以 前 有 些 人 一 一 费 马 、 欧 拉 、 拉 格 朗 日 、 惑 让 德 和 其 他 一 些 人 
一 一 用 其 他 方法 作 过 所 有 这 一 切中 的 许多 部 分 ， 但 是 高 斯 完全 从 
他 个 人 的 观点 进行 讨论 , 添加 了 许多 他 自己 的 东西 ,并 从 他 对 有 关 
问题 的 一 般 公式 和 解答 ， 推 出 了 他 的 前 辈 们 得 出 的 许多 孤立 的 结 
果 。 例 如 , 费 马 用 他 的 “无 限 下 推 ” 的 艰难 方法 , 证 明了 每 一 个 形式 
为 m+1 的 素数 是 两 个 数 的 平方 和 ,并且 只 有 一 种 和 的 方式 ; 他 的 
这 个 美妙 的 结论 ， 是 高 斯 对 二 元 二 次 形式 的 一 般 论 述 的 自然 结 
果 。 

高 斯 晚年 时 说 ，“< 算 术 研 究 > 已 经 成 为 历史 , ”他 是 对 的 。< 研 
究 > 的 出 版 给 高 等 算术 提出 了 一 个 新 方向 , 这 样 ， 在 十 七 和 十 八 世 
纪 是 一 堆 五 花 八 门 、 互 不 相 于 的 特殊 结果 的 数论 , 采取 了 统一 的 形 
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式 , 上 升 到 在 数学 科学 中 与 代数 .分 析 和 几何 同等 的 显赫 地 位 。 

这 部 著作 本 身 被 称 作 “ 七 个 封印 的 书 ”。 它 是 很 难 读 的 ， 其 至 
对 专家 们 也 是 如 此 , 但 是 它 所 包含 的 和 部 分 隐藏 在 它 简明 的 、 综 合 
的 证 明 中 的 宝藏 , 现在 想 分 享 它们 的 人 都 可 以 得 到 , 这 多 半 是 高 斯 
的 朋友 和 弟子 彼得 ' 古 斯 塔 夫 ' 勒 热 纳 ' 狄 利克 雷 〈1805 一 1859) 努 
力 的 结果 , 他 首先 打开 了 七 个 封印 。 

有 能 力 的 鉴定 家 应 该 立刻 就 看 出 这 部 杰作 的 价值 。 勒 让 德 @ 
一 开始 可 能 会 认为 高 斯 对 他 有 点 不 够 公正 。 但 是 在 他 自己 那 部 大 
部 分 被 高 斯 的 < 研究 > 所 蔡 代 的 数论 专著 的 第 二 版 \1808 年 ) 序言 
中 , 他 是 热情 的 。 拉 格 朗 日 也 恢 慨 地 予以 赞扬 。 他 在 1804 年 写 给 
高 斯 的 信 中 说 ，“ 你 的 < 研究 > 使 你 立刻 上 升 到 第 一 流 数学 家 的 行 
列 ， 我 认为 最 后 一 节 包 含 着 很 久 以 来 所 曾 做 出 的 最 美好 的 分 析 发 
现 ……。 请 相信, 先生 , 没有 人 比 我 更 真 扑 地 为 你 的 成 功 喝彩 。” 

《研究 ? 受 其 经 典 的 完美 风格 的 限制 , 不 大 容易 理解 , 当 有 天 赋 
的 年 轻 人 终于 开始 深入 研究 这 部 著作 时 , 由 于 一 个 书 商 的 破产 , 他 
们 无 法 买 到 这 本 书 。 甚 至 高 斯 最 喜爱 的 弟子 艾 森 斯 坦 也 从 未 拥有 
一 部 。 犹 利克 雷 要 举 运 得 多 。 他 那 册 书 在 他 所 有 的 旅途 中 伴随 着 
他 ， 他 睡觉 时 把 书 放 在 枕头 下 面 。 睡 觉 以 前 他 总 要 努力 阅读 一 些 





难 懂 的 段落 , 希望 一 -经 常 实现 一 他 会 在 夜里 醒 来, 发 现 重读 一 





下 , 这 些 段落 就 清楚 了 。 
在 讲 到 费 马 时 提 到 的 一 个 令 人 惊奇 的 定理 ， 是 属于 狄 利克 雷 
的 , 即 每 一 个 算数 级 数 夺 
4，0 十 0 十 20，qg 十 30，GC 十 40，…… 
包含 着 无 穷 多 个 素数 ， 其 中 4，56 是 没有 比 1 大 的 公 因 子 的 整数 。 


包 ” 阿 德里 安 - 玛 丽 ' 勒 让 德 (1753 一 1833) 。 由 于 篇 幅 所 限 , 不 能 叙述 他 的 生平 。 
年 轻 的 数学 家 们 吸收 或 起 过 了 他 的 许多 最 好 的 工作 。 
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这 是 由 分 析 证 明 的 ， 这 一 点 本 身 就 是 一 个 奇迹 ， 因 为 定理 考虑 台 
数 , 而 分 析 论 述 连续 , 非 整 数 。 

狄 利克 雷 在 数学 上 作 了 比 他 详 述 < 研究 > 多 得 多 的 工作 ， 但 是 
我 们 没有 篇 幅 来 叙述 他 的 生平 。 不 幸 我 们 也 没有 篇幅 留 给 艾 森 斯 
” 坦 , 他 是 十 九 世纪 初 期 那些 过 早 去 世 了 的 、 才 气 焕发 的 年 轻 人 中 的 
一 个 , 而 且 令 人 难以 理解 的 是 , 象 高 斯 这 样 一 个 人 , 据说 曾经 说 过 ， 
“只 有 三 个 划时代 的 数学 家 , 那 就 是 阿 基 米 德 .牛顿 和 艾 森 斯 坦 。” 
要 是 高 斯 确实 说 过 这 话 ( 这 是 无 法 查证 的 )， 那 么 仅仅 由 于 是 他 说 
的 , 就 值得 注意 , 因为 高 斯 是 不 轻率 说 话 的 人 。 

在 离开 高 斯 进行 大 量 活动 的 这 个 领域 之 前 , 我 们 可 能 要 问 , 为 
什么 他 从 来 没有 去 解决 费 马 大 定理 。 他 自己 作 了 回答 。 巴 黎 科学 
院 在 1816 年 提出 ， 以 证 明 这 个 定理 成 立 (或 证 明 其 不 成 立 ) 作为 
它 在 1816 年 一 1818 年 期 间 的 获奖 问题 。 奥 尔 贝斯 在 1816 年 3 月 
7 日 从 不 来 梅 写 信 给 高 斯 ,试图 做 重 他 参加 竞争 : “亲爱 的 高 斯 ,对 
我 来 说 , 你 着 手 这 项 工作 是 理所当然 的 “ 

但 是 “亲爱 的 高 斯 "不 受 引 诱 。 两 星期 后 他 回信 ， 说 明了 他 对 
费 马 大 定理 的 看 法 。“ 我 非常 感激 你 告诉 我 巴黎 大 奖 赛 的 消息 ,但 
是 我 对 作为 一 个 孤立 的 命题 的 费 马 定理 , 实在 没有 甚么 兴趣 , 因为 
我 可 以 很 高 兴 地 提出 一 大 堆 这 样 的 既 不 能 证 明 其 成 立 ， 又 不 能 证 
明 其 不 成 立 的 命题 。” 

高 斯 接着 说 ， 这 个 问题 使 他 回想 起 了 他 对 于 高 等 算术 的 伟大 
扩展 的 一 些 旧 的 想法 。 这 无 疑 是 指 库 默 尔 、 戴 德 金 和 克 罗 内 克 将 
独立 发 展 起 来 的 代数 数 的 理论 (在 后 面 几 章 论述 的 )。 但 是 高 斯 心 
目 中 的 理论 是 那样 一 些 东 西 中 的 一 个 , 他 宣称 , 对 于 只 是 透 过 黑暗 
模 借 糊糊 地 看 到 的 目标 ， 无 法 预见 能 够 取得 甚么 样 的 进展 。 为 了 
在 这 祥 一 个 困难 的 探索 中 取得 成 功 , 必须 吉星 高 照 , 而 高 斯 这 时 的 
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情况 是 这 样 的 , 由 于 大 量 工 作 分 散 了 他 的 注意 力 , 他 不 能 埋头 于 这 
样 的 莫 思 若 想 , 就 象 他 “在 幸运 的 年 代 1796 一 1798 年 ?那样 ,“ 那 时 
我 想 出 了 «算术 研究 > 的 主要 论点 。 我 仍然 确信 ， 如 果 我 象 我 敢于 
第 望 的 那样 幸运 , 如 果 我 在 那个 理论 中 迈 出 了 主要 的 几 步 ,那么 费 
马 的 定理 就 会 只 是 最 没有 意思 的 推论 中 的 一 个 。>” 

也 许 今天 所 有 的 数学 家 都 会 饶 惜 ， 高 斯 偏离 了 他 通过 黑暗 的 
进军 ， 由 于 “我 们 称 之 为 行星 的 一 对 毫 无 价值 的 土 块 ”一 一 高 斯 本 
人 的 话 一 一 意外 地 在 夜空 中 闪烁 ， 把 他 引入 了 歧途 。 不 如 高 斯 伟 
大 的 数学 家 一 一 例如 拉 普 拉 斯 一 一 也 许 就 能 够 作出 高 斯 在 计算 谷 
神 星 和 智 神 星 的 轨道 时 所 作 过 的 一 切 ， 即 使 这 个 问题 是 属于 牛顿 
说 的 数学 天 文学 中 最 困难 的 那 类 问题 。 但 是 高 斯 在 这 些 问 题 上 取 
得 的 辉煌 的 成 功 , 使 他 立刻 在 欧洲 被 公认 为 最 好 的 数学 家 , 并 因此 
给 他 挣 来 了 一 个 舒适 的 职位 ， 使 他 能 够 在 相对 的 平静 中 工作 所 
以 , 也 许 那些 毫 无 价值 的 土 块 倒 真 是 他 的 吉星 呢 。 





高 斯 一 生 的 第 二 个 伟大 的 阶段 开始 于 十 九 世 纪 的 第 一 天 ， 这 
一 天 也 是 暂 学 史 和 天 文学 史上 用 红字 标明 的 一天。 自从 1781 年 
威廉 * 赫 软 尔 杉 士 (1738 一 1822) 发现 了 天 王 星 ,因而 把 那 时 已 知 的 
行星 数目 增加 到 哲学 上 令 人 满意 的 七 个 以 来 ， 天 文学 家 们 一 直 孜 
孜 不 倦 地 搜索 太空 ， 导 找 太 阳 家 族 的 其 它 一 些 成 员 。 按 照 博 德 的 
规律 ， 它 们 应 该 存在 于 火星 和 木星 的 轨道 之 间 。 搜 索 一 直 毫 无 结 
果 , 直到 巴 勒 莫 的 朱 塞 佩 皮 亚 齐 (1746 一 1826) 在 十 九 世 纪 的 第 一 
天 , 观察 到 他 一 开始 误 认 为 是 一 颗 正 接近 太阳 的 小 顽 星 的 星星 , 但 
是 它 不 久 就 被 认 出 是 一 个 新 的 行星 一 一 后 来 命名 为 谷 神 星 ， 今 天 
所 知道 的 一 大 群 很 小 的 行星 中 的 第 一 个。 

根据 长 久 以 来 关于 事实 对 推测 的 争论 可 作出 的 最 令 人 啼笑 央 
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非 的 判断 之 一 ， 谷 神 星 的 发 现 与 著名 哲学 家 乔治 .威廉 . 弗 里 德里 

希 . 黑 格 尔 (1770--1831) 对 胆敢 寻找 第 八 个 行星 的 天 文学 家 的 讽 

刺 性 攻击 的 发 表 , 正好 在 同一 时 候 。 黑 格 尔 断 言 , 要 是 他 们 稍稍 注 

意 一 下 哲学 , 立刻 就 会 明白 ， 只 能 有 七 个 行星 , 不 多 也 不 少 。 因 此 

他 们 的 搜寻 是 思春 的 浪费 时 间 。 毫 无 疑问 ， 黑 格 尔 方面 的 这 个 小 

小 的 失误 , 已 经 由 他 的 追随 者 们 作 了 满意 的 解释 , 但 是 他 们 还 没有 
- ” 谈 到 突破 他 那 威 风 凉 凉 的 禁令 的 几 百 个 小 行星 。 

这 里 援引 高 斯 对 那些 忙于 他 们 并 不 懂得 的 科学 问题 的 哲学 家 
们 的 看 法 ， 是 很 有 意思 的 。 这 种 看 法 特别 适用 于 那些 没有 首先 在 
一 些 艰难 的 数学 问题 上 麻 尖 他 们 的 繁 路 壳 ， 却 想 掘 起 数学 的 基础 
的 哲学 家 。 相 反 地 , 它 使 人 联想 到 , 为 什么 我 们 自己 时 代 的 伯 特 兰 ， 
A. W. 罗素 (1872 一 。 )、 阿 弗 雷 德 . 诺 思 .怀特 海 (1861- 一 ) 
和 戴 维 . 希 耳 伯 特 (1862- 一 。 ) 会 对 数学 和 哲学 作出 了 卓越 的 贡 
献 : 这 些 人 是 数学 家 。 

1844 年 11 月 1 日 高 斯 写 信 给 他 的 朋友 舒 马 赫 说 “你 在 当代 
哲学 家 谢 林 、 黑 格 尔 、 内 斯 . 汉 * 埃 森 贝 克 和 他 们 的 追随 者 身上 看 到 
同样 的 东西 [数学 上 的 无 能 ];， 他 们 的 那些 定义 难道 不 使 你 毛 骨 悚 
然 吗 y 读 读 古 代 哲 学 史 中 当 时 的 大 人 物 一 柏拉图 和 其 他 人 (我 
把 亚 里 斯 多 德 除外 ) 一 一 在 解释 方面 所 用 的 方法 。 但 是 甚至 就 康 
德 本 人 来 说 ， 常 常 也 好 不 了 多 少 。 我 认为 他 对 分 析 命题 与 综合 
命题 所 作 的 区 分 ， 要 末 是 平凡 不 足 道 的 ， 要 末 是 错误 的 高 斯 
在 写 这 封 信 时 已 经 充分 掌握 了 非 欧 几 何 ， 非 欧 几 何 本 身 就 足以 驱 
倒 康德 关于 “空间 ”和 几何 所 说 的 一 些 东 西 ， 而 他 也 许 是 过 于 傲慢 
本 

决 不 能 从 有 关 纯 数学 的 术语 的 这 个 孤立 的 例子 ， 就 认为 高 斯 
不 了 解 哲 学 。 他 了 解 。 一 切 哲 学 上 的 进展 对 他 都 有 着 极 大 的 魅力 ， 
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尽管 他 常常 不 赞成 取得 这 些 进展 所 使 用 的 方法 。 他 曾经 说 过 , “有 
些 问题 , 例如 令 人 感动 的 伦理 学 , 或 我 们 与 上 帝 的 关系 ， 或 关于 我 
们 的 命运 和 我 们 的 未 来 的 问题 , 我 对 这 些 问 题 的 解答 , 比 对 数学 问 
题 的 解答 重视 得 多 ; 但 是 这 些 问 题 完 全 不 是 我 们 能 够 解答 的 , 也 完 
全 不 是 科学 范围 内 的 事 。” 

谷 神 星 对 于 数学 是 一 个 灾难 。 要 了 解 高 斯 为 什么 要 那样 毁灭 
性 地 、 认 真 地 对 待 它 , 我 们 必须 记 住 , 在 1801 年 ， 牛 顿 的 庞大 形象 
(已 去 世 七 十 多 年 ) 仍 然 给 数学 蒙 着 阴影 。 当 代 的 “大 ”数学 家 们 ， 
是 那些 孜孜 不 倦 地 完成 牛顿 的 天 体力 学 大 厦 的 人 , 如 拉 普 拉 斯 , 数 
学 依然 被 当 作 数 学 物理 一 一 象 当时 那样 -一 和 数学 天 文学 。 阿 基 
米 德 在 纪元 前 三 世纪 所 看 出 的 数学 作为 一 门 独立 学 科 的 幻象 ， 已 
经 在 后 顿 的 光辉 的 照 漆 下 消失 了 了。 家 到 年 轻 的 高 斯 再 次 抓 住 这 个 
幻象 ,数学 才 被 承认 为 一 门 其 首要 职责 是 为 它 自身 工作 的 科学 。 正 
当 他 满 可 以 在 那些 将 要 成 为 数学 王国 的 未 经 耕耘 过 的 荒野 上 ， 开 
始 紧张 地 工作 起 来 的 时 候 , 那个 微不足道 的 泥 块 ， 小 行星 谷 神 星 ， 
在 他 二 十 四 岁 时 吸引 了 他 无 与 伦比 的 智慧 。 

不 能 只 怪 谷 神 星 。 非 凡 的 心算 天 才 一 一 它 的 有 经 验 的 发 现 已 
经 给 了 数学 以 < 算术 研究 > 一 一 也 在 这 出 悲剧 中 起 了 致命 的 作用 。 
他 的 朋友 们 , 还 有 他 的 父亲 ,看 见 既然 公事 供 他 受 了 教育 ,而 年 轻 的 
高 斯 还 没有 找到 一 个 能 赚钱 的 职位 , 他 们 感到 着 急 , 他 们 对 于 使 这 
个 年 轻 人 成 为 一 个 沉默 的 隐士 的 工作 的 性 质 完全 不 了 解 ， 以 为 他 
疯 了 。 就 在 这 时 , 在 新 世纪 的 黎明 , 高 斯 所 人 缺少 的 机 会 向 他 扑 来 了 。 

一 颗 新 的 行星 ， 在 它 极 难 观察 到 的 位 置 被 发 现 了 。 要 从 能 够 
得 到 的 少 得 可 怜 的 数据 , 计算 出 行星 的 轨道 , 这 项 工作 就 是 拉 普 拉 
斯 本 人 也 会 感到 困难 。 牛 顿 曾 经 宣称 , 这 种 问题 属于 数学 天 文学 中 
最 困难 的 问题 。 需 要 确立 一 条 轨道 ， 其 精确 度 要 足以 保证 谷 神 星 
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在 围绕 太阳 旋转 时 能 用 望远镜 观察 到 ， 光 是 确立 这 条 轨道 所 需要 


的 算数 , 就 很 可 能 难 倒 今天 的 电动 计算 机 ; 但 是 对 于 这 个 年 轻 人 ， 
当 他 感到 时 间 紧 迫 或 是 懒得 伸手 去 拿 对 数 表 时 ， 他 那 非凡 的 记忆 
力 能 够 使 他 不 用 对 数 表 , 所 有 这 些 没有 止境 的 算术 一 一 是 对 数 ,不 
是 算数 一 一 就 象 一 个 幼儿 的 游戏 一 样 。 

为 什么 不 纵容 他 那 可 爱 的 瓣 好 呢 ? 为 什么 不 象 他 以 前 从 来 没 
有 过 的 那样 去 计算 , 算出 这 条 困难 的 轨道, 让 数学 名 流 的 独裁 者 们 
真正 又 惊 又 喜 , 从 而 有 可 能 在 一 年 以 后 , 让 耐心 的 天 文学 家 们 ， 在 
牛顿 的 引力 定律 判定 必然 会 找到 谷 神 星 的 地 方 一 一 假如 这 条 定律 
确实 是 一 条 自然 定律 的 话 一 一 重新 发 现 谷 神 星 呢 ? 为 什么 不 做 这 
一 切 , 抛 开 阿 基 米 德 的 不 实在 的 幻象 , 忘掉 他 日 记 里 那些 等 着 展开 
的 、 他 自己 的 卓绝 的 发 现 呢 ?一句 话 , 为 什么 不 成 名 呢 ? 公 细 的 慷慨 
-向 是 由 衷 的, 然而 在 这 年 轻 人 的 内 心 最 隐秘 的 地 方 , 伤害 了 他 的 
自尊 心 ; 荣誉. 受 重视 、 合 于 当时 的 时 尚 被 承认 为 “伟大 的 ”数学 家 ， 
或 许 还 有 继 之 而 来 的 经 济 上 的 独立 -一 所 有 这 一 切 现在 都 是 他 垂 
手 可 得 的 。 高 斯 , 这 位 空前 的 数学 之 神 , 伸 出 他 的 手 ， 摘 下 了 在 他 
自己 年 轻 一 代 中 的 廉价 名 声 这 个 死海 的 果实 。 

将 近 二 十 年 的 时 间 , 孩子 气 的 高 斯 怀 着 抑制 不 住 的 喜悦 , 在 他 
的 日 记 里 描述 的 那些 隐约 闪现 的 、 难 以 捉摸 的 东西 , 躺 在 那里 无 人 
理 皮 , 几乎 被 忘记 了 。 谷 神 星 被 重新 发 现 了 , 恰恰 是 在 年 轻 的 高 斯 
经 过 极其 巧妙 和 详细 的 计算 , 预计 一 定 会 找到 它 的 地 方 发 现 的 。 小 
小 谷 神 星 的 微不足道 的 姊妹 行星 小 惑星 、 灶 神 星 和 婚 神 星 , 很 快 就 
波 公 然 芒 视 黑 格 尔 而 到 处 窥探 的 望远镜 观察 到 了 ， 它 们 的 轨道 也 
被 发 现 完 全 符合 高 斯 富 于 灵感 的 计算 。 欧 拉 需 要 三 天 时 间 才 能 完 
成 的 计算 一 -据说 正 是 这 种 计算 使 他 双 目 失明 一 一 现在 只 是 几 小 
时 辛苦 的 简单 练习 了 。 高 斯 规定 了 方法 和 程序 。 将 近 二 十 年 间 ， 
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他 自己 的 大 部 分 时 间 都 花 在 天 文学 的 计算 上 了 。 

但 是 甚至 这 样 使 人 变 得 迟钝 的 乏味 的 工作 ， 也 不 能 磨灭 高 斯 
的 创造 天 才 。1809 年 他 发 表 了 他 的 第 二 部 杰作 ， Theoria motags 
corportm coelestium in sectionibus conieig solem ambientium 
(«天 体 沿 圆锥 截 线 绕 日 运动 的 理论 >)， 这 篇 著作 根据 观测 得 到 的 
数据 ,包括 困难 的 摄 动 分 析 , 对 确定 行星 和 顽 星 轨道 作 了 详尽 的 讨 
论 ， 制 定 了 许多 年 中 支配 计算 天 文学 和 实际 天 文学 的 规律 。 这 是 
一 项 伟大 的 工作 ， 但 是 如 果 高 斯 展开 躺 在 他 的 日 记 里 被 忽略 了 的 
那些 线索 ， 就 能 够 容易 地 作出 比 这 更 伟大 的 工作 。“ 天 体 运 动 理 
论 > 实 质 上 没有 给 数学 增加 新 的 发 现 。 

谷 神 星 被 重新 发 现 以 后 ， 公 认 以 惊人 的 速度 到 来 。 拉 普 拉 斯 
立即 欢呼 这 位 年 轻 的 数学 家 和 他 地 位 相当 ,不 久 又 欢呼 超过 了 他 。 
不 久 以 后 ， 亚 历 山 大 * 汉 . 洪 堡 (1769 一 1859) 男 曙 这 位 著名 的 旅行 
家 和 业余 科学 爱好 者 , 问 拉 普 拉 斯 , 谁 是 德国 最 伟大 的 数学 家 ， 拉 
普 拉 斯 回答 “普法 夫 。” 汉 ' 洪 堡 当 时 正 支 持 高 斯 担任 格 丁 根 天 文 
台 台 长 , 他 售 记 地 问 道 ， 那 末 高 斯 怎么 样 ? " 拉 普 拉 斯 说 ， 哦 , 高 斯 
是 世界 上 最 伟大 的 数学 家 。 

谷 神 星 揪 曲 以 后 的 十 年 , 对 高 斯 来 说 , 幸福 多 ， 翡 误 也 多 。 甚 
至 在 他 事业 的 那个 早期 阶段 ， 也 不 是 没有 中 伤 他 的 人 。 留 心 上 流 
人 士 动向 的 一 些 杰 出 人 物 , 嘲笑 这 个 二 十 四 岁 的 年 轻 人 , 把 他 的 时 
间 浪 费 在 计算 小 行星 的 轨道 这 种 毫 无 用 处 的 消 遗 上 。 谷 神 星 可 能 
是 田野 的 女神 ,但 是 任何 神智 清醒 的 人 都 很 清楚 , 这 个 新 的 行星 上 
长 出 的 谷物 , 决 不 会 找到 道路 ， 进 入 星期 六 下 午 的 不 伦 瑞 克 市 场 。 
无 疑 他 们 是 对 的 , 但 是 三 十 年 以 后 , 当 他 奠定 电磁 学 的 数学 理论 基 
础 和 发 明 电 报 的 时 候 ， 他 们 也 用 同样 的 方式 嘲笑 他 。 高 斯 让 他 们 
去 享受 他 们 的 俏皮 话 。 他 从 来 没有 公开 答复 ， 但 是 他 在 私下 表示 
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忱 惜 ,这 些 正人 君子 ， 科 学 的 卫 道 十, 况 会 由 于 气量 狭小 而 显得 那 
么 恩 春 。 与 此 同时 , 他 继续 他 的 工作 , 感谢 欧洲 知识 界 倾注 在 他 身 
上 的 荣誉 , 但 是 决 不 特意 去 恳求 它们 。 
不 伦 瑞 克 公 图 给 这 个 年 轻 人 增加 了 津贴 ， 使 他 能 够 在 二 十 八 
岁 时 结婚 (1805 年 10 月 9 日 )。 女 方 是 不 伦 瑞 克 的 约翰 妮 . 奥 斯 
特 霍 夫 。 订 婚 三 天 以 后 , 高 斯 给 他 在 大 学 时 的 老 朋 友 沃 尔 夫 冈 ` 鲍 
耶 写 信 , 表示 他 的 难以 相信 的 幸福 。 “生活 在 我 面前 停滞 了 ， 象 一 
个 有 着 新 的 鲜明 色彩 的 永恒 的 春天 。” 
这 次 婚姻 , 生 了 三 个 孩子 ; 约瑟夫 、 米 娜 和 路 易 , 据说 老大 继承 
了 他 父亲 心算 的 天 赋 。 约 翰 妮 在 1809 年 10 月 入 日 生 下 路 易 以 
后 ， 撤 下 她 年 轻 的 丈夫 去 世 了 。 他 的 永恒 的 春天 变 成 了 冬天 。 虽 
然 为 了 幼小 的 孩子 的 缘故 , 第 二 年 (1810 年 8 月 4 日 ) 他 再 次 结婚 ， 
”但 是 有 很 长 时 间 高 斯 谈 起 他 的 前 妻 就 十 分 悲痛 。 第 二 个 妻子 米 娜 。 
瓦尔 德 克 是 他 前 妻 的 密友 , 她 生 了 两 个 儿子 和 一 个 女儿 。 
有 些 流 言 翡 语 , 说 高 斯 和 他 的 几 个 儿子 关系 不 好 , 可 能 有 天 赋 
的 约瑟夫 除外 ， 他 从 来 没有 给 他 父亲 若 什 么 麻烦 。 据 说 有 两 个 儿 
子 离 家 出 走 , 跑 到 美国 去 了 。 其 中 一 个 据说 留 下 了 许多 后 代 , 至 今 
仍然 居住 在 美国 , 这 里 就 不 可 能 再 多 说 什么 了 , 只 除了 在 美国 的 子 
孙 中 有 一 个 在 内 河 航运 的 全 盛 时 期 ， 在 圣路易斯 成 了 一 个 富裕 的 
商人 ; 最 早 去 的 两 个 儿子 都 是 密苏里 的 农场 许 。 高 斯 和 他 的 女儿 
们 一 起 始终 是 很 幸福 的 。 一 种 关于 几 个 儿子 的 恰恰 相反 的 传说 (是 
四 十 年 前 一 些 老 人 证 实 的 ， 他 们 对 高 斯 一 家 的 记忆 可 以 认为 是 可 
靠 的 ), 断定 高 斯 对 他 的 儿子 是 非常 仁慈 的 ， 不 过 有 几 个 儿子 相当 
粗野 , 使 他 们 的 父亲 操 不 尽 的 心 。 人 们 认为 高 斯 对 他 父亲 的 记忆 ， 
会 使 他 对 他 的 儿子 们 抱 同情 态度 。 
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1808 年 高 斯 失去 了 他 的 父亲 。 两 年 前 他 的 恩人 在 悲惨 的 情 
况 下 死去 , 使 他 遭受 到 甚至 更 严重 的 损失 。 

斐 迪 南 公 缅 不 仅 是 学 术 的 开明 的 庇护 人 和 一 位 仁 慈 的 统治 
者 , 而 且 也 是 一 个 第 一 流 的 军人 , 由 于 他 在 七 年 战争 (1756 一 1763) 
中 作战 英勇 .战功 蔡 赫 , 他 曾 博得 腓 德 烈 大 帝 的 热烈 赞扬 。 

裴 迪 南 在 七 十 岁 时 奉命 指挥 普鲁士 军队 ， 试 图 拼死 抵挡 拿 破 
仑 率领 下 的 法 军 , 这 时 , 这 位 公明 前 往 圣 彼得 堡 请 求 俄 国 援助 德 意 
志 的 使 命 已 经 失败 。 奥 斯 特 利 芯 战 役 (1805 年 12 月 2 日 ) 已 成 为 
历史 ， 普 鲁 士 发 现 它 在 压倒 优势 的 力量 面前 被 抛弃 了 。 斐 迪 南 在 
法 军 向 奥 尔 施 泰 特 的 艾 勒 河和 耶 拿 进军 途中 , 与 法 军 遭 遇 , 遭 到 惨 
败 , 他 本 人 身 负 重伤 , 往 家 乡 撤退 。 

这 时 拿破仑 权势 达到 顶峰 ， 大 腹 便 便 地 亲自 登场 。 右 迪 南 战 
败 时 , 拿破仑 驻扎 在 哈雷 。 来 自 不 伦 瑞 克 的 一 个 代表 团 , 等 待 着 这 
位 胜利 的 全 法 兰 西 的 皇帝 , 为 被 他 打败 的 勇敢 的 老人 , 向 他 悬 求 宽 
大 。 这 位 伟大 的 皇帝 会 不 会 对 军 规 破例 作 出 让 步 ， 让 他 衰弱 的 敌 
人 在 自己 的 炉 边 安静 地 死去 呢 ? 他 们 向 他 保证 , 公事 已 不 再 是 危险 
的 了 , 他 快 死 了 。 

但 是 时 间 不 对 头 ， 正 碰 上 拿破仑 一 次 周期 性 地 发 脾气 。 他 不 
仅 拒 绝 了 , 而 且 拒绝 得 那么 粗 哇 , 那么 不 必要 地 粗暴 。 为 了 显示 他 
自己 作为 一 个 大 人 物 的 真正 身份 , 拿破仑 在 拒绝 之 外 , 还 不 必要 地 
中 伤 他 这 位 可 敬 的 对 手 ， 欣 斯 底 里 地 嘲笑 这 位 垂死 的 人 作为 一 个 
军人 的 能 力 。 受 到 侮 情 的 代表 团 没 有 别 的 办 法 ， 只 能 努力 使 他 们 
好 心 的 统治 者 免除 死 在 监狱 里 的 耻辱 。 同 样 是 这 些 德 意志 人 ， 大 
约 九 年 以 后 , 在 滑铁卢 战斗 得 象 有 组 织 的 魔鬼 一 般 , 帮 着 把 这 位 法 
国 皇 帝 打 入 绝境 , 这 看 来 是 不 足 为 怪 的 。 

这 时 高 斯 住 在 不 伦 瑞 克 。 他 的 住宅 就 在 大 路 边 。 晚 秋 的 一 个 
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早上 ， 他 看 见 一 辆 医院 里 的 手推车 正 匆 匆 地 驶 过 。 里 面 身 着 正光 
往 阿 尔 托 纳 途 中 的 垂死 的 公 嚼 。 高 斯 怀 着 难以 用 言语 表达 的 深情 
看 见 这 位 待 他 胜 过 他 亲生 父亲 的 人 , 象 一 个 被 追赶 的 罪犯 , 急 急忙 
忙 地 离 去 , 去 在 躲藏 的 地 方 死 掉 。 当 时 他 什么 也 没有 说 , 后 来 也 没 
有 说 什么 ,但 是 他 的 朋友 们 注意 到 他 更 加 沉默 了 , 他 一 向 严肃 的 天 
性 变 得 更 加 严肃 了 。 就 象征 卡 儿 早年 一 样 , 高 斯 害怕 死亡 , 一 位 密 
友 的 去 世 , 使 他 终生 怀 着 一 种 隐约 而 沉重 的 恐惧 因而 心情 诅 关 。 但 
高 斯 充满 了 活力 , 他 还 不 会 去 死 或 经 历 死亡 。1806 年 11 月 10 日 ， 
公 员 在 阿尔 托 纳 他 父亲 的 住宅 中 去 世 。 

惊 慨 的 保护 人 去 世 了 ， 高 斯 必须 寻找 一 个 可 靠 的 生计 来 养活 
他 的 一 家 人 。 这 是 不 成 问题 的 ， 因 为 这 位 年 轻 的 数学 家 的 名 声 现 
在 已 传 遍 欧 洲 。 圣 彼得 堡 早 就 图 谋 让 他 成 为 欧 拉 的 当然 继承 人 ， 
因为 在 欧 拉 1783 年 去 世 后 , 始终 没有 找到 配 得 上 他 的 人 来 替代 
他 。 1807 年 向 高 斯 提出 了 明确 的 、 讨 人 满意 的 建议 。 亚历山大 . 
汉 : 洪 堡 和 其 他 有 影响 的 朋友 们 , 不 愿 看 见 德意志 失去 这 位 世界 上 
最 伟大 的 数学 家 ， 经 过 他 们 的 努力 ， 高 斯 被 任命 为 格 丁 根 天 文 台 
台 长 , 并 享有 给 大 学 学 生 讲授 数学 的 特权 一 一 必要 时 也 是 义务 。 

高 斯 无 疑 可 以 得 到 一 个 数学 教授 的 职位 ， 但 是 他 宁愿 在 天 文 
台 任职 ， 因 为 这 个 职务 为 他 不 受 干 扰 地 进行 研究 工作 提供 了 较 好 
的 前 景 。 虽 然 说 高 斯 惜 恨 教书 可 能 太 重 了 , 但 是 给 普通 大 学 生 讲课 
确实 没有 给 他 甚么 乐趣 ， 只 有 当 一 个 真正 的 数学 家 找到 他 时 ， 高 
斯 和 他 的 学 生 们 坐 在 桌子 劳 ， 才 会 情不自禁 地 透露 出 在 他 充分 准 
备 好 的 讲课 中 的 方法 的 秘密 。 遗 憾 的 是 促使 他 这 样 做 的 机 会 太 少 
了 。 大 部 分 占用 了 高 斯 的 宝贵 时 间 的 学 生 ， 最 好 是 去 做 别 的 事情 
而 不 要 学 数学 。1810 年 高 斯 在 写 给 他 的 好 朋友 、 天 文学 家 弗 里 德 
里 希 .威廉 . 贝 塞 尔 (1784 -一 1846) 的 信 中 说 , “这 个 冬季 我 给 三 个 学 
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生 开 两 门 课 。 这 三 个 学 生 当中 , 一 个 只 是 中 等 水 平 , 另 一 个 不 到 中 


等 水 平 ， 第 三 个 既 没有 水 平 又 缺乏 才能 。 这 就 是 干 数 学 这 一 行 的 
负担 。” 

格 丁 根 天 文 台 在 当时 一 一 法 国人 正在 为 了 它 给 予 德意志 人 的 
好 政府 的 利益 而 尽情 地 掠夺 德意志 一 一 能 够 付 给 高 斯 的 薪 伟 不 
多 ， 但 是 足够 高 斯 和 他 家 庭 的 简单 需要 。 奢 侈 的 生活 从 来 没有 吸 
引 过 这 个 早 在 十 几 岁 时 就 把 一 生 献 给 科学 的 数学 家 之 王 。 如 同 他 
的 朋友 冯 :' 瓦尔 特 背 森 所 写 的 : “正如 他 年 轻 的 时 候 一 样 , 在 他 整个 
老年 时 代 , 直到 他 辞世 的 那天 , 始终 保持 为 一 个 简朴 的 高 斯 。 一 间 
小 书房 ,一 张 铺 着 绿色 台布 的 小 小 的 工作 台 , 一 张 漆 成 白色 的 必 备 
的 书桌 , 一 张 单 人 沙发 , 在 他 七 十 岁 以 后 , 又 有 一 把 扶手 椅 , 一 个 带 
灯罩 的 灯 , 一 间 没 有 生火 的 卧室 , 简单 的 饮食 ， 一 件 晨 衣 和 一 顶 天 
鹅 绒 的 便 由 ,这 些 就 足以 满足 他 的 全 部 需要 了 。” 

如 果 说 高 斯 是 节俭 、 朴 素 的 ,1807 年 侵入 德意志 的 法 国人 就 
更 节俭 .更 朴素 了 。 按 照 他 们 的 看 法 ， 要 统治 德意志 , 奥 尔 斯 泰 特 
和 和 耶 拿 的 胜利 者 就 应 该 超出 现 有 情况 许可 地 对 战败 者 处 以 罚 金 。 
这 些 研 诈 勒 索 者 认为 高 斯 既然 是 格 丁 根 的 教授 和 天 文学 家 ， 应 该 
强迫 他 给 拿破仑 的 战争 基金 贡献 出 两 千 法 郎 。 这 笔 大 数目 高 斯 完 
全 无 力 支付 。 

不 久 , 高 斯 收 到 他 的 朋友 、 天 文学 家 奥 尔 贝 斯 的 一 封 信 ， 信 里 
附 来 了 这 笔 神 款 ， 还 为 -位 学 者 竟然 被 勒索 这 样 微小 的 款项 而 表 
示 愤 慨 。 高 斯 对 尺 慨 的 朋友 的 同情 表示 感谢 ， 但 是 拒绝 接受 这 笔 
钱 , 立即 把 它 退回 给 了 捐赠 者 。 

并 不 是 所 有 的 法 国人 都 象 拿破仑 那样 仿 菊 。 高 斯 退回 奥 尔 贝 
斯 的 钱 不 久 , 收 到 拉 普 拉 斯 一 张 友好 的 短 签 , 告诉 他 ， 这 位 著名 的 
法 国 数学 家 已 为 世界 上 最 伟大 的 数学 家 付 了 两 干 法 郎 的 罚金 ， 并 
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且 认 为 能 够 从 他 朋友 扇 上 缀 下 这 个 不 应 有 的 负担 是 一 种 荣幸 。 由 
于 拉 普 拉 斯 是 在 巴黎 付 的 这 笔 罚 金 ， 高 斯 无 法 把 钱 还 给 他 。 然 而 
他 拒绝 接受 拉 普 拉 斯 的 帮助 。 不 久 , 一 笔 意 想 不 到 的 (而 且 是 主动 
提供 的 ) 意 外 之 财 , 使 他 能 够 按照 当时 市 场 的 利率 ， 把 钱 还 给 了 拉 
普 拉 斯 一定 是 流传 着 高 斯 夏 视 施舍 的 说 法 , 下 一 次 帮助 他 的 尝试 
成 功 了 。 法 兰 死 和 福 的 一 个 敬 募 者 匿名 寄 来 了 一 千 盾 。 高 斯 因为 找 
不 到 寄 钱 的 人 , 不 得 不 接受 了 这 笔 局 赠 。 

他 的 朋友 斐 迪 南 的 死 , 德意志 在 法 国人 动 掠 下 的 悲惨 的 境况 ， 
经 济 状况 的 窘迫， 以 及 他 第 一 个 妻子 的 去 世 ， 都 对 损害 高 斯 的 健 
康 ， 使 他 在 三 十 岁 出 头 时 生活 陷于 不 痊 起 了 作用 。 对 于 因 长 期 工 
作 过 度 而 加 剧 的 疑 病症 ， 采 取 了 保健 措施 也 无 济 于 事 。 他 从 不 向 
他 的 朋友 们 吐露 他 的 不 幸 , 对 他 们 来 说 , 他 永远 是 一 个 安详 的 通信 
者 ， 但 是 在 一 件 私人 的 数学 手稿 上 他 吐露 了 一 一 仅仅 一 次 。 高 斯 


在 1807 年 被 任命 为 格 丁 根 天 文 台 的 台 长 以 后 ， 有 三 年 时 间 , 有 时 “ 


回 到 他 日 记 中 所 记述 的 大 事 中 的 一 件 上 去 。 在 一 篇 关于 椭圆 顶 数 
的 手稿 上 ， 纯 科学 的 问题 突然 被 一 行 清晰 的 铅笔 字 打 断 了 :对 我 
来 说 ,死亡 比 这 样 的 生活 更 可 爱 。” 他 的 工作 成 了 他 的 麻醉 剂 。 

1811 一 1812 年 《1811 年 高 斯 三 十 四 岁 ) 情 况 有 了 好 转 。 又 有 
了 一 个 妻子 来 照顾 他 幼小 的 孩子 们 ， 高 斯 开始 得 到 一 些 安宁 。 这 
时 , 几乎 恰好 在 他 第 二 次 结婚 一 年 以 后 , 高 斯 在 1811 年 8 月 22 日 
黄昏 第 一 次 观测 到 的 那 颗 伟大 的 芷 星 ， 突 然 之 间 燃 烧 了 起 来 。 这 
是 一 个 试验 高 斯 为 征服 小 行星 而 发 明 的 武器 的 劲敌 。 

他 的 武器 证 明 是 适用 的 。 欧 洲 各 国 迷信 的 人 们 敬 且 地 注视 着 
这 耀眼 的 景象 , 当 划 星 接近 太阳 , 把 它 那 燃烧 着 的 小 弯 刀 变 得 柔软 
时 , 他 们 从 那 火 一 般 的 刀刃 上 看 出 了 上 天 发 出 的 严厉 警告 , 上帝 对 
拿破仑 震怒 了 , 对 这 个 残忍 的 暴君 厌烦 了 ; 而 这 时 高 斯 满意 地 看 见 
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彗星 沿 着 他 很 快 地 为 它 设 计 出 的 、 精 确 到 最 后 一 个 小 数 的 轨道 行 
进 。 随 后 的 一 年 , 迷信 的 人 们 还 看 见 了 他 们 自己 的 预言 ,在 莫斯科 
的 大 火 ， 和 拿破仑 的 大 军 在 俄罗斯 冰雪 覆盖 的 原野 上 的 覆灭 中 , 得 


到 了 证 实 。 


这 是 那些 罕见 的 例子 中 的 一 个 , 群众 的 解释 与 事实 相符 合 , 并 
导致 比 科学 更 重要 的 结果 。 拿 破 仑 本 人 有 一 个 低劣 的 轻信 的 头脑 
一 一 他 相信 “预感 ”真诚 地 相信 有 一 种 慈 善 的 、 不 可 测 知 的 天 意 ， 
而 他 的 大 屠杀 是 符合 天 意 的 ， 他 认为 自己 是 一 个 知 天 命 的 人 。 一 
颗 无 害 的 顽 星 高 高 扬 起 它 那 巨大 的 尾巴 划 过 天 空 ， 这 个 天 上 的 景 
象 ,很 可 能 会 在 拿破仑 这 样 的 人 的 下 意识 中 留 下 它 的 印象 , 并 且 搅 
乱 他 的 判断 。 这 样 一 个 人 对 数学 和 数学 家 近 平 迷信 的 崇敬 ， 对 双 
方 都 不 是 什么 很 大 的 光荣 , 尽管 人 们 对 双方 都 常常 引用 它 , 作为 彼 
此 增光 的 一 个 主要 的 证 明 。 | 

数学 在 军事 上 的 用 途 , 就 连 傻瓜 都 很 清楚 , 拿破仑 除了 对 于 数 
学 在 这 方面 的 价值 有 些 肤浅 的 鉴赏 力 以 外 ， 对 于 他 的 同 代 人 如 拉 
格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 和 高 斯 这 些 大 师 们 所 从 事 的 数学 一 无 所 知 。 他 
在 中 学 学 习 粗 浅 的 初等 数学 时 , 是 一 个 灵敏 的 学 生 , 但 是 太 早 就 转 
到 别 的 事情 上 去 了 ， 不 能 证 明 他 有 出 息 ， 就 数学 来 说 ， 他 从 来 也 
没有 成 长 起 来 。 一 个 有 着 拿破仑 的 被 证 实 了 的 能 力 的 人 ， 竞 能 如 
此 严重 地 低估 他 所 不 了 解 的 问题 的 困难 ， 乃 至 对 拉 普 拉 斯 摆 出 一 
付 届 尊 俯 就 的 样子 , 尽管 这 似乎 不 大 可 信 , 但 却 是 事实 ， 他 竟然 荒 
雇 可 笑 地 放肆 到 对 这 位 x 天 体力 学 > 的 作者 保证 说 ， 他 -一旦 能 找到 
一 个 月 空闲 的 时 间 ， 就 要 读 这 部 书 。 和 牛顿 和 高 斯 可 能 胜任 这 项 任 
务 , 至 于 拿破仑 , 无 疑 会 在 他 那 -- 个 月 里 一 页 页 地 翻 这 本 书 ， 但 不 
会 怎么 累 。 


记录 下 面 这 件 事 是 令 人 高 兴 的 : 高 斯 十 分 骄傲, 不 会 把 数学 出 
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卖 给 拿破仑 一 世 ， 不 会 象 他 的 一 些 朋 友 们 错误 地 极力 主张 他 去 做 
的 那样 , 去 求助 于 这 位 皇帝 的 虚荣 心 ， 凭 借 他 那 臭 名 昭著 的 、 对 一 
切 与 数学 有 关 的 事情 的 尊重 ， 请 求 他 免除 那 两 千 法 郎 的 罚金 。 拿 
破 仑 倒是 可 能 因为 受到 奉承 而 发 发 慈 漆 。 但 是 高 斯 忘 不 了 斐 迪 南 
的 死 , 他 认为 , 他 本 人 和 他 所 崇拜 的 数学 ， 最 好 是 不 要 有 一 个 拿 破 
仑 式 的 人 物 来 届 尊 关心 。 

在 这 位 数学 家 与 这 位 军事 天 才 之 间 ， 再 也 找 不 出 比 他 们 各 自 
对 一 位 失败 的 敌人 的 态度 更 尖锐 的 对 比 了 。 我 们 已 经 看 见 了 拿 破 
仑 是 怎样 对 待 斐 迪 南 的 。 当 拿破仑 垮台 时 , 高 斯 没有 欣喜 若 狂 。 他 
平静 地 、 以 一 种 超然 的 兴趣 , 阅读 他 所 能 找到 的 有 关 拿 破 仑 生平 的 
一 切 著作 ， 并 且 尽 可 能 地 去 了 解 一 个 象 拿破仑 那样 的 头脑 的 活动 


方式 。 这 种 努力 甚至 给 了 他 相当 的 乐趣 。 高 斯 具有 强烈 的 幽默 


感 ,他 从 他 勤勉 的 农民 祖先 那里 继承 来 的 直率 的 现实 主义 态度 , 也 
使 他 容易 对 夸大 的 言词 一 笑 置 之 。 


如 果 高 斯 公开 了 他 向 贝 塞 尔 吐 需 的 一 项 发 现 , 那么 1811 年 可 
能 就 是 可 以 与 1801 年 一 -< 算术 研究 > 出 版 的 那 一 年 一 - 相 比 的 、 
数学 上 的 里 程 矿 了 。 高 斯 已 经 完全 弄 懂 了 复数 和 它们 作为 解析 儿 
何平 面 上 的 点 的 几何 表示 ， 他 向 自己 提出 了 研究 这 样 的 数 的 今天 
称 为 解析 函数 的 问题 。 

复数 2 十 钢 ， 其 中 i 表示 W 二 工 ,表示 点 (z, 仿 。 为 简单 起 见 ， 
可 以 用 一 个 字母 z 来 表示 z 十 乱 。 当 vy 在 任何 指定 的 连续 方式 
各 自 取 实 值 时 , 点 * 就 在 平面 上 移动 , 显然 不 是 随意 移动 ， 而 是 以 
由 zy 取 值 的 方式 所 决定 的 方式 移动 。 当 给 z 指定 一 个 值 时 ， 取 
一 个 单 值 的 任何 包含 的 表达 式 ,诸如 2 或 1/z 等 等 , 称 为 2 的 一 
个 单 信函 数 。 我 们 用 f(z) 表 示 这 样 一 个 函数 。 这 样 , 如 果 了 (2) 是 
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特定 的 函数 ,使 得 这 里 f(%) 一 (z 士 妃 六 一 公 二 209 十 区 凡 一 玫 一 
9 十 %zy 因 为 多 一 一 蕊 ,那么 显然 当 给 >, 即 z+ 多， 指定 任何 值 ， 
例如 z=2, y=3， 从 而 2=2 十 36 时 , 这 个 f(z) 就 因此 确切 地 决定 
了 一 个 值 ; 这 里 ,对 于 % 一 2 十 35, 我 们 得 到 **= 一 6 十 12%。 


Y 





Y 

并 不 是 所 有 的 单 值 函数 都 在 单 复 变量 函数 的 理论 中 进行 研 
究 ; 单 演 函 数 被 挑选 出 来 进行 详尽 的 讨论 。 在 我 们 描述 了 “ 单 演 ” 
意味 着 什么 以 后 ,再 来 说 明 这 样 做 的 原因 。 

让 z 移动 到 另 一 个 位 置 2。 函 数 f(z) 取 到 另 一 个 值 f(x 人 ), 由 
“代替 z 得到。 现在 用 变量 的 新 值 和 旧 值 之 差 去 除 函 数 的 新 值 和 
旧 值 之 差 Jsx) 一 /2) ,这样 就 有 [f(z 一 f(z)]/ (x 一 2), 正 象 在 计 
算 一 个 图 形 的 斜率 以 找 出 图 形 所 表示 的 函数 的 导数 时 做 过 的 那 
样 , 这 里 我 们 让 * 无限 接近 %， 从 而 f(z 人 ) 同 时 接近 f(z)。 但 是 此 
处 出 现 了 一 个 值得 注意 的 新 现象 。 

2/ 怎样 移动 到 与 * 重合 ,在 这 里 没有 一 条 统一 的 途 名 , 因为 z 
在 与 z 重合 之 前 , 可 以 经 由 无 限 多 个 不 同 的 路 径 , 在 复数 平面 上 移 
动 。 我 们 无 法 指望 当 x 与 4 重合 时 ，[f(z) 一 Fo)]/(e' 一 为 对 所 
有 这 些 路 径 的 极限 值 都 一 样 ， 一 般 说 来 是 不 一 样 的 。 但 是 如 果 
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f(z) 是 这 样 的 , 使 得 刚刚 描述 过 的 极限 值 , 对 移动 到 与 z 重合 时 
所 经 过 的 所 有 路 径 都 是 一 样 的 , 那么 就 说 了 (2) 在 z (或 者 在 代表 z 
的 点 ) 是 单 演 的 。 一 致 性 (以 前 描述 过 ) 和 单 演 性 是 单 复 变量 解析 
函数 的 特殊 的 特征 。 

流体 运动 (以 及 数学 电学 和 不 使 角度 扭曲 的 地 图 的 数学 表示 ) 
的 理论 的 广阔 领域 , 是 很 自然 地 由 单 变量 解析 函数 处 理 的 , 由 这 个 
事实 能 够 推断 出 解析 函数 的 一 些 重要 意义 。 假 定 这 样 一 个 函数 f(z) 
被 分 成 “ 实 ” 部 (不 含 “ 虚 单位 2 了 的 部 分 ) 和 “ 虚 ? 部 ， 比 如 说 .jz) = 
U+ 尔 。 对 于 特殊 的 解析 函数 “2, 我 们 有 了 = 四--%, 芒 = 2zy。 想 象 
一 个 在 平面 上 流动 的 流体 层 。 如 果 流 体 的 运动 没有 涡流 ， 运 动 的 
流 线 就 可 以 通过 画 出 曲线 了 一 5， 其 中 g 是 任意 的 实数 , 由 某 个 解 
析 函 数 (z) 得 到 , 同样 可 以 由 玉 =2 得 到 等 位 线 。 让 w 5 变动 ,我 
们 就 得 到 我 们 想 要 多 大 就 有 多 大 的 面积 内 运动 的 一 个 完整 的 图 
形 。 对 于 一 个 给 定 的 情形 ， 比 如 说 围绕 着 一 个 障碍 物流 动 的 流体 
的 情形 , 问题 的 困难 部 分 在 于 选择 什么 样 的 解析 函数 , 整个 事情 就 
大 大 倒退 了 ， 研 究 了 一 些 简单 的 函数 ， 寻 找 了 它们 适合 的 物理 问 
题 。 非 常 奇 怪 的 是 , 许多 这 些 人 为 地 准备 的 问题 , 被 证 明 在 空气 动 
力学 和 流体 运动 理论 的 其 他 实际 应 用 中 是 最 有 用 的 。 

单 复 变量 解析 函数 的 理论 ， 是 十 九 世纪 数学 取得 成 功 的 最 大 
领域 之 一 。 高 斯 在 给 贝 塞 尔 的 信 中 ， 说 明了 这 个 广阔 的 理论 中 的 
基本 定理 有 多 么 重要 , 但 是 他 没有 公开 它 , 而 留待 柯 西 和 后 来 的 维 
尔 斯 特 拉 斯 去 重新 发 现 。 由 于 这 是 数学 分 析 史 上 的 一 个 里 程 碑 ， 
我 们 要 简单 地 描述 它 ， 但 略 去 严格 的 公式 所 要 求 的 所 有 细微 的 区 
别 。 

想象 单 复 变量 z 在 一 个 没有 打 圈 或 担 结 的 有 限 长 的 闭 曲 线 上 ”551 
移动 。 我 们 直观 地 懂得 这 条 曲线 上 一 段 的 “长 度 ” 的 意义 是 什么 。 
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在 曲线 上 标 出 ?个 点 Pt1,， Pa,…，P。,，， 使 得 PiPs， 了 Ps，PaP4， 
…， 了 PP; 的 每 一 段 都 不 超过 某 个 预先 指定 的 有 限 长 度 1。 在 每 
一 个 这 样 的 线段 上 , 选 一 个 不 在 线段 的 两 端的 点 ; 对 相应 于 该 点 的 
z 的 值 , 形成 f(z) 的 值 ; 把 这 个 值 与 点 所 在 的 线段 的 长 度 相 乘 。 对 
于 所 有 的 自 都 同样 这 样 做 ， 再 把 结果 加 起 来 。 最 后 当 段 的 数目 无 
限 增 加 时 ， 取 这 个 和 的 极限 值 。 这 给 出 了 了 (z) 对 于 曲线 的 “ 线 积 
分 。 

这 个 线 积分 何 时 为 零 呢 ? 为 了 使 线 积分 为 零 ， 充 分 的 条 件 是 
了 f(z) 是 在 曲线 上 和 曲线 内 的 每 一 点 z 都 解析 (一 致 和 单 演 )。 

这 就 是 高 斯 在 1811 年 告诉 贝 塞 尔 的 伟大 定理 , 它 和 同一 类 型 
的 另 一 个 定理 , 在 独立 地 重新 发 现 它 的 柯 西 手 里 , 将 以 推论 的 形式 
产生 分 析 学 的 许多 重要 的 结果 。 


天 文学 并 没有 占据 高 斯 三 十 五 、 六 岁 时 的 全 部 惊人 的 精力 。 
1812 年 ， 这 一 年 拿破仑 的 大 军 拼命 挣扎 着 进行 穿 过 冰冻 的 平原 的 
后 卫 战 斗 , 也 是 在 这 一 年 , 高 斯 发 表 了 另 一 项 伟大 的 工作 ， 这 是 关 
于 超级 几何 级 数 


* ss 0 +» ss 9 
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cele+1)1x2 ’ 
的 工作 , 其 中 虚 点 表示 级 数 按照 所 示 的 规律 无 限 继 续 下 去 , 下 一 项 252 
是 


1 + pt 
C 


a(@+1) (a+2)2(b+1) (b+2) 08 
6C(6 二 IT)(e 十 2) 1X2X3” 


这 个 研究 报告 是 另 一 个 里 程 碑 。 正 如 已 经 指出 的 ， 高 斯 是 现 
代 第 一 个 严格 主义 者 。 在 这 项 工作 中 ， 他 决定 为 了 使 这 个 级 数 收 
敛 (在 本 章 早 些 时 候 解释 过 的 意义 上 ), 必须 给 4, 2，o, 2 加 上 一 些 
限制 。 这 个 级 数 本 身 不 只 是 为 了 训练 分 析 运 算 的 技巧 而 研究 它 ， 
然后 把 它 忘掉 的 教科 书 中 的 练习 。 它 作为 特殊 情形 一 -由 给 w， 
5, 6, 2 的 一 个 或 更 多 个 指定 特殊 值得 到 的 一 一 包括 了 分 析 中 的 许 
多 重要 的 级 数 , 例如 , 用 于 在 牛顿 天 文学 和 数学 物理 中 反复 出 现 的 
对 数 、 三 角 函 数 和 其 它 一些 函 数 的 计算 和 造 表 中 的 级 数 ; 广义 的 二 
项 式 定理 也 是 一 个 特例 。 通 过 研究 这 个 级 数 的 一 般 形式 ， 高 斯 一 
举 解决 了 许多 问题 。 从 这 项 工作 中 ， 发 展 出 了 对 十 九 世纪 物理 学 
中 的 微分 方程 的 许多 应 用 。 

选择 这 样 一 个 课题 来 认真 研究 ， 是 高 斯 的 特点 。 他 从 不 发 
不 知道 的 东西 。 当 他 发 表 什么 东西 时 , 它 不 仅 本 身 是 完成 了 的 ,而 
且 还 充满 了 许多 想法 , 足以 使 他 的 后 继 者 们 , 能够 把 高 斯 发 明 的 东 
西 应 用 到 新 的 问题 上 去 。 虽 然 由 于 篇 幅 所 限 ， 无 法 讨论 高 斯 对 纯 
数学 的 贡献 的 这 个 重要 特点 的 许多 例子 ， 但 是 甚至 在 最 简单 的 概 
述 中 , 有 一 个 例子 也 是 不 容 急 视 的 , 这 就 是 关于 双 二 次 互 反 律 这 项 
工作 。 它 的 重要 性 在 于 ， 它 给 高 等 算术 提供 了 一 个 完全 出 人 意料 
的 新 方向 。 





既然 已 经 解决 了 二 次 互 反 的 问题 ， 高 斯 考虑 任何 次 数 的 二 项 
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同 余 的 一 般 问题 就 是 很 自然 的 了 。 说 m 是 一 个 给 定 的 .不 能 用 素 
数 p 整 除 的 整数 , 设 % 是 一 个 已 知 的 正 整 数 , 如 果 还 能 找到 一 个 整 
数 v, 使 得 ?=m(mod p), 那么 就 称 n 为 的 一 个 % 次 剩余 ， 当 

”nw 一 4 有 时, m 是 的 一 个 双 二 次 剩余。 

253 二 次 二 项 同 余 (n 一 2) 的 情形 ,对 %% 超 过 2 时 没有 什么 提示 。 高 
斯 要 包括 在 他 的 “算术 研究 > 被 抛弃 了 的 第 八 节 ( 或 者 如 他 告诉 索 
非 * 热 尔 曼 的 ， 也 许 包含 在 计划 了 但 是 没有 实现 的 第 二 卷 ) 中 的 一 
个 内 容 是 , 讨论 这 些 高 次 同 余 ,研究 相应 的 互 反 律 , 即 z=:p(mod g)、 
wsg(mod p), 其 中 p, 9 是 有 理 数 , 之 间 的 相互 关系 (关于 可 解 或 
不 可 解 的 )。 特 别 是 mn=3, mn 一 4 的 情形 是 要 研究 的 。 

1825 年 的 论文 ， 以 伟大 的 先驱 者 们 的 全 部 勇气 开辟 了 新 天 
地 。 在 经 过 多 次 导致 了 无 法 忍受 的 复杂 程度 的 错误 开端 之 后 ， 高 
斯 发 现 了 进入 他 的 问题 中 心 的 “自然 "途径 ,有理 整数 2, 3, …… 
不 适 宣 于 双 二 次 互 反 律 的 论述 ,因为 它们 是 适 于 二 次 的 ; 必须 发 
明 一 类 全 新 的 整数 。 这 些 被 称 为 高 斯 复数 , 是 所 有 那些 形式 为 5 十 
6 的 复数 ， 其 中 o, 5 是 有 理 数 ,6 表示 \/ 二 了 。 

为 了 说 明 双 二 次 互 反 律 ， 必 需 对 这 些 复 整数 的 算术 可 除 性 规 
律 作 详尽 的 初步 讨论 。 敲 斯 作 了 这 样 的 讨论 ， 因 而 开始 了 代数 数 
的 理论 一 一 也 许 这 就 是 他 在 作出 对 费 马 大 定理 的 估计 时 脑子 里 所 
想到 的 。 对 于 三 次 互 反 Cn= 3)， 他 也 用 同 雁 的 方式 发 现 了 正确 的 
途径 。 他 关于 这 个 问题 的 工作 , 可 以 在 他 死 后 发 表 的 文章 中 找到 。 

当 我 们 讲 到 库 默 尔 和 戴 德 金 的 经 历时 ， 这 个 伟大 进展 的 重要 
性 就 更 清楚 了 。 和 暂时 只 需 说 高 斯 最 喜爱 的 弟子 艾 森 斯 坦 解 决 了 三 
次 互 反问 题 就 够 了 。 他 还 发 现 了 双 二 次 互 反 律 和 椭圆 函数 理论 的 
某 些 部 分 之 间 的 、 令 人 惊奇 的 联系 ， 高 斯 在 这 方面 作 过 深入 的 研 
究 , 但 是 没有 透露 他 发 现 了 甚么 。 
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高 斯 复 整数 当然 是 所 有 复数 的 一 个 子 类 , 人 们 可 能 会 认为 , 所 
有 的 数 的 代数 理论 , 会 产生 包括 整数 在 内 的 算术 理论 , 作为 一 个 平 
凡 的 细节 。 实 际 情况 决 不 是 这 样 的 。 与 算术 理论 相 比 ， 代 数理 论 
是 幼稚 而 容易 的 。 也 许 有 理 数 (形式 为 6/5 的 数 ， 其 中 w 5 是 有 
理 整数 ) 能 够 提出 为 什么 会 如 此 的 原因 。 我 们 总 是 能 够 用 一 个 有 
理 数 去 除 另 一 个 有 理 数 , 得 到 另外 一 个 有 理 数 : /5 用 oyd 除 , 产生 
有 理 数 od/og。 但 是 一 个 有 理 整 数 由 另 一 个 有 理 整数 去 除 , 并 不 总 
是 另 一 个 有 理 整数 :7 被 8 除 是 7/8。 因 此 , 如 果 我 们 必须 把 我 们 
限制 在 整数 这 个 数论 最 有 兴趣 的 情形 ， 我 们 就 在 起 步 之 前 缚 住 了 
我 们 的 双手 , 挫 住 了 我 们 的 双 脚 。 这 就 是 高 等 算术 比 代数 (高 等 或 
初等 ) 困 难 的 一 个 原因 。 





高 斯 还 在 几何 和 数学 对 大 地 测量 学 、 生 顿 引力 理论 和 电磁 学 
的 应 用 方面 ， 作 出 了 同等 重要 的 进展 。 一 个 人 怎么 可 能 完成 这 样 
大 量 的 最 高 水 平 的 工作 呢 ? 高 斯 以 他 特有 的 谦虚 宣称 ，“ 如 果 其 他 
人 也 象 我 这 样 思 考 数学 真理 , 也 象 我 这 样 深入 , 这 样 持久 , 那 末 , 他 
们 也 能 作出 我 所 作出 的 这 些 发 现 。” 也 许 是 这 样 。 高 斯 的 解释 使 
人 想起 牛顿 的 解释 。 当 有 人 间 牛 顿 ， 他 是 怎样 在 天 文学 中 作出 超 
过 所 有 他 的 前 辈 的 发 现时 ， 他 回答 , “总 是 想 着 它们 。” 对 牛顿 来 
说 , 这 也 许 是 平淡 无 奇 的 , 对 平常 人 就 不 是 这 样 了 。 

高 斯 不 由 自主 地 专注 于 数学 思想 -一 一 这 本 身 当然 也 需要 解释 
一 一 回答 了 围绕 着 他 的 一 部 分 迹 。 高 斯 年 轻 的 时 候 会 被 数 学 “ 抓 
住 ”% 他 在 和 朋友 们 谈话 的 时 候 , 会 突然 沉默 下 来, 沉浸 在 他 无 法 控 
制 的 思想 中 ， 一 动不动 地 站 在 那里 , 茫然 地 凝视 着 周围 的 一 切 。 过 
后 他 控制 住 了 自己 的 思想 一 一 或 者 它们 失去 了 对 他 的 控制 一 
他 有 意识 地 把 他 的 全 部 力量 用 于 解决 一 个 困难 问题 ， 直 到 成 功 为 
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止 。 他 一 旦 抓 住 了 一 个 问题 ,在 征服 它 之 前 是 不 会 放手 的 , 尽管 他 
可 能 会 同时 专注 于 几 个 问题 。 

他 在 一 个 这 样 的 例子 中 (参见 < 研究 > 636 页 ); 讲述 了 他 怎样 
在 长 达 四 年 之 久 的 时 间 里 ， 几 乎 没有 一 个 星期 不 花 一 些 时间 去 试 
着 解决 一 个 确定 的 符号 是 正 还 是 负 。 最 后 解答 自己 突然 出 现 了 。 
但 是 如 果 以 为 它 会 象 -- 颗 新 星 那 样 自己 冒 出 来 , 而 不 需要 那些 “ 浪 
费 了 ”的 时 间 , 那 就 完全 没有 抓 住 要 点 。 高 斯 经 常 在 花费 了 几 天 或 
儿 个 星期 毫 无 结果 地 从 事 某 项 研究 之 后 ， 在 经 过 了 一 个 不 眠 之 夜 
继续 工作 时 ， 发 现 障碍 消失 了 ， 全 部 解答 清楚 地 闪现 在 他 的 脑海 
中 。 紧 张 而 持久 地 集中 精力 的 能 力 , 是 他 的 秘密 的 -一 部 分 。 

这 种 在 自己 思考 的 世界 中 忘掉 自己 的 能 力 ， 高 斯 与 阿 基 米 德 
和 牛顿 是 相似 的 。 在 另外 两 个 方面 , 他 也 和 他 们 不 相 上 下 ; 他 具有 
精密 观察 的 天 赋 和 科学 独创 能 力 。 这 些 才 干 ， 使 他 能 够 设计 出 他 
的 科学 研究 所 必须 的 仪器 ,大 地 测量 学 中 的 回 光 仪 就 归功 于 高 斯 ， 
这 是 一 个 巧妙 的 装置 ,信号 可 以 利用 反射 光 即 刻 实地 传播 出 去 。 回 
光 仪 在 当时 是 一 大 进步 。 在 高 斯 手 里 ， 他 所 用 的 天 文 仪器 也 得 到 
”了 显著 的 改进 。 为 了 用 于 他 对 电磁 学 的 重 朗 研 究 ， 高 斯 发 明了 双 
线 磁 强 针 。 作 为 他 在 机 械 方面 的 独创 才能 的 最 后 一 个 例子 ， 我 们 
可 以 回想 他 在 1883 年 发 明了 电报 ， 他 眼 和 他 一 起 工作 的 威廉 * 韦 
伯 (《1804 一 1891)， 不 用 说 是 把 它 用 来 传送 消息 了 。 数 学 天 才 与 第 
一 流 的 实验 才能 的 结合 , 是 全 部 科学 中 一 种 极为 罕见 的 情形 。 

高 斯 本 人 极 少 关心 他 的 发 明 可 能 有 的 实际 用 途 。 他 象 阿 基 米 
德 一 样 , 宁 要 数学 , 不 要 地 上 的 全 部 王国 ， 别 人 可 以 采集 他 的 劳动 
的 实际 成 果 。 但 是 , 他 在 电磁 学 研究 中 的 合作 者 韦伯 , 清楚 地 看 到 
了 格 丁 根 的 这 个 小 小 的 电报 对 文明 意味 着 甚么 。 我 们 记得 铁路 在 
十 九 世 纪 三 十 年 代 初 刚刚 出 现 。 韦 伯 在 1835 年 预言 ,，“ 当 全 球 都 
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首 盖 上 一 张 铁 路 和 电报 的 网 时 , 这 张 网 所 提供 的 服务 , 就 可 以 与 人 
体 的 神经 系统 的 作用 相当 了 , 部 分 作为 运输 的 方法 , 部 分 作为 以 闪 
电 的 速度 传播 思想 和 大 事件 的 方法 。” 

我 们 已 经 提 到 过 高 斯 对 牛顿 十 分 钦佩 。 高 斯 知道 他 自己 的 一 
些 杰作 使 他 付出 了 多 么 巨大 的 努力 ， 因 此 他 由 圳 地 欣赏 牛顿 花 在 
他 最 伟大 的 工作 上 的 长 期 准备 和 不 间断 的 思考 。 和 牛顿 和 苹果 沙 下 
来 的 故事 使 高 斯 非常 愤慨 。“ 思 天 ! ”他 喊 道 , “如 果 你 愿意 ， 就 相 
信 这 个 故事 好 了 。 但 是 事情 的 真象 是 这 样 的 : 一 个 电 改 的 、 爱 管 闲 
事 的 人 问 牛 顿 ， 他 是 怎样 发 明 万 有 引力 的 。 牛 顿 看 出 他 是 在 和 一 
个 只 有 儿童 的 智力 水 平 的 人 打交道 , 想 要 如 开 这 个 讨厌 的 家 伙 , 就 
回答 说 一 个 苹果 掉 了 下 来 , 打 在 他 的 鼻子 上 。 那 个 人 完全 明白 了 ， 
非常 满意 地 走 开 了 。” 

苹果 的 故事 在 我 们 自己 的 时 代 也 有 过 反映 。 当 有 人 追问 爱 因 
斯 坦 , 是 什么 使 他 得 出 了 他 的 引力 场 理论 时 ， 爱 因 斯 坦 回 答 , 他 问 
过 一 个 从 房子 上 掉 下 来 , 落 在 一 堆 干 草 上 没有 受伤 的 工人 , 他 在 下 
落 的 途中 是 否 注意 到 了 重力 的 “ 力 ” 在 拉 他 。 当 被 告知 没有 力 拉 过 
他 时 , 爱 因 斯 坦 立 刻 看 出 , 在 时 空 的 一 个 充分 小 的 范围 内 ,“ 引 力作 
用 ”能 够 由 观察 者 (下 落 的 工人 ) 的 参照 系 的 一 个 加 速度 来 代替 。 这 
个 故事 , 如 果 是 真 的 , 也 可 能 全 是 胡说 。 使 爱 因 斯 坦 产生 他 的 想法 
的 , 是 为 了 掌握 两 个 意大利 数学 家 里 奇 和 莱 维 +: 奇 维 塔 的 张 量 微 积 
分 ， 而 花费 了 几 年 的 艰苦 劳动 。 这 两 位 数学 家 本 人 是 黎 曼 和 克 里 
斯 托 费 尔 的 弟子 , 而 这 两 人 又 受到 了 高 斯 的 几何 工作 的 启迪 。 

高 斯 也 对 阿 基 米 德 无 限 钦佩 。 他 在 谈 到 阿 基 米 德 时 说 ， 我 不 
能 理解 阿 基 米 德 怎么 会 没有 发 明 计数 法 的 十 进 制 或 与 它 相等 的 东 
西 (有 与 10 不 同 的 基数 )。 阿 基 米 德 设计 了 一 种 远 远 超出 希腊 记 
号 的 表示 能 力 的 方法 。 用 来 书写 和 处 理 数 字 ， 他 的 这 项 完全 非 希 
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腊 式 的 工作 , 按照 高 斯 的 说 法 , 已 经 把 十 进 制 记 数 法 及 其 最 首要 的 


位 值 原理 (325=3x10?+2x10+5) 掌握 在 他 手 里 了 。 高 斯 把 这 
个 疏忽 看 成 是 科学 史上 最 大 的 灾难 。“ 要 是 阿 基 米 德 作出 了 那个 
发 明 , 现在 的 科学 就 会 上 升 到 甚么 样 的 高 度 啊 ! ”他 喊 道 , 想到 他 自 
己 的 那 一 大 堆 算 术 和 天 文学 计算 , 要 是 没有 十 进 制 记 数 法 的 话 , 其 
至 对 他 说 来 这 些 计 划 也 是 不 可 能 的 。 高 斯 充分 重视 改进 了 的 计算 
方法 对 全 部 科学 的 重要 意义 , 他 在 自己 的 计算 上 拼命 工作 , 直到 把 
好 多 页 的 数字 化 简 为 几乎 一 眼 就 能 扫 过 去 的 儿 行 为 止 。 他 自己 的 
许多 计算 工作 是 用 心算 的 ; 改进 计算 方法 是 想 要 给 那些 没有 他 那 
么 高 的 天 赋 的 人 。 

尽管 高 斯 对 有 关 统 计 学 、 保 险 学 和 “政治 算术 ”科学 的 一 切 问 


题 ， 都 有 浓厚 的 兴趣 和 洞察 力 ， 使 他 足以 成 为 一 名 优秀 的 财政 大 


臣 , 但 是 他 与 牛顿 晚年 不 同 ， 担 任 公职 的 奖赏 从 来 没有 吸引 过 他 。 
一 直到 他 最 后 患 病 ， 他 始终 满足 于 他 的 科学 和 他 简单 的 消遣 。 广 
泛 阅 读 欧洲 文学 和 古代 经 典 著作 , 对 世界 政治 的 带 批 判 性 的 关心 ， 
掌握 外 国语 言 和 新 的 科学 (包括 植物 学 和 采矿 学 )， 这 些 就 是 他 的 
业余 爱好 。 

英国 文学 特别 吸引 他 ， 尽 管 象 莎 土 比 亚 的 悲剧 那些 比较 阴暗 
的 方面 ， 使 这 位 对 一 切 形式 的 苦难 都 异常 敏感 的 伟大 数学 家 受 不 
了 。 他 小 心 辟 辟 地 挑选 着 欢快 些 的 名 著 。 沃 尔 特 * 司 各 特 副 士 (他 
是 高 斯 的 同 代 人 /7 的 小 说 一 出 版 , 他 就 热心 地 阅读 , 但 是 < 凯 尼 尔 沃 
思 > 的 不 举 结 局 使 高 斯 难过 了 好 几 天 , 他 后 悔 读 了 这 本 小 说 。 司 各 
特 的 一 处 失误 , “月亮 在 西北 方 明朗 地 升 起 ”， 把 他 逗 得 大 笑 起 来 ， 
一 连 好 几 天 ， 他 忙 着 在 他 能 找到 的 所 有 的 本 子 上 改正 这 个 错误 。 
他 尤其 襄 欢 用 英文 写 的 历史 著作 ， 特 别 是 吉本 的 < 罗马 帝国 的 训 
亡 > 和 麦 考 莱 的 < 英国 史 >。 
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对 于 他 的 转瞬 即 逝 的 年 轻 的 同 代 人 拜 伦 爵 士 ， 高 斯 几乎 是 抱 
着 反感 的 。 拜 伦 的 装 腔 作 势 , 他 那 唆 唆 不 休 的 悲观 厌 世 , 他 那 娇 择 
造作 的 愤世嫉俗 , 以 及 他 那 浪漫 派 的 漂亮 面孔 , 完全 迷 住 了 多 愁 善 
感 的 德意志 人 , 甚至 超过 了 他 对 感觉 迟钝 的 英国 人 的 吸引 力 , 这 些 
英国 人 一 一 至 少年 龄 较 长 的 男人 一 一 认为 拜 伦 有 点 象 头 豆 驴 。 高 
斯 看 透 了 拜 伦 的 装模作样 , 并 且 讨 厌 他 。 没 有 一 个 象 拜 伦 那 样 沉 缅 
于 醇 酒 与 美人 的 人 , 能够 象 这 位 眼睛 发 亮 . 手 发 显 的 下 流 诗人 那样 
自称 厌倦 了 这 个 世界 。 

就 一 位 有 知识 的 德国 人 来 说 ， 高 斯 对 他 本 国文 学 的 趣味 是 有 
些 不 平常 的 。 耶 安 .保罗 是 他 喜爱 的 德国 诗人 ; 对 哥 德 和 席 勒 一 一 
他 们 的 生活 部 分 与 他 自己 相 重 僵 一 一 他 评价 不 很 高 , 他 说 , 哥 德 是 
不 令 人 满意 的 。 由 于 和 席 勒 的 哲学 原则 完全 不 一 致 , 高 斯 不 喜欢 他 
的 诗 。 他 把 < 顺从 > 称 为 一 部 变态 神明 的 腐化 堕落 的 诗 ， 在 他 那 一 
册 的 页 边 上 写 着 “ 靡 非 斯 特 ! ”@ 

高 斯 终生 保持 着 他 青年 时 代 掌 握 语言 的 能 力 。 语 言 对 于 他 不 
仅 是 一 种 爱好 。 在 他 年 事 日 高 的 时 候 ， 为 了 检验 他 的 脑子 的 灵活 
程度 ， 他 会 有 意 地 去 学 习 一 种 新 的 语言 。 他 认为 这 种 练习 有 助 于 
使 他 的 脑子 保持 年 轻 。 他 在 六 十 二 岁 时 开始 认真 学 习 俄 文 ， 没 有 
任何 人 的 帮助 ， 两 年 不 到 他 就 能 流畅 阅读 用 俄 文 写 的 散文 和 诗 体 
著作 ， 并 且 完 全 用 俄 文 和 他 在 圣彼得堡 的 科学 界 朋友 们 通信 。 在 
格 丁 根 访问 过 他 的 俄国 人 , 认为 他 讲 俄语 也 很 流畅 。 他 象 喜欢 英国 : 
文学 那样 喜欢 俄国 文学 。 他 也 试 过 梵文 , 但 不 喜欢 它 。 

他 的 第 三 个 爱好 是 世界 政治 ， 每 天 都 要 花费 他 一 小 时 左右 的 
时 间 。 他 定期 去 文献 博物 馆 , 通过 阅读 博物 馆 订阅 的 全 部 报纸 , 从 





电 ”欧洲 中 世纪 关于 浮 士 德 的 传说 中 的 魔 披 。 一 一 译 者 
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伦敦 的 < 内 晤 士 报 > 到 格 丁 根 的 地 方 报 , 他 随 导 了 解 发 生 的 事 作 ， 

在 政治 方面 , 知识 上 的 贵族 高 斯 是 彻底 的 保守 派 ,但 是 决 不 反 
动 。 他 所 处 的 时 代 ， 国 办公 都 动 葛 不 安 。 暴 民 统治 和 形形色色 的 
政治 暴行 使 他 产生 了 一 一 如 他 的 朋友 冯 沃 尔 特 豪 森 所 说 一 一 “一 
种 难以 形容 的 恺 惧 。2?1848 年 的 巴黎 起 义 使 他 极为 泪 形 。 

高 斯 本 人 出 身 寒 微 ， 从 婴儿 时 期 就 熟悉 “人 民 群 众 ” 的 智力 和 
道德 , 他 记得 他 所 看 见 的 , 他 认为 < 人民 ”的 智力 、 道 德 和 政治 敏感 
总 的 看 来 ， 正 象 患 惑 民心 的 政客 所 发 现 和 认为 的 那样 一 一 都 
是 极端 低下 的 。 

当 卢 梭 的 “自然 状态 的 人 ” 卫 集 成 为 暴民 ,或 者 当 人 们 在 内 阁 、 
议会 .国会 和 参议 院 中 协商 时 , 这 种 对 于 人 所 固有 的 道德 、 正 直 和 
智慧 的 怀疑 , 无 疑 部 分 是 由 于 高 斯 作为 一 个 科学 家 , 熟知 在 法 国 大 
革命 最 初 的 日 子 轩 , “自然 状态 的 人 ”是 怎样 对 待 法 国 科 学 家 的 。 也 
许 真如 革命 者 们 宣称 的 , “人 民 不 需要 科学 , ”但 是 对 于 一 个 具有 高 
斯 的 性 格 的 人 人， 这样 的 声明 是 一 个 挑战 。 为 了 接受 这 个 挑战 ， 高 
斯 这 方面 也 表示 了 他 对 一 切 为 了 自己 的 利益 而 把 人 民 引 上 骚乱 的 
“人 民 的 领袖 们 ”的 尖 刻 的 万 视 。 当 他 年 老 时 ， 他 认为 不 论 在 任何 
国家 , 和 平和 简单 的 满足 是 唯一 的 好 事 。 他 说 , 如 果 德 意志 发 生 内 
战 , 他 宁愿 立即 死 掉 。 他 把 庞大 的 拿破仑 方式 的 国外 征服 , 视 为 不 
可 理解 的 疯狂 。 

这 些 保守 的 情绪 , 并 不 是 一 个 号 召 全 世界 项 视 天 体力 学 规律 ， 
停滞 在 一 个 慢 死 的 、 一 成 不 变 的 .过 去 的 天 堂 中 的 反动 分 子 的 情绪 。 
高 斯 相信 改革 一 一 只 要 它们 是 明智 的 。 如 果 脑 子 不 能 去 判断 甚么 
时 候 改 革 是 明智 的 ， 甚 么 时 候 不 是 明智 的 ， 那 么 人 体 还 有 甚么 器 
官能 去 判断 呢 8 高 斯 有 足够 的 头脑 ， 看 出 他 自己 那 改革 的 一 代 人 
中 ， 一 些 伟大 的 大 政治 家 的 野心 在 把 欧洲 引 向 何 处 。 表面 现象 并 
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不 能 取得 他 的 信任 。 

高 斯 的 比较 进步 的 朋友 们 ， 把 他 的 保守 主义 归 知 于 他 把 自己 
紧 紧 局 限于 他 的 工作 。 这 或 许 有 些 关 系 。 高 斯 一 生 的 最 后 二 十 七 
年 , 只 有 一 次 是 在 天 文 台 以 外 度 过 的 , 那 时 他 为 了 让 亚历山大 : 冯 。 
洪 堡 高 兴 , 而 去 柏林 参加 了 一 次 科学 会 议 , 洪 堡 是 想 要 在 那里 炫耀 
他 。 但 是 一 个 人 并 不 是 总 得 飞 遍 各 地 去 看 在 发 生 些 什么 事 。 头 脑 
和 阅读 报纸 (即使 在 它们 说 谎 的 时 候 ) 和 政府 报告 (特别 是 在 它们 
说 谎 的 时 候 ) 的 能 力 ; 有 时 比 再 多 的 观光 访问 和 旅馆 休息 室 里 的 闲 
扯 都 更 好 些 。 高 斯 呆 在 家 里 , 读 报 , 几乎 读 的 东西 都 不 相信 , 思考 ， 
得 出 了 真理 。 

高 斯 的 另 一 个 力量 来 源 , 是 他 在 科学 上 的 安详 从 容 ,和 完全 没 
有 个 人 野心 。 他 的 全 部 野心 就 是 促进 数学 的 发 展 。 当 对 手 们 怀疑 
他 坚持 说 的 他 早已 预见 到 它们 一 一 不 是 吹牛 ， 而 是 与 他 手 上 处 理 
的 问题 有 关 的 事实 一 一 时 ， 高 斯 没有 拿 出 他 的 日 记 来 证 实 他 的 优 
先 权 , 而 是 让 他 的 陈述 立 脚 于 它 自 身 的 价值 。 

勒 让 德 是 这 些 怀疑 者 中 最 直言 不 讳 的 。 有 一 次 经 历 使 他 成 为 
高 斯 终生 的 敌人 。 高 斯 在 他 的 < 天体 运 动 理论 ?中 曾经 提 到 他 很 早 
发 现 的 最 小 平方 法 。 勤 让 德 在 高 斯 之 前 , 于 1806 年 发 表 了 这 个 方 
法 。 他 怀 着 极 大 的 愤怒 写 信 给 高 斯 , 实际 上 是 指责 他 不 诚实 , 并 抱 
怨 说 高 斯 有 那么 丰富 的 发 现 ,“ 原 可 以 顾及 体面 ， 不 次 用 最 小 平方 
法 ， 那 是 勒 让 德 视 为 他 自己 最 珍爱 的 东西 的 。 拉 普 拉 斯 加 入 了 这 
场 争吵 。 他 没有 说 他 是 否 相信 和 高 斯 所 肯定 的 ， 确 实 比 勒 让 德 领先 
证 年 或 者 更 早 , 但 是 他 保持 他 一 向 讨好 的 态度 。 高 斯 显然 不 屑 于 就 
这 件 事 再 争论 下 去 。 但 是 他 在 给 一 个 朋友 的 信 中 指出 了 证 据 ， 要 
是 高 斯 不 是 那么 “傲慢 而 不 悄 于 争吵 ”， 这 个 证 据 当 时 就 可 以 结束 
这 场 争论 。 他 说 , “我 在 1802 年 就 把 这 整个 问题 告诉 奥 尔 贝 斯 了 。” 
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而 如 果 勤 让 德 对 此 有 所 怀疑 , 他 本 可 以 问 问 奥 尔 贝 斯, 他 手 上 有 手 


稿 。 

这 次 争论 对 数学 后 来 的 发 展 是 最 不 幸 的 ， 因 为 勒 让 德 把 他 没 
有 根据 的 怀疑 告诉 了 雅 可 比 ， 这 样 就 阻止 了 那 位 椭圆 函数 理论 的 
才华 模 溢 的 青年 开发 者 ， 与 高 斯 建立 起 亲密 的 关系 。 这 场 误会 万 
其 令 人 遗憾 的 是 , 因为 勒 让 德 是 一 个 品德 高 尚 的 人 , 他 本 人 是 极为 
公正 的 。 他 命中 注定 要 在 一 些 领域 里 被 比 他 富 于 想象 力 的 数学 家 
超过 , 他 漫长 而 勤劳 的 一 生 , 大 部 分 都 花费 在 这 些 领域 中 ， 而 他 的 
辛劳 被 年 轻 人 一 一 高 斯 、 阿 贝 耳 和 雅 可 比 一 一 表明 是 多 余 的 。 高 
斯 在 每 一 步 都 走 在 惑 让 德 前 面 。 然 而 当 勤 让 德 指责 高 斯 做 事 不 公 
正 时 , 高 斯 感到 他 本 人 在 危难 时 被 含 弃 了 。 他 写 信 给 舒 马赫 (1806 
年 7 月 30 日 ), 埋怨 说 ,“ 和 看 来 我 是 命中 注定 , 几乎 在 我 所 有 的 理论 
工作 中 都 与 勒 让 德 磁 车 。 在 高 等 算术 中 ， 在 与 椭圆 求 长 法 [寻找 
曲线 的 张 长 过 程 ] 有 关 的 超越 函数 的 研究 中 , 在 几何 的 基础 中 ， 都 
是 这 样 , 而 现在 , 这 儿 [ 在 最 小 平方 法 中 ， 它 ]…… 也 用 在 勒 让 德 的 
工作 中 , 而 且 确 实用 得 很 漂亮 。” 

随 着 高 斯 死 后 发 表 的 著作 和 前 些 年 的 大 量 通 信 的 详尽 出 版 ， 
所 有 这 些 老 的 争论 都 彻底 解决 了 。 结 果 对 高 斯 有 利 。 还 剩 下 另 一 
方面 他 是 受到 批评 的 ， 这 就 是 他 对 欢迎 别人 的 伟大 工作 ， 特 别 是 
比较 年 轻 的 人 的 工作 ， 缺 乏 热诚 。 当 柯 西 开始 发 表 他 在 单 复 变量 
函数 理论 中 的 光辉 发 现时 ， 高 斯 对 它们 置 车 问 闻 。 这 位 数学 家 之 
王 没 有 对 这 个 年 轻 的 法 国人 说 一 句 赞 扬 或 鼓励 的 话 。 是 蚜 ， 为 什 
么 要 说 呢 ? 高 斯 本 人 (如 我 们 所 知 ) 在 柯 西 开始 这 项 工作 以 前 很 多 
年 ， 就 已 得 出 了 这 个 问题 的 实质 。 一 篇 关于 这 个 理论 的 论文 将 成 
为 高 斯 的 一 篇 名 著 。 还 有 , 当 哈 密 顿 关于 四 元 数 的 著作 (下 一 章 将 
要 论述 ) 在 1852 年 , 高 斯 去 世 前 三 年 , 引起 他 的 注意 时 ， 他 什么 也 
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没有 说 。 他 为 什么 要 说 呢 ? 这 个 问题 的 关键 早已 记 在 他 三 十 多 年 
前 的 笔记 中 了 。 他 保持 沉默 ， 没 有 提出 他 的 优先 权 。 正 如 对 他 在 
单 复 变 量 函 数理 论 .椭圆 函数 和 非 欧 几 何 中 的 领先 地 位 一 样 , 高 斯 
满足 于 做 了 这 些 工作 。 
四 元 素 的 要 旨 在 于 这 样 一 种 代数 , 它 之 于 三 维 空间 中 的 旋转 ， 
就 象 复数 的 代数 之 于 平面 的 旋转 。 但 是 在 四 元 素 ( 高 斯 称 它们 为 
变换 ) 中 , 代数 的 一 个 基本 规则 打破 了 , sx 35xa 不 再 成 立 ， 而 
且 不 可 能 作出 保持 这 个 规则 的 三 维 旋转 的 代数 。 十 九 世 纪 的 一 个 
伟大 的 数学 天 才 哈 密 顿 , 以 爱尔兰 人 的 充沛 的 精力 , 记录 了 他 是 怎 
样 为 发 明 一 个 能 够 满足 要 求 的 、 无 矛盾 的 代数 奋斗 了 十 五 年 , 一 直 
到 一 个 幸福 的 灵感 使 他 想到 , 在 他 寻找 的 代数 中 xxz2 不 等 于 5x 
w。 高 斯 没有 说 他 用 了 多 长 时 间 达 到 这 个 目的 ; 他 只 是 用 了 几 页 纸 
记录 了 他 在 代数 中 的 成 功 , 没有 给 数学 留 下 更 多 想像 的 余地 。 
如 果 说 高 斯 在 他 发 表 的 表示 感谢 的 言词 中 有 点 冷漠 ， 对 那些 
竭力 找 他 交往 , 以 求 得 无 私 的 探讨 的 人 , 他 和 他 们 的 通信 以 及 科学 
方面 的 关系 , 都 是 很 亲切 的 。 他 在 科学 上 的 友谊 之 一 , 不 仅 是 出 于 
数学 上 的 兴趣 , 它 表明 了 高 斯 对 待 妇 女 科 学 工作 者 的 开明 观点 。 他 
在 这 方面 的 博大 胸襟 , 对 他 那 一 代 的 任何 人 来 说 也 是 很 突出 的 ; 对 
一 个 德意志 人 来 说 更 是 没有 先例 的 。 
这 里 论 及 的 这 位 女士 是 索 菲 . 热 尔 曼 (1776 一 1831) 一 一 正好 
比 高 斯 大 一 岁 。 她 和 高 斯 从 未 见 过 面 ， 在 格 丁 根 大 学 根据 高 斯 的 
推荐 , 授与 好 名誉 博士 学 位 之 前 , 她 在 巴黎 去 世 。 由 于 一 种 奇怪 的 
巧合 , 我 们 将 看 到 十 九 世纪 最 杰出 的 女 数学 家 ， 另 一 位 索 非 ,在 柏 
林 大 学 因为 性 别 关 系 拒绝 授与 她 学 位 的 许多 年 以 后 ， 从 这 同一 所 
开明 的 大 学 获得 她 的 学 位 。 对 于 妇女 ， 索 非 似乎 是 一 个 幸运 的 名 
字 一 一 只 要 她 们 与 宽 宏 大 度 的 教师 交往 。 我 们 这 个 时 代 的 主要 女 
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数学 家 埃 米 . 纳 脱 (1882 一 1935) 也 是 来 自 格 丁 根 。@ 


索 菲 热 尔 曼 在 科学 方面 的 兴趣 包括 声学 、 弹 性 的 数学 理论 ， 
以 及 高 等 算术 , 她 在 所 有 这 些 领域 中 都 作 了 出 色 的 工作 。 特 别 是 对 
研究 费 马 大 定理 作出 了 一 项 贡献 , 这 项 贡献 在 1908 年 导致 美国 数 
学 家 伦 纳 德 ' 尤 金 迪克 森 (1874 一 ”) 在 这 方面 取得 很 大 的 进展 。 

索 菲 被 < 算术 研究 > 所 深 深 吸 引 ， 写 信 把 她 自己 在 算术 方面 的 
一 些 意见 告诉 了 高 斯 。 她 担心 高 斯 会 对 女 数 学 家 怀 有 偏见 ， 便 用 
了 一 个 男人 的 名 字 。 高 斯 对 这 位 有 无 赋 的 通信 者 评价 很 高 ， 用 优 
美的 法 语 称呼 她 为 “ 勤 布朗 先生 。?” 

法 至 入 侵 汉 诺 威 时 , 索 菲 做 了 一 件 对 高 斯 有 利 的 事 , 这 时 勒 布 
朗 不 得 不 脱 下 她 的 一 一 或 他 的 一 一 伪装 ， 向 高 斯 泄露 了 她 的 真实 


姓名 。1807 年 4 月 30 日 ， 高 斯 号 信 对 他 的 通信 者 为 了 他 的 缘故 


与 法 国 将 军 佩 尔 内 进行 交涉 , 表示 感谢 ， 并 对 这 场 战争 深 表 遗憾 。 
接着 , 他 高 度 赞扬 了 她 , 并 表示 了 他 本 人 对 数论 的 热爱 。 由 于 后 面 
一 点 是 特别 有 趣 的 , 我 们 从 这 封 信 中 摘录 一 段 , 它 表明 了 高 斯 富 于 
人 情 味 的 亲切 的 一 面 。 

“但 是 怎么 向 你 描述 看 见 我 尊敬 的 勒 布朗 先生 把 他 自己 变 成 
了 这 位 杰出 的 人 物 [ 索 菲 : 热 尔 曼 ] 时 , 我 的 钦佩 和 惊讶 呢 ， 这 位 杰 
出 人 物 对 于 我 发 现 是 难以 置信 的 东西 ,作出 了 这 样 光 辉 的 榜样 。 对 
一 般 抽象 科学 , 首先 是 对 数 的 奥秘 发 生 兴趣 , 是 极为 罕见 的 ， 我 们 
不 会 对 此 感到 惊讶 ; 这 门 卓越 的 科学 , 只 向 那些 有 勇气 深入 探索 它 


的 人 .展现 它 迷 人 的 魅力 。 按 照 我 们 的 习惯 和 偏见 , 女性 要 熟悉 这 


四 说 “来 自 " 是 对 的 。 当 嗅觉 灵敏 的 纳粹 因为 弗 劳 莱 因 : 纳 脱 是 犹太 人 而 将 她 从 
德国 驱 耿 出 境 时 ， 宾 夕 法 尼 亚 大 学 的 布 粹 轴 . 莫 尔 学 院 接纳 了 她 。 她 是 世界 上 最 富 于 
创造 力 的 抽象 代数 学 家 。 新 日 耳 曼 启蒙 运动 开始 不 到 一 星期 , 格 丁 根 便 失 去 了 高 斯 所 
珍爱 的 、 并 奋斗 终生 力求 维护 的 开明 与 公正 。 
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些 棘手 的 研究 工作 , 必定 会 遇 到 比 男 性 多 得 多 的 困难 , 但 是 当 一 个 
女性 成 功 地 越过 了 这 些 障碍 , 深入 到 其 中 最 难 解 的 部 分 时 , 那 就 毫 
无 疑问 ， 她 必定 具有 最 崇高 的 勇气 、 非 凡 的 才能 和 超人 一 等 的 天 
才 。 确 实 ， 没 有 什么 东西 能 以 如 此 令 人 高 兴 而 明确 的 方式 向 我 证 
明 , 这 门 以 如 此 多 的 欢乐 丰富 了 我 的 生活 的 科学 的 鹃 引力 , 不 是 如 
你 喜欢 用 来 为 它 增辉 而 说 的 : 是 幻想 中 的 。” 他 接 下 去 和 她 讨论 数 
学 。 这 封 信 结 束 时 的 日 期 , 令 人 高 兴 地 提 到 . “Brongvi3 ce 30 Avril 





的 生日 。” 
高 斯 1807 年 7 月 .21 日 写 久 他 的 朋友 奥 尔 员 斯 的 一 封 信 表 
明 ,他 不 仅 只 是 出 于 对 一 个 年 轻 的 女 敬 医者 的 礼 狐 。“-…… 拉 格 朗 
日 对 天 文学 和 高 等 算术 很 感 兴趣 ; 有 两 个 试验 定理 (对 于 什么 样 的 
素数 ,2 是 三 次 剩余 或 双 二 次 剩余 ) 我 前 不 久 也 况 写 信 告 诉 过 他 的 ， 
他 认为 是 “属于 最 美妙 而 最 难 证 明之 列 前 !。 但 是 索 菲 , 热 尔 曼 把 这 
些 定理 的 证 明 寄 给 了 我 ; 我 还 没 渔 来 得 及 把 它们 看 完 , 但 是 我 相信 
它们 是 对 的 , 至 少 她 是 从 正确 的 方向 着 手 解 次 这 个 问题 的 , 只 不 过 


稍微 哩 味 了 一 些 ……” 高 斯 所 说 的 那些 定理 是 , 对 于 什么 样 的 奇数 


2， 0 p), z=2(mod 2) 是 可 解 的 。 
RE 需 
要 写 一 本 很 厚 的 书 ( 也 许 比 写 牛顿 所 需要 的 篇 幅 还 要 长 )。: 这 里 我 
们 只 能 考虑 一 些 还 没有 提 到 的 、 比 较 重 要 的 工作 , 我 们 将 选择 那些 
给 数学 增添 了 新 方法 ， 或 者 圆满 解决 了 突出 问题 的 工作 。 从 粗略 
然而 方便 的 时 间 玫 (由 高 斯 著作 的 编辑 们 编排 的 ) 中 ， 我 们 概括 高 
斯 在 1800 年 以 后 兴趣 所 在 的 主要 领域 如 下 ; 1800--1820 年 ,天 文 
学 1820 一 1830 年 ， 测 地 学 、 山 本 理 论 、 保 角 喘 射 ， 1830 一 1840 
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年 , 数学 物理 , 特别 是 电磁 学 、 地 磁 学 ， 和 根据 牛顿 定律 的 引力 理 
论 ; 1841 一 1855 年 , 拓扑 学 , 与 单 复 变量 函数 相 联系 的 几何 。 

高 斯 在 1821 一 1848 年 期 间 ， 是 汉诺威 ( 格 丁 根 当时 在 汉诺威 
政府 管辖 之 下 ) 和 丹麦 政府 在 广泛 的 测 地 勘测 中 的 科学 顾问 。 高 
斯 积极 投身 于 这 项 工作 。 他 的 最 小 二 乘法 和 他 在 设计 处 理 大 量 数 
值 数 据 的 格式 方面 的 技巧 ,有 了 充分 发 挥 的 机 会 ,但 是 更 重要 的 是 ， 
在 精确 测量 一 部 分 大 地 曲面 中 出 现 的 问题 ， 无 疑 提 出 了 与 所 有 曲 
面 有 关 的 更 深刻 、 更 一 般 的 问题 。 这 些 研究 将 引出 相对 论 的 数学 。 
这 个 课题 并 不 是 新 的 , 高 斯 的 几 位 前 非 , 特别 是 欧 拉 、 拉 格 朗 日 和 
蒙 日 , 已 经 研究 过 关于 一 些 类 型 的 曲面 的 几何 , 但 是 它 仍然 有 待 于 
高 斯 去 解决 全 部 一 般 性 的 问题 ， i a 
第 一 个 伟大 的 时 期 。 

微分 几何 可 以 被 粗略 地 描述 为 在 一 个 点 的 邻近 处， 使 得 距离 
的 高 于 二 次 的 寡 可 以 被 省 略 , 对 曲线 ` 曲 面 等 等 的 性 质 的 研究 。 黎 
曼 受 到 这 项 工作 的 启发 ,在 1854 年 写 出 了 构成 几何 基础 的 假设 的 
经 典 论文 , 接着 开始 了 微分 几何 的 第 二 个 伟大 的 时 期 ， 今天 它 被 应 
用 于 数学 物理 , 特别 是 广义 相对 论 中 。 

高 斯 在 他 的 关于 曲面 的 著作 中 考虑 的 三 个 问题 ， 所 出 了 对 地 
学 和 科学 具有 重要 意义 的 理论 ， 这 三 个 问题 是 曲率 的 测量 ， 保 角 表 
示 ( 即 映射 ), 和 项 面 的 可 贴 性 。 : 

“弯曲 的 ”时 空 ， 是 对 一 个 用 四 不 奴 标 而 不 是 必 两 个 坐标 描述 
的 “空间 ”的 熟知 且 可 见 的 曲率 的 纯 数 学 扩展 ， 它 的 不 必要 的 神秘 
运动 是 高 斯 关于 曲面 的 工作 的 自然 发 展 。 他 的 一 个 定义 说 明了 这 
一 切 的 合理 性 。 问 题 是 要 设想 出 一 些 精 确 的 方法 ，, 来 描述 曲面 的 
“曲率 ”怎样 从 曲面 的 一 个 点 变 到 另 一 个 点 ， 这 种 描述 必须 满足 我 
们 对 于 “弯曲 得 多 ”和 “弯曲 得 不 多 ”的 直观 感觉 。 
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由 一 个 没有 扭 结 的 闭 曲 线 O 围 成 的 曲面 ,其 任何 部 分 的 全 曲 
面 是 如 下 定义 的 。 曲面 在 给 定点 的 法 线 是 通过 该 点 的 直线 , 它 生 
直 于 在 给 定点 与 曲面 相 切 触 的 平面 。0 的 每 一 个 点 处 有 一 根 曲 面 
的 法 线 。 想 象 所 有 这 些 画 出 来 的 法 线 。 现 在 ， 想 象 从 一 个 半径 为 
单位 长 度 的 球 (可 以 在 与 所 考虑 的 曲面 有 关 的 任何 位 置 ) 的 中 心 ， 
画 出 所 有 平行 于 O 的 法 线 的 射线 。 这 些 射线 将 在 单位 半径 的 球 
上 交 出 一 条 曲线 , 比如 说 0'。 球 面 上 由 0' 围 出 的 那 一 部 分 的 面 
积 ， 就 定义 为 给 定 曲面 上 由 0 围 出 的 那 一 部 分 的 侈 项 率 。 稍 微 想 
象 一 下 就 会 看 出 , 这 个 定义 与 所 要 求 的 普通 概念 是 一 致 的 。 








”高 斯 在 曲面 研究 中 开拓 的 另 一 个 基本 概念 是 参数 表示 。 

”表示 平面 上 的 一 个 特殊 点 , 要求 两 个 坐标 ,在 球面 或 象 地 球 那 
样 的 球体 上 也 一 样 : 在 这 种 情形 下 耸 标 可 以 被 想象 为 经 度 和 纬度 。 
这 说 明了 二 维 流 形 意味 着 什么 。 一 般 说 来 , 如 果 要 表示 (使 具有 个 
性 ) 一 类 东西 (点 .声音 .颜色 、 钱 ) 中 的 每 一 个 特殊 成 员 ， 愉 好 个 
数 是 充分 必 和 需 的 ， 那 么 就 说 这 个 类 是 一 个 % 维 流 形 。 在 这 样 的 走 
示 中 ,人们 同意 , 只 给 类 中 成 员 的 一 些 特点 指定 数 。 这 样 ， 如 果 我 
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们 只 考虑 声音 的 音 高 ,我 们 就 有 了 一 个 一 维 流 形 ,因为 一 个 数 ,声音 
的 振动 频率 , 就 足以 决定 音 高 ; 如 果 我 们 加 上 声 高 一 -在 某 个 适当 
的 音阶 上 测定 一 一 声音 现在 就 是 一 个 二 维 流 形 了 ， 等 等 。 如 果 我 
们 现在 把 曲面 看 作 是 由 点 构成 的 ， 我 们 就 看 出 它 是 一 个 (点 的 ) 二 
维 流 形 。 我 们 发 现 , 用 几何 的 语言 把 任何 二 维 流 形 说 成 “曲面 ”, 并 





的 。 ， ee 
上 述 考虑 导致 曲面 的 参数 表示 。 在 笛 卡 儿 的 几何 中 ， 三 个 举 
标 之 间 的 一 个 方程 表示 一 个 曲面 。 设 ( 笛 卡 儿 ) 举 标 是 zy, z。 代 
替 用 联系 w， 多 “的 单独 一 个 方程 表示 曲面 ， 我 们 现在 用 三 个 方 
人 一 厂 (V，0》， y= gu, 2), 2=h(u, »), 
其 中 Fw 0), glw, 0), h(w, v) 是 新 变量 wv 的 函数 表示 ,， 使 得 
当 这 些 变 量 被 消去 (除去 一 一 字面 的 意思 是 “ 放 在 门槛 上 ”) 时 ， 结 
果 就 是 曲面 的 2, y, % 方 程 。 这 种 消去 是 有 可 能 的 ， 因为 用 两 个 方 
程 可 以 解 出 两 个 未 知 数 ww %; 从 后 可 以 拉线 果 代 入 第 三 个 方程 ,全 
如 , 如果 ~ 
vw 二 Wu 十 9， y =u—Y, 多 天 25 人) 

我 们 从 前 面 两 个 方程 得 到 w=J1/2(z 十 护 ,， wo=J/3(z 一 从 ， 因 此 从 
第 三 个 方程 得 到 妈 二 2 一。 现在 当 变 量 久 ,4 独立 地 跑 饥 任何 指 
定 的 数 集 时 , 丽 数 户 9, 就 取 了 一 些 数 值 ， 2, y, z 就 在 其 方程 是 
上 述 三 个 的 曲面 十 移动。 变量  v 称 为 曲面 的 参数 ， 三 个 方程 
2 一 J (U9), yy 一 g(w, 9), z= 有 (wo) 称 为 曲面 的 参数 方程 。 当 这 种 

ee a 
它 性 质 时 , 它 要 比 笛 卡 儿 方 法 优越 得 多 。 

注意 , 参数 表示 是 内 在 的 ; pe 而 不 是 条 
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一 一 


第 卡 儿 方 法 那样 , 参照 一 组 外 在 的 或 外 来 的 , 与 曲面 无 关 的 轴 。 也 
观察 两 个 参数 4, » 直接 表明 曲面 的 二 维 性 质 。 地 球 上 的 经 度 与 续 
度 是 这 些 内 在 的 “自然 的 ”坐标 的 例子 ; 按照 三 个 穿 过 地 球 中 心 画 
的 互相 垂直 的 轴 航 海 , 就 象 按 照 笛 卡 儿 方 法 航行 一 样 , 是 非常 方便 
这 个 方法 的 另 一 个 优点 是 , 它 很 容易 推广 到 任意 维 数 的 空间 。 
只 要 增加 参数 的 数目 ， 象 前 面 那样 做 就 足够 了 。 当 我 们 谈 到 黎 曼 
时 ， 我 们 会 看 到 这 些 简单 的 想法 怎样 导致 了 毕 达 哥 拉 斯 和 网 几 里 
得 的 度量 几何 的 挫 广 。 这 个 推广 的 基础 是 由 高 斯 英 定 的 ， 但 是 它 
们 对 手数 学 和 物理 科学 的 重要 意义 ， 人 
分 重视 。. 

大 地 测量 学 研究 还 向 高 斯 提示 了 几何 学 中 另 个 有 力 的 方 
法 , 即 保 角 映射 方法 的 发 展 。 在 画 一 幅 地 图 , 比如 说 格陵兰 地 图 之 
前 ; .有 必要 先决 定 一 下 要 保留 些 什 么 。 距 离 要 象 在 墨 卡 托 的 投影 
中 那样 被 扭曲 ， 以 至 于 使 格陵兰 与 北美 洲 相 比较 呈现 出 次 大 了 的 
重要 性 吗 ? 或 者 距离 应 该 保持 下 来 ,使 得 地 图 上 的 一 英寸 ， 不 管 是 
沿 参 照 线 (比如 说 经 度 和 纬度 ) 在 什么 地 方 量度 的 ， 都 总 是 对 应 于 
在 地 球 表面 测量 的 同样 距离 吗 ?如 果 是 这 样 , 就 需要 一 种 映射 。 这 
种 映射 应 该 不 保持 除 我 们 希望 保持 的 特点 以 外 的 特点 ; 例如 ,如果 
地 球 上 的 两 条 道路 在 某 个 角度 相交 ， 那 么 在 地 图 上 表示 这 些 道路 
的 线 将 在 不 同 的 角度 相交 。 那 种 保持 角度 的 映射 称 为 保 角 瑞 射 。 
在 这 样 的 映射 中 ， 于 译 时 候 措 述 过 的 单 复 变量 解析 函数 的 理论 ， 是 
最 有 用 的 工具 。 

保 外 肪 射 的 题目 经 常用 于 数学 物理 及 其 应 用 ， 例如 更 电学、 流 
体力 学 和 它 的 分 支 空 气动 力学 , 在 最 后 这 个 学 科 中 , 它 在 机 可 理 论 
路 起 了 重要 作用 。 
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高 斯 一 向 仔细 耕耘 并 取得 成 功 的 另 一 个 几何 领域 ， 是 曲面 的 
可 贴 性 , 它 要 求 决定 什么 样 的 曲面 能 够 不 拉 伸 、 不 括 裂 地 弯曲 得 贴 
到 另 一 个 给 定 的 曲面 上 。 在 这 里 ， 高 斯 发 明 的 方法 又 是 具有 普遍 
性 的 , 并 具有 广泛 的 用 途 。 

高 斯 也 对 科学 的 其 他 部 门 进行 了 重要 研究 , 例如 对 电磁 学 、 包 
括 地 磁 学 , 毛细 现象 , 引力 规律 为 牛顿 定律 的 椭 球 体 之 间 的 吸引 力 
(行星 是 特殊 类 型 的 椭 球 体 ), 以 及 届 光 学 , 特别 是 与 透镜 组 有 关 的 
届 光 学 等 这 些 科学 部 门 的 数学 理论 , 都 作出 了 重要 的 研究 ,最 后 这 
个 部 门 给 他 提供 了 一 个 应 用 他 的 纯 抽 象 的 方法 ( 连 分 法 ) 的 机 会 
这 个 方法 是 他 在 年 轻 时 为 了 满足 对 数论 的 好 奇 心 而 发 展 起 来 的 

高 斯 不 仅仅 把 所 有 这 些 东 西 极端 地 数学 化 了 ， 他 还 善于 用 他 
的 双手 和 双眼 ， 是 一 个 极其 准确 的 观察 家 。 他 发 现 的 许多 特殊 的 
定理 ， 特 别 是 他 在 电磁 学 和 引力 理论 的 研究 中 发 现 的 定理 ， 成 了 
所 有 在 物理 科学 方面 严肃 工作 的 人 们 必 不 可 少 的 工具 。 高 斯 在 他 
的 朋友 韦 煌 的 帮助 下 ， 为 所 有 的 电磁 现象 寻找 一 个 满意 的 理论 达 
许多 年 之 久 。 由 于 没有 找到 他 认为 满意 的 理论 ， 他 放弃 了 这 项 党 
试 。 如 果 他 发 现 了 电磁 领域 中 的 克拉 克 . 麦 克 斯 韦 (1831-_1879) 
方程 , 他 可 能 就 满意 了 。 

这 些 伟大 的 工作 为 高 斯 博得 了 无 可 争议 的 数学 家 之 王 的 头 
衔 , 为 了 结束 这 个 已 经 很 长 但 仍 远 未 完全 的 一 览 表 , 我 们 必须 提 及 
这 样 一 个 学 科 , 关于 这 个 学 科 他 除了 在 1799 年 的 论文 中 顺便 提 了 
一 下 以 外 ,什么 也 没有 发 表 , 但 是 他 预言 它 将 成 为 数学 的 一 个 主要 
关心 的 课题 一 一 拓扑 学 。 不 可 能 在 这 里 给 出 它 意 味 着 什么 的 专门 
的 定义 (这 要 求 连续 群 的 概念 为 但 是 可 以 从 一 个 简单 的 例子 中 得 
到 这 个 学 科 讨论 的 问题 类 型 的 一 些 线索 。 在 一 根 线 上 打上 任意 一 
种 结 ,然后 把 线 的 两 端 系 在 一 起 。 用 肉眼 把 一 个 “简单 的 ” 结 和 一 个 
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“复杂 的 > 结 分 开 是 很 容易 的 。 但 是 我 们 怎么 能 对 两 个 结 的 差异 作 
出 精确 的 数学 说 明 昵 ? 虽然 高 斯 关于 这 个 问题 什么 也 没有 发 表 , 但 
是 他 开 了 个 头 ， 就 象 我 们 在 他 死 后 发 表 的 论文 中 看 到 的 那样 。 这 
个 学 科 中 的 另 一 类 问题 是 ,决定 在 一 个 给 定 的 曲面 上 , 能 使 我 们 把 
这 个 曲面 展 平 到 平面 上 的 章 线 的 最小 数目 。 对 于 一 个 锥 面 ， 一 首 
刘 线 就 够 了 对 于 一 个 环 面 ,需要 两 道 训 线 ; 对 于 一 个 球 本 ;如果 不 
多 许 伸展 的 话 ， 有 限 数目 的 前 线 是 不 够 的 。 

这 些 例子 可 能 使 想到, 整个 学 科 是 微不足道 的 , 但 是 如 果真 
是 如 此 ， 高 斯 就 不 会 赋 与 它 以 特殊 的 重要 性 了 。 他 对 它 的 重要 特 
性 的 预见 , 已 经 在 我 们 这 一 代 实 现 了 。 今 天 一 个 活路 的 学 派 ( 包 括 
很 多 美国 人 一 J.W. 亚历山大 、8. 彝 夫 谢 芯 , 0. 凡 过 伦 , 以 及 其 
他 一 些 人 ) 正 在 发 现 拓扑 学 ， 或 者 如 人 们 有 时 称 它 为 “位 置 的 几何 
学 ”, 在 几何 和 分 析 学 中 具有 的 广泛 的 分 布 。 现 在 看 来 ， 高 斯 没有 
能 从 他 对 谷 神 星 的 研究 中 , 挤 出 一 两 年 的 时 间 ,来 把 他 关于 这 个 广 
阔 理 论 的 思想 条 理化 , 是 非常 可 惜 的 , 因为 这 个 理论 会 成 为 他 晚年 
的 梦想 和 我 们 自己 青年 时 代 的 现实 。 


他 的 最 后 几 年 充满 了 荣誉 ， 但 是 他 并 没有 得 到 他 有 权 享 受 的 
幸福 。 在 他 去 世 前 几 个 月 ,他 那 致 命 的 疾病 显露 出 最 初 的 症状 时 ， 
高 斯 仍然 象 他 过 去 那样 思想 敏捷 活跃 , 有 着 丰富 的 创造 力 , 他 并 不 
急于 休息 。 

他 幸免 于 一 次 暴 死 , 这 使 他 更 加 沉默 寡言 , 他 实在 不 能 谈 起 一 
个 朋友 的 突然 死亡 。 二 十 多 年 来 , 他 在 1854 年 6 月 16 日 第 一 次 离 
开 格 丁 根 ， 去 看 他 的 城市 和 卡 塞 尔 之 间 正 在 建设 中 的 铁路 。 高 斯 
一 直 对 铁路 的 建造 和 运行 抱 有 强烈 的 兴趣 ， 现 在 他 要 看 见 一 条 建 
造 中 的 铁路 了 。 马 忽然 脱 绥 奔 跑 ， 把 他 从 马车 上 抛 了 下 来 ， 他 没 
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有 受伤 , 但 是 吓 坏 了 。 他 康复 了 , 当 铁 路 在 1854 年 7 月 31 日 到 达 格 
丁 根 时 , 他 高 兴 地 目睹 了 通车 典礼 。 这 是 他 最 后 一 天 舒适 的 日 子 。 

随 着 新 的 一 年 开始 ， 他 开始 因为 心脏 扩张 和 气短 感到 非常 痛 
昔 , 水 肿 病 的 症状 出 现 了 。 然 而 他 只 要 能 工作 就 工作 , 尽管 他 的 手 
痉 率 ， 他 那 优美 清晰 的 书写 最 后 难于 辨认 了 。 他 写 的 最 后 一 封 信 
是 给 戴 维 布 鲁 斯 特 珊 士 的 , 谈 到 电报 的 发 明 。 

他 几乎 一 直到 最 后 都 是 完全 清醒 的 ， 经 过 一 番 要 活 下 去 的 努 
力 挣扎 以 后 , 他 在 1855 年 2 月 23 日 凌晨 安详 地 去 世 ， 0 
岁 。 他 活 在 数学 的 每 一 个 地 方 。 
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一 个 人 可 能 连 他 的 主 裤 文 也 念 颠 便 270 
8 
一 一 西班牙 谚语 
在 十 九 世 纪 的 前 三 十 年 ， 数 学 突然 之 间 成 了 与 它 在 十 八 世 纪 
史诗 般 的 牛顿 后 的 时 代 大 不 相同 的 东西 。 这 种 改变 ， 是 在 空前 普 
议和 自由 的 发 明 创 造 之 后 ， 证 明 的 更 加 严格 方面 。 今 天 同类 的 情 
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况 又 清晰 可 见 ， 敢 于 去 预测 此 后 的 四 分 之 三 个 世纪 中 数学 会 是 什 
么 样子 的 人 , 不 过 是 鲁莽 的 预言 家 。 

十 九 世 纪 初 ,只 有 高 斯 对 不 久 就 要 发 生 的 情况 略 知 一 二 , 但 是 
他 的 牛顿 式 的 谨慎 , 使 他 没有 把 他 预见 到 的 情况 告诉 拉 格 郎 日. 拉 
普 拉 斯 和 勒 让 德 。 虽 然 伟 大 的 法 国 数学 家 们 一 直 活 到 了 十 九 记 纪 
的 前 三 分 之 一 , 他 们 的 许多 工作 现在 看 来 似乎 只 是 准备 性 的 。 拉 格 
朗 日 在 方程 理论 上 为 阿 贝 耳 和 癸 罗 巨 销 平 了 道路 ， 拉 普 拉 斯 以 他 
在 牛顿 天 文学 一 一 包括 引力 理论 一 一 的 微分 方程 方面 的 工作 ， 暗 
示 了 十 九 世纪 数学 物理 的 惊人 发 展 ， 而 勒 让 德 在 积分 学 方面 的 研 
究 ， 给 阿 贝 耳 和 雅 可 比 提示 了 分 析 学 所 曾 得 到 的 一 个 最 丰富 的 研 
究 领域 。 拉 格 朗 日 的 分 析 力 学 仍然 是 现代 的 ; 但 是 甚至 它 , 也 要 接 
受 在 哈密 顿 和 雅 可 比 , 以 及 后 来 的 斋 加 菜 手 里 增加 的 许多 东西 。 拉 
格 朗 日 在 变 分 法 方面 的 工作 也 仍然 是 经 典 的 和 有 用 的 ， 但 是 维尔 
斯 特 拉 斯 的 工作 也 在 十 九 世 纪 后 半 叶 的 严格 的 .独创 性 的 精神 下 ， 
给 它 提供 了 新 的 方向 ， 而 这 个 方向 在 我 们 自己 的 时 代 又 得 到 了 扩 
展 和 革新 (美国 和 意大利 的 数学 家 在 这 次 发 展 中 起 了 主要 作用 )。 





奥 古 斯 坦 .路 易 . 柯 西 ， 是 伟大 的 法 国 数学 家 中 思想 明确 地 属 
于 现代 的 第 一 个 ， 他 于 1789 年 8 月 叶 日 一 一 巴士 底 狱 陷落 后 不 
到 六 个 星期 一 一 出 生 在 巴黎 。 作 为 一 个 大 革命 的 孩子 , 他 为 自由 和 
平等 付出 了 代价 ， 带 着 营养 不 良 的 躯体 长 大 成 人 。 只 是 由 于 他 父 
亲 的 外 交手 腕 和 机 智 ， 柯 西 才 终 于 在 半 饥 饿 中 幸存 了 下 来 。 他 活 
过 了 屎 怖 时 期 , 从 综合 工科 学 校 毕业 , 为 拿破仑 服务 。 在 拿破仑 的 
秩序 垮台 后 , 柯 西 从 革命 和 反革命 两 方面 都 遭 到 了 重大 的 损失 。 他 
的 工作 在 一 定 程度 上 受到 他 那个 时 代 的 社会 动荡 的 影响 。 如 果 说 
革命 或 类 似 的 事情 确实 影响 过 一 个 科学 家 的 工作 ， 柯 西 应 该 是 证 
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明 这 个 事实 的 第 一 流 的 研究 样品 。 他 在 数学 发 明 方面 有 特别 丰富 
的 能 力 和 内 被 超过 了 两 次 一 被 区 拉 和 刻 张 超过 一 的 多 产能 
力 。 他 的 工作 就 象 他 的 时 代 , 是 革命 的 。 z 

现代 数学 的 两 个 引起 兴趣 的 主要 问题 应 归功 于 柯 西 ， 这 两 个 
间 题 中 的 每 一 个 都 标志 着 与 十 八 世纪 数学 的 断然 决裂 。 第 一 个 是 
把 严格 性 引进 了 数学 分 析 。 要 给 这 个 进展 的 重要 性 找到 一 个 适当 
的 比喻 是 困难 的 ， 也 许 下面 的 比喻 可 以 说 明 问 题 。 假 定 整 个 民族 
多 少 世 纪 以 来 一 直 是 向 廖 误 的 神明 顶礼 膜拜 ， 而 突然 间 向 他 们 揭 
示 了 他 们 的 错误 。 在 引进 严格 性 之 前 ， 数 学 分 析 就 是 整整 一 座 雇 
误 之 神 的 万 神 典 。 在 这 方面 , 柯 西 与 高 斯 和 阿 贝 耳 一 起 , 是 伟大 的 
先驱 者 。 高 斯 本 可 以 在 柯 西 进入 这 个 领域 之 前 很 久 就 领先 了 ， 但 
是 他 没有 ， 正 是 柯 西 尽快 发 表 论文 的 习惯 和 他 对 实际 教学 工作 的 
天 赋 , 使 人 们 接受 了 数学 分 析 中 的 严格 性 。 

柯 西 给 数学 增加 的 第 二 个 具有 根本 重要 性 的 东西 ，: 是 在 相反 
的 方面 一 一 组 合 方面 。 柯 西 抓 住 了 拉 格 遍 日 在 方程 理论 土 的 方法 
的 核心 , 把 它 抽象 化 , 开始 了 群 论 的 系统 创建 。 这 项 工作 的 性 质 留 
待 后 面 详 述 ; 暂时 我 们 只 注意 柯 西 的 观点 的 现代 性 。 

柯 西 没有 打听 他 发 明 的 东西 是 否 有 用 , 甚至 对 数学 的 其 它 分 
支 是 否 适用 , 他 根据 它 作为 一 个 抽象 体系 的 自身 价值 而 发 展 了 它 。 
除了 既 愿 意 写 关于 数 的 难题 的 论文 , 也 故意 写 关 于 水 力学 或 “宇宙 
体系 ”的 论文 的 通才 欧 拉 之 外 , 他 的 前 辈 们 发 现 他 们 的 灵感 来 自 数 
学 的 应 用 。 这 种 说 法 当然 有 许多 例外 , 特别 是 在 算术 中 , 但 是 在 柯 
西 以 前 ， 很 性 有 人 (如 果 有 的 话 ) 在 纯粹 代数 运算 方面 找到 有 利 可 
图 的 发 明 。 柯 西 看 得 更 深 一 些 , 他 在 代数 公式 的 对 称 性 下 面 ,看 出 
了 运算 和 它们 的 组 合 规律 , 把 它们 独立 出 来 ,: 由 此 导致 了 群 论 。 今 
天 ， 这 个 初级 的 然而 复杂 的 理论 ， 在 纯 数学 和 应 用 数学 的 许多 领 
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域 , 从 代数 方程 到 几何 和 原子 结构 的 理论 中 ， 具 有 根本 的 重要 性 。 
只 需 提 到 它 的 一 项 应 用 , 它 是 章 体 几何 的 起 因 。 它 后 来 的 发 展 ( 在 
分 析 学 方面 ) 远 远 地 深入 到 高 等 力学 和 微分 方程 的 现代 理论 。 


柯 西 的 生活 和 性 格 , 象 可 怜 的 唐 . 吉 词 德 的 生活 和 性 格 那样 影 
响 着 我 们 一 一 有 时 我 们 不 知道 应 该 笑 还 是 应 该 蜂 ， 只 好 用 多 骂 来 
折衷 一 下 。 他 的 父亲 路 易 - 弗 朗 索 瓦 在 德行 和 虔诚 方面 都 堪 称 典 
范 ， 但 是 容易 过 头 。 只 有 老 天 苑 知道 老 柯 西 是 怎样 逃脱 上 断头台 
的 ， 因 为 他 是 一 个 议会 律师 ， 一 位 有 文化 的 绅士 ， 一 位 很 有 造 误 
的 古典 学 者 和 圣经 学 者 , 一 位 顽固 迷信 的 天 主教 徒 ,而且 是 巴士 底 
狱 陷落 时 的 巴黎 警察 中 尉 。 法 国 大 革命 爆发 前 两 年 , 他 和 玛丽 ' 马 
德 菜 娜 . 德 西 斯 特 结婚 , 她 是 一 位 出 色 的 、 不 十 分 聪明 的 妇女 , 和 他 
本 人 一 样 , 也 是 一 位 奖 固 迷信 的 天 主教 徒 。 

奥 古 斯 坦 是 六 个 孩子 (两 个 儿子 、 四 个 女儿 ) 中 最 大 的 一 个 。 柯 
西 从 父母 那里 继承 了 许多 可 贵 的 品质 ， 这 些 品质 使 他 们 的 传记 读 
起 来 , 象 那 些 为 十 六 岁 以 下 的 法 国 女 学 生 编 的 爱情 故事 一 样 , 其 中 
的 男女 主角 都 象 上 帝 的 圣洁 的 天 使 那样 纯洁 , 那样 缺乏 性 感 , 读 起 
来 象 者 黄瓜 那样 枯燥 乏味 。 既 然 他 的 父母 是 那样 的 ， 柯 西 成 长 为 
一 个 十 九 世纪 三 士 年 代 和 四 十 年 代 当 教会 采取 守 势 时 ， 天 主教 的 
顽固 的 吉 启 德 , 或许 是 很 自然 的 事情 。 他 为 他 的 宗教 信仰 痛苦 , 为 
此 他 是 值得 尊敬 的 (即使 他 是 他 的 同事 们 所 指责 的 自命 不 凡 的 伪 
君子 , 或 许 也 值得 人 尊敬 ), 但 是 他 也 不 只 一 次 完全 应 该 受 痛苦 。 他 
关于 圣洁 之 美的 没完 没 了 的 说 教 , 把 人 们 激怒 了 , 引起 对 他 虔诚 的 
计划 的 反对 , 而 这 些 计 划 , 并 不 总 是 应 该 受到 反对 的 。 阿 贝 耳 本 人 
是 一 位 大 臣 的 儿子 , 也 是 一 个 一 本 正经 的 基督 教徒 , 他 在 写 回 家 的 
信和 中 , 表达 了 柯 西 一 时 的 古怪 行为 所 引起 的 普遍 的 厌恶 , “ 柯 西 是 
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一 个 偏执 的 天 主教 徒 一 一 这 对 一 个 科学 家 是 一 件 奇 径 的 事情 。 这 
名 话 着 重 的 自然 是 “偏执 ”， 而 不 是 它 所 形容 的 天 主教 徒 。 我 们 将 
要 遇 到 的 两 个 最 优秀 的 人 , 也 是 两 个 最 伟大 的 数学 家 , 维尔 斯 特 拉 
斯 和 埃 尔 米 特 ,都 是 天 主教 徒 。 他 们 是 处 诚 的 , 但 是 并 不 偏执 。 
柯 西 的 童年 时 代 是 在 法 国 大 革命 最 残酷 的 血腥 时 期 度 过 的 。 
那 时 学 校 都 关闭 了 , 既 不 需要 科学 也 不 需要 文化 , 公社 对 有 文化 的 
人 和 科学 家 们 ， 或 考 听 其 饿 死 ， 或 者 把 他 们 装 上 车 送 到 断 沃 台 去 。 
” 老 柯 西 为 了 逃避 这 场 明 显 的 灾 准 ， 举 家 迁 往 阿 格 伊 村 他 乡下 的 地 
方 去 了 。 他 在 那里 一 直 度 过 了 届 怖 时 期 ， 他 本 大 过 着 半 包 外 的 生 
活 , 主要 靠 他 能 够 种 植 的 少量 水 果 和 蔬菜 , 养活 他 的 妻子 和 还 在 要 
儿 期 的 儿子 , 结 滩 柯 西 长 得 很 瘦小 ,发 育 不 全 8 他 将 近 二 十 岁 时 才 
开始 从 他 早期 的 营养 不 良 中 恢复 过 来 ， 前 生 一 生 都 得 当心 他 的 健 
康 。 、 ye 
这 种 隐居 的 生活 ， 持 续 了 将 近 十 一 年 ， 渐 渐变 得 不 那么 严格 
了 , 在 这 十 一 年 期 间 , 老 柯 西 担负 起 对 他 的 孩子 们 的 教育 。 他 自己 
编写 教科 书 : 有 几 本 是 用 他 擅长 的 流畅 的 诗 体 写成 的 。 他 认为 诗歌 
使 得 语法 .历史 , 特别 是 伦理 学 , 对 青少年 不 那么 引起 反感 。 这 样 ， 
年 轻 的 柯 西 也 能 自由 流畅 地 写 他 自己 的 法 文 诗 和 拉丁 诗 ， 这 是 他 
一 生 都 为 之 着 迷 的 。 他 的 诗 充 满 了 崇高 的 感情 ， 极 好 地 反映 了 他 
那 虚 诚 . 无 可 指责, 但 是 另 一 方面 也 是 平凡 的 生活 。 课 程 大 部 分 是 
狭隘 的 宗教 教育 , 他 母亲 在 这 方面 帮 了 很 大 的 忙 。 
” 阿 格 伊 与 拉 普 拉 斯 伐 愉 和 克 劳 德 ~ 路 易 * 贝 托 莱 伯 天 (1748 一 
1822) 庄 严 的 庄园 毗邻 ， 贝 托 莱 是 著名 的 古怪 的 化 学 家 , 他 因为 精 
通 火 药 ，' 在 丽 烦 时 期 保住 了 脑袋 。 这 两 个 人 是 好 册 友 。 他 们 两 家 
的 花园 用 一 道 共同 的 墙 隔 开 ， 墙 上 开 了 一 扇 门 ， 各 家 都 有 一 把 铀 
是 。 尽 管 数 学 家 和 化 学 家 都 不 虔诚 , 老 柯 西 却 硬 要 和 他 那 著 名 的 、 
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吃 得 很 好 的 邻居 交 朋 友 。 

员 托 菜 从 不 到 任何 地 方 去 。 拉 普 拉 斯 比较 喜欢 交际 ， 不 和 久 就 
开始 走访 他 朋友 的 小 屋 ， 他 在 那里 看 见 年 轻 的 柯 西 ， 不 禁 大 吃 一 
惊 , 柯 西 是 那么 瘦弱 , 不 能 象 正常 地 养育 的 孩子 那样 跑 来 跑 去 ， 他 
象 一 个 性 悔 的 修士 , 全 神 贯 注 地 读 他 的 书 , 看 起 来 好 象 读 得 津津 有 
昧 。 没 有 和 多久 , 拉 普 拉 斯 就 发 现 这 孩子 有 着 非凡 的 数学 才能 , 于 是 
劝告 他 , 一 定 要 节省 他 的 力气 。 不 出 几 年 , 拉 普 拉 斯 就 要 忧心 刷 圳 
地 听 柯 西关 于 无 穷 级 数 的 演讲 ， 担心 这 个 年 轻 人 在 收敛 方面 的 发 
现 会 摧 席 他 自己 的 天 体力 学 这 整 座 大 厦 。“ 字 宙 体 系 论 在 那 一 次 
以 一 发 之 差 几乎 被 粉碎 ; 地 球 的 几乎 是 圆 形 的 轨道 的 稍微 大 一 点 
的 椭圆 率 , 以 及 拉 普 拉 斯 据 以 作出 他 的 计算 的 无 穷 级 数 , 都 会 要 转 
向 了 。 幸而 他 的 天 文学 的 直觉 挽救 了 他 , 使 他 免 遭 大 难 , 因为 经 过 
长 时 间 用 柯 西 的 方法 试验 他 所 有 的 级 数 的 收敛 之 后 ， 他 站 起 来 时 
无 限 宽慰 地 舒 了 一 口气 。 

老 柯 西 一 直 遵 慎 地 与 巴黎 保持 着 联系 , 1800 年 1 月 1 日 ,他 
被 选 为 上 院 秘书 。 他 的 办 公 室 在 卢森堡 官 。 年 轻 的 柯 西 也 同 他 合 
用 这 间 办 公 室 ， 用 -- 个 角落 作 他 的 书房 。 这 样 一 来 ， 他 就 常常 看 
见 拉客 郎 日 一 一 当时 在 综合 工科 学 校 任教 授 一 一 拉 格 朗 日 常常 顺 
便 进来 同 秘书 柯 西 讨 论 事务 。 拉 格 朗 日 不 久 就 对 这 孩子 产生 了 兴 
趣 , 象 拉 普 拉 斯 一 样 , 被 他 的 数学 才能 深 深 地 打动 了 .一 次 , 当 拉 普 
拉 斯 和 其 他 几 个 知名 人 士 在 场 时 ， 拉 格 朗 日 指 着 在 角落 里 的 年 轻 
的 柯 西 说 ,你 们 看见 那个 瘦小 的 年 轻 人 四 ?好 星 , 就 我 们 作为 数学 
家 而 言 , 他 将 取代 我 们 大 家 。” 

” 拉 格 朗 日 给 了 老 柯 西 一 点 忠告 ， 他 认为 这 个 瘦弱 的 孩子 可 能 
会 累 坏 了 , “在 他 十 七 岁 以 前 ， 不 要 让 他 摸 数 学 书 。” 拉 格 朗 晶 指 的 
是 高 等 数学 。 男 外 一 次 他 说 , “如果 你 不 赶快 给 奥 十 斯 坦 -- 点 可 靠 
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的 文学 教育 , 他 的 趣味 就 会 使 他 冲 氏 头脑 ;他 将 成 为 一 名 伟大 的 数 
学 家 ， 但 是 他 不 会 知道 怎样 用 他 自己 的 文字 写作 .2 父亲 牢记 了 这 
位 当代 最 伟大 的 数学 家 的 劝告 ， 在 放手 让 他 的 儿子 从 事 高 等 数学 
之 前 ， 给 了 他 充分 的 文学 教育 。 在 父亲 为 他 在 了 力所能及 的 一 切 
以 后 , 柯 西 在 大 约 十 三 岁 时 进 了 庞 特 郧 的 中 心 学 校 , 拿破仑 在 这 所 
学 校 设立 了 几 个 奖金 ， 还 有 一 种 全 法 国 所 有 学 校 同一 班级 的 厌 奖 
赛 。 柯 西 从 一 开始 就 是 学 校 里 的 明星 , 获得 希腊 文 .拉丁 文 作文 和 
拉丁 诗 的 头 奖 。 他 在 1804 年 离 校 时 , 赢得 全 国 大 奖 赛 和 一 项 古典 
文学 特别 奖 。 同年, 柯 西 第 一 次 领 圣 餐 , 这 在 任何 天 主教 生 的 一 生 
中 都 是 一 个 庄严 美好 的 时 刻 。 对 于 柯 西 更 是 如 此 。 
:随后 的 十 个 月 ， 他 在 一 位 很 好 的 导师 指导 下 对 数学 作 深入 细 
致 的 研究 。 1805 年 ， 他 十 六 岁 时 以 第 二 名 考 入 了 综合 工科 学 校 。 
在 这 里 ; 他 在 喜欢 开 下 流 玩笑 的 .年 轻 的 无 神 论 者 当中 的 经 历 ， 并 
不 是 完全 愉快 的 ， 他 们 因为 他 公开 奉行 他 的 宗教 仪式 而 无 情 地 哆 
弄 他 。 但 是 柯 西 耐 着 性 子 , 甚至 想 使 一 些 嘲弄 他 的 人 版 依 宗教 。 
“1807 年 柯 西 从 综合 工科 学 校 转 到 土木 工程 学 校 。 虽然 他 只 
有 十 八 岁 ; 但 很 快 就 超过 了 已 经 入 学 两 年 的 工 十 岁 的 年 轻 人 , 而 且 
很 早 就 被 校方 注 明 是 要 担任 特殊 职务 的 。 1810 年 3 月 柯 西 完成 
了 学 业 ， 立 即 被 委派 了 一 项 重要 的 职务 。 他 的 能 力 和 他 勇于 创新 
的 精神 , 使 他 作为 这 样 一 种 人 被 挑选 出 来 ， 对 于 他 , 官僚 作风 应 该 
砍 掉 ,甚至 在 这 过 程 中 要 砍 挤 某 个 老人 的 头 也 在 所 不 异 , 关于 拿 破 
仓 , 不 管 还 可 能 说 些 什么 , 但 是 他 在 娜 里 发 现 了 人 才 ， 就 在 哪里 巴 
以 重用 。 
1810 年 3 月 , 柯 西 离开 巴黎 , “行李 不 多 ,但 满怀 希望 , "前 往 
水 堡 就 任 他 的 第 一 次 任命 。 这 时 距离 滑铁卢 之 战 (1815 年 6 月 18 
日 ) 还 有 五 年 的 时 间 , 拿破仑 仍然 信心 十 足 地 期 待 着 从 海上 占领 英 
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国 , 在 它 自己 芬芳 的 土地 上 ， 狠 狠 地 提醒 它 别 忘记 它 所 犯 的 错误 。 
要 发 动 侵略 , 必须 有 一 支 庞 大 的 舰队 ， 而 舰队 还 有 待 建立 起 来 呢 。 
在 这 个 富 于 凡 力 的 梦想 中 ， 首 先 需 要 解决 的 是 必须 建造 港口 和 防 
御 工 具 , 以 保卫 船坞 不 受 英国 远洋 航 轮 的 侵犯 ,所 有 这 些 庞 大 的 工 
程 , 将 加 速 法 国人 自从 攻陷 巴士 底 狱 以 来 一 直 在 则 喷 的 “光荣 的 日 
子 ” 的 到 来 , 而 瑟 堡 有 许多 理由 作为 开始 这 些 工作 的 合乎 逻辑 的 地 
点 。 因 此 , 这 位 有 才华 的 年 轻 的 柯 西 就 被 派 往 琶 堡 , 成 为 一 名 伟大 
的 军事 工程 师 。 

在 柯 西 不 多 的 行李 中 ， 只 带 了 四 本 书 ， 拉 普 拉 斯 的 < 天 体力 
学 ?、 拉 格 朗 日 的 < 分 析 函 数理 论 >、 坎 普 滕 的 托马斯 的 < 效法 基督 y， 
和 一 册 维 吉尔 的 作品 一 一 这 对 一 个 雄心 勃勃 的 青年 军事 工程 师 真 
是 一 种 不 寻常 的 搭配 。 拉 格 朗 日 的 论文 集 ， 正 是 那 本 使 它 的 作者 
的 预言 一 “这 个 年 轻 人 将 取代 我 们 大 家 ”一 一 首先 实现 的 书 ， 因 
为 它 促使 柯 西 去 寻找 -种 摆脱 了 拉 格 朗 日 函数 理论 的 明显 缺点 的 
函数 理论 。 a \ | 

书 单 上 的 第 三 本 书 不 得 不 使 柯 西 感到 苦恼 ， 因 为 这 本 书 和 他 
的 过 分 庆 诚 , 使 得 他 的 注重 实践 的 同事 们 心烦 , 他 们 急 着 要 于 他 们 
的 杀人 勾当 。 但 是 柯 西 泰然 容忍 了 , 不 久 就 向 他 们 表明 , 他 无 论 如 
何 是 读 了 这 本 书 。 他 们 让 他 放心 ，“ 你 很 快 就 会 把 那 -- 切 都 忘掉 
的 ,” 柯 西 的 回答 是 , 亲切 地 请 他 们 指出 他 的 行为 有 甚么 不 对 , 他 会 
很 乐意 改正 。 这 引出 了 甚么 回答 , 没有 哥 留 下 来 。 : 

关于 她 心爱 的 儿子 很 快 就 变 成 了 一 个 不 信仰 宗教 的 人 或 者 比 
这 更 坏 的 谣言 , 传 到 了 他 焦急 的 母亲 耳朵 里 。 柯 西 给 她 写 了 一 封 充 
满 了 虔诚 的 情感 的 长 信 ， 这 封 信 足以 使 所 有 曾经 把 她 们 的 儿子 送 
上 前 线 或 前 线 附近 的 母亲 们 平静 下 来 , 柯 西 使 她 消除 了 疑虑 , 她 再 
次 快乐 了 。 这 封 信 的 结尾 表明 ， 神 圣 的 柯 西 完 全 能 够 顶 住 那些 使 








欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 十 五 章 ”数学 与 风车 321 


他 痛苦 的 人 , 他 们 暗示 他 有 点 疯 了 。 
， “因此, 如 果 以 为 宗教 能 够 使 谁 的 头脑 发 热 , 这 是 可 笑 的 , 如 果 
所 有 的 疯子 都 送 进 了 疯人院 ， 那 里 的 哲学 家 就 会 比 基 督 徒 还 多 
了 。” 这 是 柯 西 这 方面 的 失误 呢 ， 还 是 他 真 的 认为 基督 徒 并 不 是 朱 
学 家 呢 ? 他 不 再 写 下 去 了 , 脑子 里 掠 过 另 一 个 念头 ，" 够 了 , 别 说 这 
些 了 一 -不 如 写 写 数学 论文 , 对 我 还 有 用 些 。” 的 确 是 这 样 ; 但 是 每 
当 他 看 见 一 个 风车 以 天 空 为 背景 , 挥动 它 那 巨大 的 臂膀 时 , 他 又 疾 
地 停 下 了 。 \ ; 
柯 西 在 悉 保 去 留 了 大 约 三 年 。 在 他 繁重 的 本 职工 作 以 外 ,他 
的 时 间 都 安排 得 很 得 当 。 在 1831 年 7 月 8 日 的 一 圭 信 中 ， 他 描 
述 了 他 紧张 繁忙 的 生活 。“ 我 时 上 四 点 钟 起 床 , 从 早 忙 到 晚 。 我 的 日 
常 工作 这 个 月 因为 西班牙 俘虏 前 到 来 而 增加 了 。 我 们 只 是 在 八 天 
前 才 接 到 通知 ,在 这 八 天 当中 ,我 们 必须 建造 营房 ,准备 供 一 千 二 百 
人 用 的 行军 床 …… 最 后 , 自从 最 后 两 天 以 来 , 我们 的 俘虏 都 有 了 往 
处 和 和 盖 被 。 他 们 有 行军 床 . 笑 草 、 食 物 ， 而 且 认 为 他 们 自己 非常 幸 
运 …… 工 作 并 没有 把 我 累 着 ; 相反 地 , 它 使 我 坚强 , 我 非常 健康 。” 
“除了 所 有 这 些 为 了 美好 的 法 兰 西 的 光荣 而 作 的 有 用 工作 以 
外 , 柯 西 还 找 出 时 间 从 事 研究 工作 。 时 在 1810 年 12 月 , 他 就 开始 
“把 数学 的 各 个 分 支 从 头 到 尾 再 温习 一 遍 , 从 算术 开始 ,. 到 天 文学 
为 止 , 把 模糊 的 地 方 弄 清楚 , 应 用 [我 自己 的 方法 ] 去 简化 证 明和 发 
现 新 的 定理 ”除了 这 些 以 外 ， 这 个 令 人 惊异 的 年 轻 人 还 找 出 时 间 
来 教 别 的 人 。 他 们 请 求 他 给 他 们 上 课 , 以 便 在 专业 上 能 够 晋升 , 他 
甚至 用 指导 学 校 的 考试 来 帮助 琶 保 市民, 就 这 样 ， 他 学 会 了 教书 ， 
他 还 有 时 间 从 事业 余 爱 好 的 活动 。 
1812 年 在 莫斯科 的 惨败 ， 对 普鲁士 和 奥地利 的 战争 ， 以 及 
1813 年 10 月 莱比锡 战役 的 彻底 失败 ， 这 一 切 都 分 做 了 拿破仑 的 
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注意 力 , 使 他 不 能 专心 于 侵略 英国 的 梦想 , 在 瑟 堡 的 工作 也 就 进行 
不 下 去 了 。 1813 年 柯 西 回 到 巴黎 。 因 为 工作 过 度 而 精疲力竭 。 他 
当时 只 有 二 十 四 岁 , 但 是 已 经 以 他 光辉 的 研究 工作 , 特别 是 关于 多 
面体 的 论文 和 关于 对 称 函 数 的 论文 ， 吸 引 了 法 国 主要 数学 家 们 的 
注意 。 由 于 多 面体 和 对 称 函 数 的 性 质 都 很 容易 理解 ， 而 且 各 自 都 
对 今天 的 数学 提供 了 极为 重要 的 启示 , 我 们 将 简单 地 叙述 它们 。 


32 


LS] 


第 一 篇 论文 本 身 并 没有 多 大 意义 。 今 天 之 所 以 认为 它 重要 ， 
是 因为 马 昌 针 对 它 所 作 的 极其 尖锐 的 批评 。 由 于 一 种 奇怪 的 历 
史 的 巧合 ， 马 昌 在 反对 柯 西 的 推理 时 ， 以 丝毫 不 差 的 方式 恰好 提 
早 了 一 百年 的 时 间 。 科学 院 提出 以 “在 几 个 基本 点 上 完善 多 面体 
理论 ”作为 它 的 获奖 问题 ，. 拉 格 衣 日 提议 由 年 轻 的 柯 西 承担 这 项 
有 希望 的 研究 。 1811 年 2 月 ， 柯 西 提交 了 他 的 第 一 篇 关于 多 面 
体 的 论文 。 这 篇 论文 对 普 安 索 (1777--1859) 提 出 的 一 个 问题 ;“ 除 
了 那些 有 4.6.8.12.20 面 的 正 多 面体 , .还 有 可 能 存在 其 它 的 正 多 
面体 吗 ?> 作 了 否定 的 回答 。 在 这 篇 论文 的 第 二 部 分 ， 柯 西 扩展 了 
欧 拉 的 公式 , 把 多 面体 的 边 数 ( 吾 ), 面 数 (7) ,和 顶点 (『) 联 系 在 一 
起 , 如 十 2 一 了 十 人 ,这 个 公式 可 以 在 中 学 立体 几何 教科 书 中 找到 。 

这 简 论文 印 出 来 了 。 勤 让 德 对 它 评 价 很 高 ， 鼓 励 柯 西 继续 做 
下 去 , 柯 西 又 写 了 第 二 篇 论文 (1812 年 1 月 )。 勒 让 德 和 马 昌 (1775 
一 :8 是 评阅 人 。 吉 让 很 预言 这 位 年 径 作者 将 作出 人 大 
的 工作 。 但 是 马 吕 比 较 冷淡 。 

区 蒂 安 -路 易 . 马 虽 不 是 专业 数学 家 ， 而 是 拿破仑 在 德国 和 过 
及 战役 中 的 前 任 工兵 军官 ， 他 通过 折射 偶然 发 现 了 光 的 偏振 , 因 
而 成 了 著名 人 物 。 所 以 ， 也 许 他 的 反对 意见 使 年 轻 的 柯 西 觉得 ， 
那 是 只 有 奖 因 的 物理 学 家 才 作 得 出 的 那 种 吹 毛 求 狂 的 批评 。 柯 西 
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as 一 


在 证 明 他 的 一 些 最 重要 的 定理 时 ， 用 了 凡是 几何 学 初学 者 都 熟悉 
的 “间接 方法 ” 面 马 吕 反对 的 正 是 这 种 证 明 方法 。 

在 用 闻 接 方法 证 明 一 个 命题 时 ，. 是 从 假定 命题 不 成 立 推出 一 
个 矛盾 因此 根据 亚 里 士 多 德 的 逻辑 ， 就 得 知 命题 成 立 。 柯 西 无 
法 用 直接 方法 达到 目的 ， 马 吕 让 步 了 一 一 但 仍然 不 能 使 他 信服 柯 
西 证 明了 甚么 。 当 我 们 讲 到 整个 故事 的 结论 (在 最 后 一 章 ) 时 ， 我 
们 会 看 到 ， 在 其 他 方面 ， 直 观 主义 者 也 提出 了 同样 的 反对 意见 。 
如 果 说 马 吕 没有 能 在 1812 年 使 柯 西 了 解 这 个 要 点 ， 布 劳 威 尔 在 
1912 年 及 那 以 后 为 马 吕 报复 了 , 布 劳 威 尔 成 功 地 使 柯 西 在 数学 分 
析 方 面 的 一 些 后 继 者 们 ， 至少 看 出 了 确实 是 有 一 个 需要 了 解 的 要 
点 。 正 如 马 吕 试图 告诉 柯 西 的 ， 人 
并 不 总 是 一 个 可 靠 的 方法 。 

我 们 顺便 提 一 下 置换 理论 。 这 是 由 柯 西 系统 地 开始 又 由 他 
在 十 九 世 纪 四 十 年 代 在 一 系列 文章 中 详尽 阐述 的 理论 ， 后 来 发 展 
成 有 限 群 论 。 下 面 我 们 就 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 它 的 基本 概念 。 
不 过 先 要 非 正 式 地 说 说 运算 群 的 主要 性 质 。 

运算 用 大 写字 母 4 BO DD,，…… 表示 ， 丙 个 运算 连续 进行， 
比如 说 4 先 B 后 ,就 用 并 列表 示 , 即 43。 注 意 , 按照 刚刚 说 过 的 ， 
BA 意味 着 先 完 成 B, 后 完成 4; 所 以 4B 和 BA4 无 需 是 同样 的 运 
算 。 例 如 , 如 果 4 是 运算 “给 定 的 数 加 10”, B 是 运算 “给 定 的 数 除 


10"， 那 么 4B 应 用 到 4 产生 卫 扣 上， 而 B4 产 从 名 +10， 或 


te., 得 到 的 分 数 是 不 等 的 因此 4B 和 BA4 不 间 。 
如 果 两 个 运算 到 和 了 的 效果 是 一 样 的 , 就 说 了 和 六 相 等 
(起 等 同 ), 用 卫 = 了 表示 。 
下 一 个 基本 概念 是 结合 性 。 如 果 对 一 个 集合 中 的 每 三 个 运 2mg 
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算 , 比如 说 口 ,， 六 , 歼 , 是 任意 三 个 运算 ，(D)W 一 U(VW), 就 说 
这 个 集合 满足 结合 律 。 (UP) 枫 意味 着 先 完成 可 让， 然后 按 得 到 
的 结果 完成 厂 ; U (7 枫 ) 意 味 着 先 完成 可 ,然后 按 得 出 的 结果 完成 
VW, 

最 后 一 个 基本 概念 是 恒 等 运 算 , 或 者 异 等 式 ; 不 管 实施 到 什么 
上 都 不 产生 改变 的 运算 了, 称 为 恒等式 。 

有 了 这 些 概念, 我 们 就 能 说 明定 义 一 个 运算 群 的 简单 公设 。 

如 果 一 - 1 运算 的 集合 了， 4， B, O, yas 他 ， 了 vv。 满足 从 
设 (DD 一 (多 ,就 说 它 形成 一 个 群 。 

GD 有 一 个 可 以 应 用 到 集合 中 的 任何 一 对 运算 @ 卫 .Y 的 组 
合 规 则 , 使 得 结果 用 开 了 表示 , 根据 组 合 规则 , 按 这 种 次 序 把 了 

结合 起 来 是 集合 中 唯一 决定 的 运算 。 

(2) 对 于 集合 中 的 任意 三 个 运算 全, 了 , 2，(1) 中 的 规则 是 

可 结合 的 , 即 (XY)2 一 全 (YZ)。 
.8) 集合 中 有 一 个 唯一 的 恒等式 TI， 使 得 对 集合 中 的 每 一 个 

运算 对 ,TX =I 一 卫 。 

(4) 如 果 闷 是 集合 中 的 任 一 运算 集合 中 有 唯 -- 一 的 一 个 运 
算 , 比如 说 下 ,使 得 节 卫 ' 一 了 (能够 很 容易 地 证 明 了 "一 了 也 成 
立 )。 z 

这 些 公设 中 包含 着 可 以 从 (了 ) 一 (4) 中 的 其 它 说 明 推断 出 来 的 
多 余 的 东西 , 但 是 在 给 出 的 形式 下 , 这 些 公设 更 容易 掌握 。 为 了 说 
明 一 个 群 ， 我 们 采用 一 个 与 字母 排列 (安排 ) 有 关 的 非常 简单 的 例 
子 。 这 个 例子 看 上 去 可 能 没有 什么 意思 ， 但 是 人 们 发 现 这 样 的 排 
列 或 置换 群 , 是 方程 的 代数 可 解 性 的 长 期 寻找 的 线索 。 

4, 5, 6 三 个 字母 可 以 准确 地 用 六 种 次 序 写 出 来 , 即 cle， cc 

QD 一 对 中 的 运算 可 以 是 相 局 的 , 比如 卫 , 叉 。 
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bca，bac,， cab, cba。 取 其 中 的 任何 一 个 , 比如 说 第 一 个 cpe， 作 为 
初始 次 序 。 通 过 什么 样 的 字母 置换 ， 我 们 能 从 这 个 次 序 过 渡 到 其 
余 五 种 排列 呢 ? 从 aze 到 acbp， 只 要 置换 3 和 。 就 够 了 。 表 明 交 换 
5 和 c 的 运算 , 我 们 写 为 (50), 读 作 “6 到 oe 到 52”。 我 们 通过 4 到 
b, 5 到 o 和 oc 到 5, 从 abe 过 渡 到 bcQ, 这 记 为 (a5c)。abe 本 身 的 
次 序 是 从 ape 不 经 过 任何 改变 得 到 的 , 即 4 到 4,5 到 5,6 到 0, 它 sa 
是 恒 等 置 换 , 记 为 7。 对 六 个 次 序 
abe, acb, bca, bac, cab, cba 
同样 地 继续 进行 下 去 , 我 们 得 到 了 相应 的 置换 ， 
| 7, (be), (abe), (ab), (acb), (ac)o 
”公设 中 的 “组 合 的 规则 ?在 这 里 是 如 下 的 。 任 取 两 个 置换 ， 比 
如 说 (bc) 和 (acb)， 考虑 这 些 按 所 说 的 顺序 依次 应 用 的 结果 ，: 即 先 
(be) 后 (ac5b): (bc) 把 3 变 到 c, 然 后 (acD) 把 c 变 到 5。 这 样 5 仍 在 
原来 的 位 置 。 取 (6c) 中 的 第 二 个 字母 ce， 由 (8c)，.c 被 变 到 5， 由 
(acb), 5 被 变 到 w 这 样 。 被 变 到 a。 继续 下 去 ， 我 们 看 到 a 更 在 
变 成 : (50) 使 4。 仍 在 原 处 ,但 是 (acB) 把 a 变 成 ce。 那 么 最 后 (50) 跟 
着 是 (gcb) 的 结果 , 就 是 (ca) ,我 们 用 (3c) (acD) = (oa) = (ce) 表示 。 
用 同样 的 方法 很 容易 证 明 
(gcb) (abe) = (be) (acd) 一 了 
(cle) (ce) = (ab); (bo) (Go) = (acb), 
等 等 ， 直 到 所 有 可 能 的 一 对 一 对 的 为 止 。 这 样 ， 公设 (对 及 有 这 
六 个 置换 是 满足 的 , 可 以 验证 (2) 《3): (人 也 满足 。 
所 有 这 些 都 汇总 在 群 的 “乘法 表 ” 中 , 我 们 要 写 出 这 个 表 来 , 其 
中 用 下 面 的 字母 表示 置换 (以 节省 篇 幅 )， 
TI, (be), (abe), (6), (gcb), (@0) 
TI， 4， B, ©O, D, EH, 
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在 读 这 张 表 时 , 从 宏 边 的 列 任 取 一 个 字母 ,比如 说 O， 从 顶 上 
面 的 行 任 取 ~ 个 字母 , 比如 说 D, 那么 对 应 的 行 和 列 的 交点 处 的 表 
值 , 这 里 是 4, 就 是 OD 的 结果 。 这 样 ,OD=4, DO-B, 4B， 
? oa | 

举 一 个 例子 ,我们 可 以 就 (4B)0O 和 4(BO) 证 明 结 合 律 , 它们 
应 当 相等 。 首 先 , 48B 一 0, 因 此 (4B)0=00=I。 再 有 BO 一 4; 因 
此 4(BO) = 44=T。 同 样 的 方法 可 以 证 明 4(DB) = 47= 4 
(C4D) 了 =- 卫 B- 4; 这 样 (4D)B=- 4(DP)。 

一 个 群 中 互 异 运算 的 总 数 叫做 它 的 阶 。 这 里 群 的 阶 是 6。 通 
过 检查 这 张 表 , 我 们 可 以 挑 出 几 个 子 群 ,例如 , 它们 各 自 的 阶 是 4 
2, 3。 这 解释 了 柯 西 证 明 的 一 个 基本 定理 ， 任 何 子 群 的 阶 都 是 群 
的 阶 的 因子 。 
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读者 会 发 现 ， 试 着 构造 阶 不 是 6 的 群 是 很 有 趣 的 。 对 于 任意 
给 定 的 阶 , 互 不 相同 的 群 (有 不 同 的 乘法 表 ) 的 数目 是 有 限 的 ,对 于 
任意 给 定 的 阶 (一 般 的 阶 ")， 这 个 数 可 能 是 什么 还 不 知道 一 一 在 
我 们 这 一 生 中 也 不 大 可 能 知道 。 所 以 在 一 个 表面 上 象 多 米 诺 理论 
那么 简单 的 理论 的 一 开始 , 我 们 就 磁 上 了 未 解决 的 问题 。 

”我 们 已 经 构造 了 群 的 “乘法 表 ”， 现 在 忘掉 它 是 从 置换 中 导出 
来 的 (如 果 那 碰巧 是 做 出 表 的 方法 的 话 )， 而 把 这 个 表 看 做 定义 了 
一 个 抽象 群 ， 那 就 是 说 , 不 给 I，4, B, …… 除 组 合 规则 如 在 OD 
A, DO 用 等 等 中 所 隐 合 的 意义 以 外 的 解释 。 这 种 抽象 的 观点 
是 现在 流行 的 观点 。 它 不 是 柯 西 的 , "但 是 由 柯 西 在 1854 年 采用 
的 。 直 到 二 十 世纪 的 最 初 十 年 为 止 ， 也 没有 提出 一 组 完全 令 人 满 
意 的 群 的 公设 。 . 

当 一 个 群 中 的 运算 被 解释 为 置换 , 或 刚体 的 旋转 , 或 在 群 可 以 
应 用 的 任何 其 他 数学 领域 中 时 ， 这 种 解释 就 被 称 作 由 乘法 表 定 义 
的 抽象 群 的 一 个 实现 。 一 个 给 定 的 抽象 群 可 以 有 很 多 种 不 同 的 实 
现 。 这 是 群 在 现代 数学 中 具有 根本 的 重要 性 的 原因 之 一 ， 同 一 个 





明显 无 关 的 理论 的 本 质 , 由 于 对 抽象 群 性 质 的 深入 研究 , 对 这 些 理 
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论 和 它们 的 相互 关系 的 认识 ， 就 由 一 次 研究 而 不 是 几 次 研究 得 到 
证 

我 们 只 举 一 个 例子 ， 让 一 个 正二 十 面体 (二 十 面 的 规则 立体 ) 
绕 着 它 的 对 称 轴 旋转 , 使 得 每 一 次 旋转 后 , 立体 的 体积 与 以 前 占有 
同样 的 空间 , 这 样 的 旋转 的 全 体 的 集合 形成 一 个 群 , 这 个 旋转 群 当 
抽象 地 表示 出 来 时 ， 与 我 们 试图 解 五 次 一 般 方程 时 在 根 的 置换 下 
出 现 的 群 是 同样 的 。 而 且 同一 个 群 也 在 椭圆 函数 的 理论 中 出 现 
(稍微 预测 一 下 )。 这 暗示 着 虽然 不 可 能 从 代数 上 解 一 般 五 次 方 
程 , 但 是 按照 所 提 到 的 函数 , 方程 可 能 是 一 一 实际 上 确实 是 一 “可 
解 的 。 最 后 , 所 有 这 些 都 能 通过 描述 已 经 提 到 过 的 二 十 面体 ,在 几 
何 上 面 出 来 。 这 个 美妙 的 统一 是 中 利克 斯 . 克 菜 因 (1849--1935) 
的 工作 , 出 现在 他 的 关于 二 十 面体 的 书 中 (1884 年 )。 

柯 西 是 置换 群 理论 的 一 个 伟大 的 先驱 者 。 自 从 他 那 时 以 来 ， 
在 这 个 课题 上 已 经 做 出 了 大 量 的 工作 ， 这 个 理论 本 身 已 经 大 大 发 
展 了 ， 其 后 是 无 限 群 -一 -有 能 用 1，2, 3, ,…… 数 出 来 的 无 限 多 个 
运算 的 群 ,再 进一步 发 展 到 连续 运动 群 。 在 后 面 这 一 类 群 中 , 群 中 
的 运算 通过 无 穷 小 (任意 的 ) 位 移 把 一 个 体 移 到 另 一 个 位 置 一 与 
上 面 描述 过 的 二 十 面体 群 不 同 ， 那 时 旋转 把 整个 体 转动 一 个 有 限 
量 。 这 只 是 无 限 群 中 的 一 类 (这 里 的 术语 是 不 确切 的 , 但 是 足以 说 
明 重要 的 一 点 一 一 离散 群 和 违 续 群 之 间 的 区 别 )。 正 如 有 恨 离 散 
群 的 理论 构成 代数 方程 理论 的 结构 一 样 ， 无 限 的 连续 群 在 徽 分 广 
程 一 -数学 物理 中 极为 重要 的 方程 一 一 理论 中 也 有 很 大 作用 。 所 
以 柯 西 在 摆弄 群 时 , 并 不 是 在 虚度 时 光 。 
”为 了 结束 对 群 的 这 段 描述 ， 我 们 可 以 指出 柯 西 讨论 的 置换 群 
是 怎样 进入 原子 结构 的 现代 理论 的 。 一 个 在 其 符号 中 恰好 包含 着 
两 个 字母 的 置换 ， 比 如 说 (zy) ， 称 为 一 个 对 换 。 任 何 置换 都 是 对 
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换 的 组 合 , 这 是 容易 证 明 的 。 例 如 : 
(abedef) = (ab) (ao) (od) (ae) (af)。 
由 这 个 例子 , 以 对 换 的 形式 写 出 任何 置换 的 规则 就 是 显然 的 了 。 
现在 , 假定 -个 原子 中 的 电子 都 是 相同 的 ,也 就 是 说 , 一 个 电 
子 与 另 一 个 电子 是 无 区 别 的 ; 这 是 完全 合理 的 假设 。 因 此 , 如 果 交 
换 一 个 原子 中 的 两 个 电子 , 原子 保持 不 变 。 为 简单 起 见 ; 设 原子 恰 
好 包含 三 个 电子 ， 比 如 说 4, 5c， 使 原 于 保持 不 变 一 保持 原样 
一 的 电子 的 所 有 交换 ， 对 应 于 在 mw 5, 。 上 的 置换 群 (我 们 给 了 
乘法 表 的 那 一 个 群 )。 从 这 里 到 由 原子 构成 的 受 激 气 体 发 出 的 光 
谱 线 , 似乎 还 有 很 大 一 步 距离, 但 是 这 一 步 已 经 迈 出 J， 一 组 量子 
力学 专家 , 在 置换 群 理论 中 给 光谱 (以 及 与 原子 结构 有 关 的 其 他 现 
象 ) 的 阐明 找到 了 令 人 满意 的 背景 。 柯 西 当然 没有 预见 到 他 为 了 
其 本 身 的 魅力 发 展 起 来 的 理论 会 有 这 样 的 应 用 ， 他 也 没有 预见 到 
它 会 应 用 到 代数 方程 的 未 解 之 让 十 。 那 个 功绩 笠 留 竺 一 个 十 几 岁 
的 孩子 去 完成, 我们 将 在 后 面谈 到 他 。 





柯 西 到 二 十 七 岁 (1816 年 ) 时 已 经 使 自己 上 升 到 当时 的 数 学 
家 的 最 前 列 。 他 唯一 揭 重 要 竞争 对 手 是 沉默 的 高 斯 ， 比 他 年 长 十 
二 岁 。 柯 西 1814 年 的 关于 复数 极限 的 定 积分 的 论文 , 开始 了 他 作 


为 单 复 变 量 函 数理 论 的 独立 创造 者 和 无 与 从 出 的 发 展 者 的 便 大 业 


绩 。 关 于 专业 术语 , 我 们 得 参考 高 斯 那 一 章 一 一 高 斯 在 1811 年 也 
经 得 出 了 北 本 定理 ， 比 和 柯 西 时 三 年 。 柯 西关 于 这 个 题目 的 过 分 详 
尽 的 论文 直到 1827 年 才 出 版 。 推 迟 出 版 的 原因 可 能 是 由 于 文章 
太 长 一 一 大 约 一 百 八 十 页 。 柯 西 从 来 没有 考虑 过 ， 这 些 投 到 科学 
院 或 综合 工科 学 校 的 长 达 八 十 页 至 三 百 页 的 一 块 文章 ， 是 要 从 它 
们 有 限 的 经 费 中 出 资 印刷 的 。 
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第 二 年 (1815 年 ), 柯 西 由 于 证 明了 费 马 贸 给 困惑 的 后 代 的 一 
个 伟大 定理 而 引起 了 悄 动 ， 这 个 定理 是 : 每 一 个 正 整数 都 是 三 个 
“三 角形 数 ”、 四 个 “四 边 形 数 ” 五 个 “五 边 形 数 ”， 六 个 “六 边 形 数 ” 
等 等 的 和 。 在 每 一 种 情形 , 零 都 算 在 所 说 的 那 一 类 数 中 。 一 个 “三 
角形 数 ” 是 数字 0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, .…… 中 的 一 个 , 这 些 数 是 
由 用 点 子 建立 的 正 ( 等 边 ) 三 角形 组 成 的 ， 


.9 站 ey . 站 3 z 全 ‘ . ey 等 等 
“正方 形 数 "是 同样 产生 的 ， 


人 
其 中 , 借以 从 一 个 正方 形 得 到 后 一 个 正方 形 的 “边界 ”是 明显 的 。 同 
样 ， 五 边 形 数 " 是 由 点 建立 前 正 五 边 形 ;“ 六 边 形 数 ” 及 其 它 的 数 类 
似 。 这 是 不 容易 证 明 的 ,事实 十, 欧 拉 、 拉 格 朗 日 ， Ds 
证 明 它 。 高 斯 早 就 证 出 了 “三 角形 数 ”。 

柯 西 似乎 要 表明 他 没有 局 限于 纯 数 学 的 第 一流 工作 他 接着 
赢得 了 科学 院 1816 年 提供 的 大 奖 ， 题 目 是 “不 定 深度 的 清流 表面 
的 波 的 传播 理论 "一 一 就 数学 处 理 而 言 ,海浪 与 这 种 类 型 很 相近 .这 
篇 论文 最 后 (在 印 出 时 ) 长 达 三 百 多 页 。 柯 西 二 十 七 岁 时 发 现 自己 
被 强 有 力 地 “ 推 向 ”科学 院 院 士 的 席位 一 一 一 个 对 于 如 此 年 轻 的 入 
最 不 寻常 的 荣誉 。 他 得 到 私下 保证 , 数学 部 一 有 空缺 就 让 他 递补 。 
就 名 声 来 说 ,这 是 柯 西 一 生 的 项 点。 











欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 十 五 章 ”数学 与 风车 331 


这 时 ，1816 年 ， 柯 西 当 选 入 科学 院 的 时 机 已 经 成 熟 。 但 是 没 
有 空缺 。 不 过 有 两 个 麻 位 有 指望 很 快 就 空 出 来 ,， 因为 持 有 这 两 个 
席位 的 人 年 事 名 高 : 蒙 日 七 十 岁 , 工 . M. N. 卡尔 诺 六 十 三 岁 。 我 们 
已 经 谈 到 过 蒙 日 了 ， 卡 尔 诺 是 彰 赛 列 的 前 任 。 卡 尔 诺 在 科学 院 拥 
有 席位 是 因为 他 恢复 和 发 展 了 帕斯卡 和 德 扎 尔格 的 综合 几何 的 研 
究 , 以 及 他 要 把 微 积分 学 放 在 一 个 坚固 的 逻辑 基础 上 的 勇敢 尝试 。 
在 数学 之 处 ， 卡尔 诺 在 法 国 历史 上 为 自己 赢得 了 一 个 值得 羡 幕 的 
各 前, 他 是 在 1793 年 组 织 儿 十 四 支 军队 ， 拖 败 了 欧洲 联合 起 来 的 . 
反 民 主 的 反动 分 子 们 扑 向 法 国 的 五 十 万 大 军 的 天 才 。 当 拿破仑 在 
1796 年 为 他 自己 提取 了 权力 时 , 卡尔 诺 反 对 这 个 暴君 ， 说 “我 是 所 
有 国王 的 势 不 两 立 的 敌人 ”， 他 因此 潮 到 放逐 。 在 1812 年 俄国 战 
役 之 后 , 卡尔 诺 表 示 要 作为 一 个 军人 去 服役 , 但 是 有 一 个 条 件 。 他 
愿 为 法 国 而 战 , 不 愿 为 拿破仑 的 法 兰 西 帝国 而 战 。 

在 拿破仑 从 厄 尔 巴 岛 逃 出 来 ， 经 过 光荣 的 “ 百 日 政 变 ” 之 后 的 
政治 动乱 中 , 科学 院 重新 组 建 , 卡尔 诺 和 蒙 日 都 被 开除 了 。 卡 尔 诺 
的 继任 者 就 任 时 没有 什么 好 说 的 ， 但 是 当年 轻 的 柯 西 车 流 其 事 地 
坐 上 蒙 日 的 位 子 时 , 风暴 发 生 了 。 了 驱逐 蒙 日 是 十 足 的 政治 上 的 卑鄙 
行为 ， 任 何 因此 得 到 好 处 的 人 至 少 显 示 他 铁 乏 良好 的 感情 。 柯 本 
当然 有 权利 而 且 问 心 无 愧 。 

指 那 此 吃 过 搁 得 很 好 的 河马 内 的 人 说 ， 河 马 的 心 很 投 ， 所 以 
厚 脸 皮 不 一 定 是 说 明 一 个 人 的 内 心 的 可 靠 依据 。 柯 西 崇 拜 波 旁 王 
室 ， 相 信 波 旁 王室 是 上 帝 派 来 统治 法 国 的 直接 代表 一 一 甚至 当 上 
帝 派 来 一 个 象 查 理 十 世 那 样 的 不 称职 的 小 丑 时 ， 他 也 这 样 认为 
一 一 ,所 以 当 柯 西 演 上 蒙 日 的 位 子 时 , 他 只 不 过 是 在 向 上 帝 和 法 国 
尽忠 。 他 是 真诚 的 , 不 是 仅仅 为 了 追求 私利 , 这 一 点 在 他 后 来 对 于 
被 奉 若 神 明 的 查理 的 忠诚 中 就 可 看 出 。 , 
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现在 ， 这 位 法 国 最 伟大 的 数学 家 一 一 仍然 不 到 三 十 岁 一 一 又 
多 又 快 地 得 到 荣誉 和 职位 。 自 从 1815 年 (他 三 十 六 岁 ) 起 , 柯 西 一 
直 在 巴黎 综合 工科 学 校 讲 授 分 析 学 。 现 在 他 成 了 教授 ， 不 久 又 被 
法 兰 西学 院 和 巴黎 文理 学 院 任命 为 教授 。 一 切 好 事 都 开始 落 到 他 
身上 了 。:" 他 的 数学 活动 是 令 人 难以 置信 的 ; 有 时 候 在 一 星期 中 , 科 
学 院 会 收 到 他 两 篇 很 长 的 文章 。 除 了 他 自己 的 研究 工作 以 外 ， 他 
还 起 草 了 难以 数 计 的 关于 其 他 人 投 给 科学 院 的 论文 的 报告 ， 并 挤 
出 时 间 来 写 了 关于 数学 \ 纯 数学 和 应 用 数学 的 ) 所 有 分 支 的 几乎 如 
川流不息 的 短文 章 。 对 于 欧洲 数学 家 , 他 变 得 比 高 斯 还 要 著名 。 学 
者 们 和 和 学 生 们 都 来 昕 他 关于 他 正在 发 展 起 来 的 新 理论 ， 特 别 是 在 
分 析 学 和 数学 物理 中 的 新 理论 的 美妙 而 清晰 的 讲解 。 和 
有 来 自 柏林 、 马 德里 和 圣彼得堡 的 著名 数学 家 。 : 

在 所 有 这 些 工 作 之 余 ， 柯 西 挤 出 时 间 求 爱 。 他 的 意中人 阿 洛 
伊 斯 - 德 - 比 雷 是 一 个 有 教养 的 老式 家 庭 的 女儿 , 和 他 一 样 , 是 一 个 
热心 的 天 主教 徒 。 柯 西 在 1818 年 同 她 结婚 , 共同 生活 了 将 近 四 十 
年 。 他 们 有 两 个 女儿 , 她 们 都 象 柯 西 那样 被 培养 成 人 。 


这 个 时 期 有 一 项 伟大 的 工作 值得 注意 。 在 拉 格 朗 日 和 其 他 一 
些 人 的 辟 励 下 , 柯 西 在 1821 年 详细 写 出 了 他 在 综合 工科 学 校 讲 过 
的 分 析 学 的 讲义 教程 以 供 发 表 。 这 部 著作 提出 了 长 期 的 严格 性 的 
标准 ， 甚 至 在 今天 , 这 本 教程 中 柯 西 给 极限 和 连续 下 的 定义 , 以 及 
他 号 的 关于 无 穷 豚 数 收敛 性 的 许多 内 容 ， 仍 然 可 以 在 任何 一 本 精 
心 写成 的 微 积分 学 申 找 到 。 从 前 言 中 摘出 的 一 段 ， 可 以 说 明 他 所 
想到 的 和 他 所 完成 的 ， 

“我 竭力 赋 与 这 些 [分 析 的 ] 方法 以 几何 中 所 要 求 的 全 部 严格 
性 , 作 到 决 不 涉及 从 代数 的 一 般 原 则 中 抽出 来 的 推理 。[ 就 象 今天 
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所 说 的 , 代数 的 形式 主义 。] 这 一 类 推理 ， 虽 然 广 为 承 认 , 但 主要 是 
在 从 收敛 级 数 到 发 散 级 数 , 从 实 量 到 虚 量 的 过 程 中 ; 在 我 看 来 ， 不 
能 认为 它 是 什么 超出 好 纳 法 的 东西 ; 它 有 时 暗示 着 真理 , 但 是 它 与 
数学 引 以 自豪 的 严格 性 没有 什么 一 致 的 地 方 ,我 们 也 必须 注意 到 ， 
它们 倾向 于 址 成 一 种 据 认 为 是 代数 公式 所 有 的 、 模 糊 的 有 效 竹 @O。 
而 实际 上 ， 这 些 公式 大 多 数 只 在 某 些 条 件 下 对 它们 包含 的 量 的 某 
些 值 有 效 。 "通过 决定 这 些 条 件 和 值 ， 通 过 精确 地 确定 我 所 用 的 记 
号 的 意义 , 我 将 消除 一 切 不 确定 性 。” 

栖 西 的 创作 能 力 是 如 此 之 无 ， 以 至 他 不 得 不 创办 一 个 他 自己 
的 杂志 < 数学 练习 > (1826 一 1830 年 ),， 第 二 辑 继续 以 < 分 析 数 学 和 
物理 练习 > 为 名 ,发 表 他 在 纯 数学 和 应 用 数学 方面 的 评论 性 的 和 独 
创 性 的 著作 。 这 些 著 作 销 路 很 好 ， 被 人 们 仔细 阅读 ， 对 改革 1800 
年 以 前 的 数学 情趣 起 了 很 大 的 作用 。 

。 柯 西 惊 人 的 活动 力 的 一 个 方面 是 很 有 趣 的 。 1835 年 科学 院 
开始 出 版 它 的 周刊 (compteg rendus) 。 这 对 柯 西 是 一 个 未 开 基 的 
倾销 园地 ， 他 开始 以 短 论 和 长 篇 专题 报告 塞 满 这 个 新 的 出 版 物 
一 一 有 时 将 一 星期 不 止 一 篇 。 科 学 院 对 迅速 山 积 的 付 印 单 感到 震 
惊 , 于 是 遇 过 了 去 项 规定 (今天 已 经 无 效 ) 禁止 刊登 超过 十 页 的 长 
文章 。 这 束缚 了 柯 西 的 华丽 的 文体 , 他 那些 较 长 的 论文 , 一 篇 长 达 
三 百 页 的 关于 数论 的 伟大 论文 , 是 在 其 它 地 方 发 表 的 。 

柯 西 的 婚姻 很 幸福 ， 研 究 工 作 象 多 产 的 大 马 哈 鱼 那样 硕果 累 - 
累 ， 就 在 他 成 为 弄 臣 的 时 机 成 熟 时 ; 1830 年 的 草 命 把 他 心爱 的 查 
理 赶 下 了 台 。 命 运 之 神 从 来 没有 笑 得 这 么 开心 过 ， 他 示意 柯 西 从 


@ -例如 ,如 果 力 是 大 于 或 等 于 1 的 正 整 数 ,那么 由 1~s 除 1 得 到 的 i 
十 N 十 02 十 03 十 …… 直至 无 限 是 毫 无 意义 的 。 
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科学 院 里 蒙 日 的 位 子 上 站 起 来 ， 跟 他 的 救世 主 去 流放 。 柯 西 不 能 
够 拒绝 , 他 曾经 庄严 宣 拆 效忠 查理 , 而 对 于 柯 西 ， 发 了 哲 就 得 遵守 
拇 言 ， 即 便 是 对 一 头 惟 驴 发 拆 也 得 遵守 。 值 得 称 释 的 是 ， 柯 西 在 
四 十 岁 的 时 候 , 放弃 了 他 所 有 的 职务 , 自愿 去 流放 。， 

离 乡 背 井 ， 他 并 不 感到 遗 域 。 巴 黎 血 污 的 街道 使 他 恶心 。 他 
坚决 认为 这 血淋淋 的 混乱 局 面 决 不 应 由 好 心 的 国王 查理 负责 。 

柯 西 把 他 的 家 人 留 在 巴黎 , 但 并 未 辞去 他 在 科学 院 的 职位 , 他 
先 去 瑞士 , 在 那里 , 在 科学 会 议和 研究 工作 中 寻求 慰藉 。 他 从 不 向 
查理 请 求 哪怕 是 最 小 的 恩惠 ， 甚 至 不 晓得 被 放逐 的 国王 是 否 知 道 
他 是 为 了 一 个 原则 问题 而 自愿 作出 辆 牲 的 ,不 久 , 一 个 比较 开明 的 
查理 . 撤 丁 国王 查理 阿尔 贝 特 , 听 说 了 有 名 的 柯 西 没有 工作 , 就 为 
他 安排 了 一 个 工作 ， 在 都 灵 任 数 学 物理 教授 。 柯 西非 常 高 兴 。 他 
很 快 学 会 了 意大利 文 , 并 且 用 这 种 语言 讲课 。 

不 久 ， 他 因为 工作 过 度 和 过 于 兴奋 而 病 倒 ， 他 感到 非常 遗憾 
(正如 他 写 给 妻子 的 信 中 所 说 )， 他 不 得 不 在 一 段 时 间 里 放弃 晚上 
的 工作 。 在 意大利 度假 , 附带 去 拜访 教皇 ， 使 他 得 以 完全 康复 ; 他 
回 到 都 灵 ， 急 切 地 盼 着 长 期 献身 于 教学 和 科研 。 但 是 不 久 ， 目 印 
的 查理 十 世 象 一 只 没有 头脑 的 山羊 似 地 ， 阅 入 了 这 位 退隐 中 的 数 
学 家 的 生活 ， 为 了 奖励 他 忠实 的 追随 者 ， 而 给 他 带 来 了 极 大 的 危 
害 。 1333 年 ， 柯 西 受托 负责 查理 的 继 系 人、 十 三 岁 的 波尔多 公顷 
的 教育 。 男 保姆 和 初级 教师 的 工作 ， 是 柯 西 最 不 愿意 做 的 。 然 而 
人 
年 , 他 的 家 人 利他 会 合 在 一 起 了 。 

事实 证 明 , 对 波 旁 王室 的 继承 人 的 教育 ， 决 不 是 挂名 的 事 。 除 
了 吃饭 的 时 间 以 外 , 从 清晨 直到 晚上 , 柯 西 都 为 这 个 王家 的 小 家 伙 
所 烦 扰 。 不 仅 普 通 学 校 的 初级 课程 ， 必 须 想方设法 硬 灌 给 这 个 娇 
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生 惯 养 的 孩子 ， 柯 西 还 被 派 去 照看 他 在 公园 里 玩 要 时 不 至 于 跌倒 
而 碰 破 了 膝盖 皮 。 不 用 说 , 柯 西 对 他 的 教育 的 主要 部 分 , 是 进行 他 
自己 醇 心 的 特殊 牌子 的 道德 哲学 方面 的 亲切 谈话 ， 所 以 或 许 法 兰 
西 最 后 决定 不 把 波 旁 王室 请 回来 还 是 有 理由 的 ， 就 让 他 们 和 他 们 
的 数 不 清 的 后 谊 留 在 同 际 艇 姻 介 绍 所 ， 作为 百 万 富翁 的 女儿 们 朱 
彩 的 奖品 。 i 

尽管 几乎 不 断 地 照料 着 他 的 学 生 ， 柯 西 还 是 设法 在 进行 了 他 的 
数学 研究 , 不 时 地 冲 进 他 的 私 大 住处 ， 匆 匆忙 忙 地 写 下 二 个 公式 ， 
或 者 很 腑 草地 胡乱 涂 上 一 段 。 这 个 时 期 的 最 感人 的 工作 ， 是 关于 
光 的 色散 的 长 篇 论文 。 柯 西 试图 在 这 篇 论文 中 ， 根 据 光 是 一 个 弹 
性 固体 的 闸 动 所 产生 的 这 一 假设 , 阐明 色散 现象 (由 于 构成 白色 的 
有 色光 的 各 种 不 同 的 可 拍 射 性 , 而 将 白色 的 光 分 成 色光 )。 这 项 工 
作 在 物理 学 的 历史 上 是 饶 有 趣味 的 ， 因 为 它 举例 说 明了 十 九 世纪 
试图 以 机 械 模 型 来 说 明 物理 现象 ， 而 不 仅 是 创立 一 种 抽象 的 数学 
理论 米 把 各 种 观察 联系 起 来 的 倾向 。 这 种 倾向 背离 了 牛顿 及 其 后 
继 者 流行 的 做 法 一 一 虽然 有 过 从 机 械 上 “解释 * 万 有 引力 的 尝试 。 

今天 这 个 倾向 是 在 纯粹 数学 的 相互 关系 和 完全 抛弃 了 以 太 、 
弹性 固体 或 其 它 机 械 的 “解释 > 的 相反 方面 ， 这 些 解释 比 所 说 明 的 
事物 更 难 领会 。 现 在 的 物理 学 家 们 似乎 注意 到 了 拜 从 的 质问 )“ 那 
么 谁 来 说 明 这 个 解释 ?弹性 固体 理论 有 着 漫长 而 光辉 的 成 功 ， 甚 
至 今天 , 柯 西 从 他 语 误 的 假设 中 导出 的 一 些 公式 还 在 被 应 用 , 但 是 
- 当 精 确 的 实验 技术 和 无 可 怀疑 的 现象 (这 里 是 不 规则 的 色散 ) 与 这 
个 理论 的 预告 不 相符 合 时 (这 种 情况 时 有 发 生 )， 理论 本 身 就 被 
弈 了 。 
1838 年 柯 西 摆脱 了 他 的 学 生 ( 他 当时 将 近 五 十 岁 )。 在 巴黎 的 
朋友 们 旱 就 在 催促 他 回去 , 柯 西 利用 他 的 父母 金婚 纪念 作为 借口 ， 
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辞别 了 查理 和 他 的 全 体 随 从 , 由 于 特许 研究 院 ( 科 学 院 过 去 和 现在 
都 是 它 的 一 部 分 ) 成 员 不 需 宣 上 暂 效 忠 政 府 , 因而 柯 西 恢复 了 他 的 席 
位 。 现 在 他 的 数学 活动 比 以 往 更 加 广泛 。 在 他 一 生 中 的 最 后 十 几 
年 期 间 , 他 对 数学 的 所 有 分 支 , 包括 机 械 、 物 理 和 天 文 , 写 出 了 五 百 
多 篇 论文 。 这 些 著作 中 许多 是 长 篇 专著 。 

他 的 肥 烦 还 没有 过 去 。 尖 法兰西 学 院 出 现 空缺 时 ， 柯 西 被- 
致 同意 担任 这 个 职位 , 但 是 这 里 不 实行 齿 免 , 柯 西 必须 先 宣 誓 效 忠 
才能 就 职 。 他 认为 政府 纂 三 了 他 的 主子 的 神圣 权利 ， 挺 着 膀子 加 
执 地 拒绝 宣 哲 。 于 是 他 再 度 失 去 了 工作 。 但 是 计量 局 能 够 任用 具 
有 他 这 样 的 才能 的 数学 家 。 他 再 次 一 臻 通过 当选 。 

”这 时 开始 了 一 场 有 趣 的 拔河 赛 ， 绳 子 的 一 端 是 男 珊 柯 西 和 计 


量 局 , 男 一 端 是 不 正当 的 政府 。 一 旦 认识 到 这 是 在 题 弄 自己 , 政府 


就 松手 了 ， 柯 西 则 不 经 宣誓 就 一 下 弹 回 到 计量 局 里 。 违 抗 政府 完 
全 是 非法 的 , 更 不 用 说 产道 了 , 但 是 柯 西 坚守 他 的 位 署 。 他 在 计量 


局 里 的 同事 们 则 有 礼 狐 地 无 视 政府 关于 合法 地 选举 某 人 的 要 求 来 


使 政府 为 难 。 柯 西 顽固 地 : 六 同时 继续 进行 
他 的 工作 。 

… 柯 西 对 数学 天 文学 的 最 重要 的 贡献 , 部 分 即 属于 这 一 时 期 。 惑 
维 于 以 他 1840 年 关于 小 行星 雅典 娜 的 论文 , 无 意 间 把 柯 西 发 动 了 


起 来 。 这 是 一 部 篇 辐 很 长 的 著作 , 充满 所 无 数 的 计算 , 任何 一 个 审 
议 人 首先 要 花 很 长 时 间 去 核对 这 些 计算 ， 和 作者 用 来 完成 演算 的 


时 间 想 等。 当 论 文旦 交 给 科学 院 时 ， 官 员 们 开始 物色 一 个 愿意 承 
担 核 实 计 算是 否 正 确 这 项 非 人 的 工作 的 人 选 。 柯 西 自告奋勇 。 他 
没有 步 勒 维 耶 的 后 侍 ， 而 是 很 快 就 找到 捷径 ， 并 且 发 明了 新 的 方 
法 , 使 他 得 以 在 相当 短 的 时 间 内 核实 并 扩展 这 项 工作 。。 

1843 年 柯 西 五 十 四 岁 时 , 同 政府 的 争执 达到 了 紧急 关头 。 大 


DT 


心 十 
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臣 不 愿 再 被 当 作 公 开 的 笑柄 ,要 求 计量 户 举 行 选举 , 以 补 上 柯 西 拒 


' 绝 腾 出 的 位 置 。 柯 西 在 朋友 们 的 建议 下 写 了 一 封 公开 信 , 把 他 的 


情形 诉 详 公 众 。. 这 圭 信 是 柯 西 一 生 中 写 得 最 精采 的 东西 。 
柯 西 为 之 进行 庚 吉 词 德 式 的 支持 的 事业 ， 除 了 声名 狼藉 的 反 
动 分 子 以 外 , 大 家 都 知道 已 经 永远 失败 , 但 是 不 管 我 们 对 他 的 这 种 


行为 会 有 其 么 想 波 六 成 们 不 得 不 敬 侯 柯 西 既 庄严 又 冷静 地 陈述 他 


自己 的 情形 , 和 为 自己 的 信 伸 自由 而 战斗 耻 的 大 斋 攻 精神。 那 大 在 
当时 人 们 尚 不 热 悉 而 现在 已 十 分 普通 部 名 诗 下， 为 自由 思想 进行 
的 战斗 。 

、 在 个 利 略 的 时 代 ， 河 商 要 维 护 他 的 信人 自由 无 话 会 受 火 独 ， 在 
路 蝴 - 非 利 普 统治 下 , 他 拒 绝 承 认 任 何 政 府 有 权 强 人 迫 他 作 违 背 良心 
的 效忠 莹 者 , 他 为 他 的 勇气 吃 了 苦头 。 他 的 立 蝶 , 使 他 甚至 博得 他 
的 天 人 的 尊敬 ,使 政府 甚至 在 它 的 支持 者 眼 里 也 遭 到 项 视 。 不 入， 
发 生 了 巷战 、 暴 动 . 罢 工 、 内 战 , 和 一 道 记 政府 滚 开 的 无 可 辩驳 的 命 
令 ， 使 政府 从 它 能 够 理解 的 这 种 方式 中 ， 清 楚 地 认识 到 镇 压 的 最 
愉 。 1848 年 路 易 * 非 利 普 和 他 的 全 体 同伙 被 驱 之 。 罩 时 政府 颁布 
的 第 一 批 演 令 之 一 就 是 度 除 效忠 宣 暂 。 政 治 罕 们 芒 年 见 的 机 知 认 
识 到 ,这 样 的 宜 哲 既 不 必要 也 无 价值 。 \ 

1852 年 ， 舍 钼 他 三 沁 各 权时 恢复 了 效 由 宣 卿 。 但 是 这 时 柯 西 
已 打 了 胜仗 。 他 被 私下 告知 ， 他 可 以 继续 进行 他 的 演讲 而 勿 需 宣 
哲 。 双 方 都 心 轨 不 宜 ， 不 需要 大 惊 小 怪 。 政 府 不 因为 它 的 宽 宏 大 
量 而 要 求 感谢 , 柯 西 也 丝毫 没有 变 得 温顺 些 ， 而 是 继续 他 的 讲课 ， 
好 象 甚 么 事 也 没有 发 生 。 从 这 时 直到 他 的 生命 铺 束 ， 他 一 直 是 巴 
黎 大 学 的 主要 光荣 。 

在家 的 不 竹 丰 入 和 菲 沁 为 的 天 宇 征 冯 同 的 区 到 天 癌 -条 汕 
抽出 时 间 去 为 耶 鲜 会 会 十 辩护， 纠纷 还 是 原来 的 一 一 政府 教育 当 
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局 坚持 认为 耶稣 会 的 培养 方法 造成 效忠 的 分 裂 ， 而 耶稣 会 会 士 则 
辩护 说 宗教 教育 是 一 切 教育 的 唯一 合理 的 基础 。 这 场 斗 争 很 合 柯 
西 的 胃口 ， 于 是 他 兴致 勃勃 地 参加 了 进去 。 他 为 他 的 朋友 们 所 和 作 
的 辩护 是 动人 的 , 真诚 的 , 但 缺乏 说 服 力 。 不 论 甚么 时 候 ， 柯 西 一 
离开 数学 , 就 以 感情 代替 了 理智 。 

“ 训 里 米 亚 截 争 给 柯 西 提供 了 使 他 的 固执 的 同事 们 讨 天 他 的 最 
后 机 会 i 
宣传 家 。 "工作 "在 这 里 是 指 一 种 特殊 的 “善行 

按照 1855 年 这 项 工作 的 发 起 人 的 说 法 ， < 需要 纠正 过 去 的 浊 
乱 , 同时 对 莫斯科 人 的 野心 和 穆斯林 的 狂热 进行 双重 检查 . 首先 是 
为 那些 被 古兰经 变 得 野蛮 了 的 人 民 的 新 生 作 准 备 ……” 汉 一 句 话 ， 
死 里 米 亚 战争 是 为 基督 教 开辟 道路 的 惯用 的 刺刀 。 柯 西 深 滨 感 到 
必须 用 一 种 更 人 道 的 东西 来 代替 使 人 变 得 野蛮 的 古兰经 ， 他 投身 
于 这 项 计划 之 中 ， 人 
的 解放 工作。  ， . 

。 屠 鲜 全 会议 感激 林 西 给 巴 的 老练 的 帮 动 ,在 多 殴 事 (包括 和 
集 捐款 ) 上 给 予 他 充分 的 信 任 ， 这 些 工作 将 完成 “ 受 古兰经 法 典 奴 
役 的 各 族人 民 在 道德 上 的 新 生 ， 福 音 书 在 耶稣 基督 的 摇 馈 和 墓地 
周围 的 胜利 , ”这 是 信奉 基督 教 的 法 国人 人、 英国 人 、 俄 国人 、 撤 丁 尼 
a A a a ss 
一 可 以 接受 的 补偿 。”… 

正 是 这 种 性 质 的 善行 ， 使 柯 西 的 一 些 朋友 们 出 于 对 当时 下 
的 虚 诚 精神 的 同情 ,, 称 他 为 自命 不 凡 的 伪 君 子 。 这 个 称号 完全 是 
不 应 当 的 。 柯 西 是 有 史 以 来 最 真诚 的 信仰 度 诚 的 人 当中 的 一 个 。 

这 项 工作 的 最 后 结果 是 1860 年 5 月 发 生 揭 特别 信人 震惊 的 
大 屠杀 。 柯 西 没有 在 有 生 之 年 看 见 他 的 劳动 圆满 完成 。 
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大 数学 家 的 声 准 和 其 他 大 人 物 一 样 ， 受 到 同样 的 盛衰 荣辱 的 
支配 。 因 为 柯 西 在 他 去 世 很 久 以 后 一 一 甚至 今天 一 都 由 于 生产 
过 多 和 写作 过 快 而 受到 严厉 的 批评 。 他 的 全 部 出 品 共有 七 百 八 十 
九 篇 论文 (其 中 许多 是 广泛 而 详尽 的 著作 ), 共 十 四 开本 二 十 四 卷 。 
如 果 一 个 人 除了 一 些 质量 不 高 的 作品 以 外 ， 写 出 了 大 量 第 一 流 的 
著作 , 这 类 批评 看 来 当然 是 不 恰当 的 , 而 且 通 常 是 那些 自己 写 得 比 
较 少 , 而 这 少量 作品 也 没有 什么 创新 的 人 提出 的 。 柯 西 对 现代 数学 
所 起 的 作用 ; 是 在 离 舞 台中 心 不 远 的 地 方 。 这 点 现在 已 经 几乎 得 到 
普遍 承认 , 虽然 在 某 些 方面 还 有 点 勉强 。 自 从 他 去 世 以 来 , 特别 是 
近 几 十 年 来 ， 柯 西 作为 一 个 数学 家 的 声誉 已 经 稳定 地 上 升 。 他 所 
引进 的 方法 , 他 的 开创 现代 严格 性 第 一 时 期 的 整个 计划 , 还 有 他 那 ， 
几乎 无 与 伦比 的 创造 力 , 都 首 数 学 上 留 下 了 印记 。 而 这 种 印记 , 就 
我 们 现在 所 能 看 见 的 , 是 注定 要 在 今后 许多 年 都 看 得 见 的 。 

”在 柯 西 所 作 的 大 量 新 东西 忠 ， 可 以 提出 一 个 显然 并 不 重要 的 : 
细节 , 以 说 明 他 的 远见 卓识 。 柯 西 不 用 “想象 的 ”%( 一 ~ 了 I) ;而 提 
出 用 模 记 十 1 的 同 余 ， 来 完成 数学 中 的 所 有 复数 的 运算 。 这 是 在 
1847 年 作出 的 。 这 篇 论文 一 一 一 篇 短文 一 一 没有 引起 甚么 注 意 。 
然而 它 却 是 某 种 将 对 数学 的 一 些 基本 概念 引起 变 草 的 东西 一 一 克 
罗 内 克 的 计划 一 一 的 萌芽 。 这 个 问题 在 后 面 几 章 中 还 要 多 次 出 现 ， 
所 以 我 们 在 这 里 只 需 提 一 下 就 行 了 。 

在 社交 接触 方面 ， 柯 西 虽 不 能 说 圆滑 ， 也 是 极其 股 勤 有 礼 狐 
的 ， 比 如 当 他 为 了 他 的 一 次 竞争 征求 赞助 时 就 是 这 样 。 他 的 习惯 
是 温和 有 节制 ， 除 了 数学 和 宗教 以 外 ， 他 对 一 切 事情 都 是 有 节制 
的 。 在 宗教 上 ， 他 缺乏 普通 常识 。 他 想 让 任何 接近 他 的 人 都 改变 
信仰 。 当 威廉 .汤姆 森 ( 开 尔 文 助 珊 ) 还 是 一 个 二 十 一 岁 的 年 轻 人 ， 
去 拜访 柯 西 , 和 他 讨论 数学 时 , 柯 西 抓 住 这 个 时 机 ， 想 让 他 的 来 访 
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者 一 一 当时 是 一 个 坚定 的 苏格兰 自由 教会 信徒 一 一 版 依 天 主教 。 
柯 西 也 为 优先 权 的 问题 争吵 ， 为 此 他 的 敌人 指责 他 贪 焚 和 不 
够 光明 看 落 。 他 的 最 后 一 年 就 被 一 次 这 样 的 争吵 弄 糟 了， 在 这 件 
事情 上 , 他 看 来 是 无 话 可 辩 的 。 但 是 一 旦 涉及 到 原则 问题 , 他 就 以 
他 一 贯 的 固执 ， 敢 于 顶 住 别人 的 叫喊 ， 极 其 蔬 固 地 坚持 自己 的 观 
还 有 一 个 特点 ， 使 柯 西 在 科学 界 同 事 中 更 加 不 得 人 心 。 在 科 
学 院 和 科学 团体 中 ， 人 们 应 该 仅仅 根据 候选 人 科学 上 的 功绩 来 投 
票 , 任何 其 他 做 法 都 被 认为 是 不 道德 的 。 不 管 正 确 与 否 , 柯 西 被 指 
责 为 根据 他 的 宗教 观 和 政治 观 来 投票 选举 。 他 一 生 的 最 后 几 年 中 ， 
四 于 他 从 为 在 这 件 府 和 美 似 的 轴 点 方面 得 不 到 同事 们 的 该 解 测 感 
到 痛苦 。 哪 一 方面 都 不 能 接受 对 方 的 观点 。 
1857 年 5 月 23 日,、 柯 西 六 十 八 岁 时 出 乎 意料 地 去 世 了 。 他 
去 乡间 休养 , 原 指望 对 他 的 支气管 病 会 有 好 处 , 不 料 却 发 烧 了 ， 事 
实证 明 这 是 致命 的 。 他 去 志 前 几 小 时 ， 还 在 热心 地 和 巴黎 大 主教 
就 他 拆 考 虑 到 的 慈善 工作 进行 热烈 的 谈话 一 一 慈善 事业 是 柯 西 毕 
生 关 心 的 事业 之 一 。 人 A 但 
ee z 
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罗 书 切 夫 斯 基 的 理论 是 他 的 同 代 人 无 294 
法 理解 的 ， 因 为 它 看 来 与 一 种 仅仅 被 几 千 
年 来 视 若 神明 的 偏见 认为 必要 的 公理 相 矛 ` 
盾 。 
一 一 罗 巴 切 夫 斯 基 著作 的 编辑 者 
假定 人 们 通常 所 接受 的 对 哥 白 尼 所 作 之 事 的 重要 性 的 评价 是 
正确 的 , 我 们 就 不 得 不 承认 , 称 另 一 个 人 为 什么 的 “ 哥 白 尼 ”， 要 末 
是 人 力 所 能 作出 的 最 高 的 称赞 ， 要 末 是 最 严厉 的 指责 。 当 我 们 知 
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道 了 罗 巴 切 夫 斯 基 在 非 欧 几 何 的 创造 中 所 作 的 一切， 考虑 到 它 对 
全 部 人 类 思想 的 重要 性 ， 而 数学 在 其 中 即使 重要 也 只 是 一 小 部 
分 ， 我 们 也 许 就 会 同意 ， 克 利 福 德 (1845 一 1879) 在 称 罗 巴 切 夫 
斯 基 为 “几何 学 中 的 哥 白 尼 ” 时 ， 并 没有 过 分 地 称 狗 他 的 英雄 。 克 
利 福 德 本 人 就 是 一 个 伟大 的 几何 学 家 ， 远 不 只 是 一 个 “数学 
家 ”。 a 

尼古拉斯 , 伊 万 诺 维 奇 . 罗 巴 切 夫 斯 基 是 一 个 小 官吏 的 第 二 个 
儿子 ,1793 年 11 月 2 日 出 生 在 俄国 的 诺 夫 哥 罗 德行 政 管理 区 的 马 
卡 里 耶 夫 地 区 。 尼 古 拉 斯 的 父亲 在 他 七 岁 时 就 去 世 了 ， 留 下 了 他 
的 午 妻 普 拉 斯 科 维 亚 . 伊 万 诺 夫 娜 照料 三 个 幼小 的 孩子 。 由 于 父 
亲 活着 的 时 候 , 他 的 工资 就 只 能 勉强 维持 一 家 人 的 生活 , 这 位 寡 妻 
发 现 她 处 在 极度 贫穷 之 中 。 于 是 她 搬 到 了 喀 山 ， 尽 她 所 能 地 为 防 
子 们 作 好 入 学 前 的 准备 ， 并 且 满 意 地 看 到 他 们 一 个 接着 一 个 得 到 
中 学 前 奖学金 , 免费 上 了 学 。 尼 古 拉 斯 在 1802 年 , 八 岁 时 入 学 。 他 
在 数学 和 古典 文学 两 方面 的 进步 是 非常 迅速 的 。 十 四 岁 时 ， 他 就 
为 上 大 学 作 好 了 准备 。1807 年 他 进 了 喀 山 大 学 (创办 于 1805 年 )。 
此 后 ,他 作为 学 生 、 副 教授 ,教授 , 最 后 作为 校长 ， 在 该 校 度 过 了 他 
一 生 中 的 四 十 年 时 间 。 

。 学 校 当 局 希望 使 喀 出 大 学 最 终 能 够 与 欧洲 任何 大 学 相 匹 政 ， 
他 们 从 德国 请 来 了 几 位 杰出 的 教授 , 其 中 有 天 文学 家 利 特 罗 , 他 后 
来 成 为 维也纳 天 文 台 的 台 长 ， 阿 贝 耳 说 他 能 看 到 “南方 ”的 一 些 东 
西 ， 利 特 罗 是 一 个 原因 。 德 国教 授 们 很 快 看 出 了 罗 巴 切 夫 斯 基 的 
天 才 , 并 且 给 了 他 充分 的 鼓励 。 

1811 年 , 罗 巴 切 夫 斯 基 十 八 岁 时 ,在 与 权威 们 (他 的 青春 活力 
引起 他 们 的 怒火 ) 短 时 间 争 执 之 后 , 获得 了 硕士 学 位 。 数 师 中 他 的 
德国 朋友 们 支持 他 ， 他 以 优秀 的 成 绩 取 得 了 学 位 。 这 时 他 的 哥哥 
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阿 列 克 西 斯 负责 给 下 级 官员 们 讲授 初等 数学 课程 , 不久, 当 阿 列 克 
西 斯 请 病假 时 ,尼古拉斯 代替 他 担任 这 一 职位 。 两 年 后 , 罗 巴 切 夫 
斯 基 二 十 一 步 时 , 接受 了 一 项 任命 ， 担任 见习 “特命 教授 ” Wi 
国 的 叫 法 , 就 是 副教授 。 
1816 年 ; : 罗 巴 切 夫 斯 基 在 二 十 三 岁 这 个 不 寻常 的 青年 时 期 
晋升 到 普通 教授 的 位 置 。 他 担负 的 责任 很 重 , 除数 党 工作 以 外 , 李 
还 负责 天 文学 和 物理 课程 。 天 文学 是 替 一 位 请 假 的 同 率 代课 。 他 
镇 静 自 如 地 担 起 了 繁重 的 任务 , 按照 能 者 多 劳 的 理论 , 他 成 了 一 名 
引信 注目 的 担负 更 多 工作 的 候选 人 。 不 久 ， 罗 名 切 夫 斯 基 发 现 他 
已 成 为 大 学 图 书馆 的 馆 长 和 混乱 不 堪 的 大 学 博物 馆 的 馆 长 > 
， 学生 们 常常 是 一 批 难 以 驾驭 的 家 伙 , 但 是 生活 会 使 他 们 懂得 ， 
在 谋生 这 件 残酷 无 情 的 事情 上 ， 过 分 地 意气 用 事 是 要 隆 亏 的 。 六 
1819 年 至 1825 年 沙皇 亚历山大 去 世 的 这 段 时 期 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 
的 数 不 清 的 职务 当中 , 有 一 项 是 担任 喀 山 所 有 学 生 的 猴 督 人 , 从 小 
学 生 到 在 大 学 读 研 究 生 课 程 的 成 年 人 都 包括 在 内 。 所 谓 监督 ， 主 
要 是 监督 他 的 学 生 人 的 政治 思想 。 这 种 吃力 不 讨好 的 土 作 : 其 困 
难 是 可 想 而 知 的 。' 罗 巴 切 夫 斯 雪上 日 复 二 日 、 年 复 一 年 元 设法 把 报 
告 旦 送 给 多 疑 的 上 司 ,， 从 来 没有 因为 在 间谍 活动 中 玩 急 职守 而 受 
到 申 斥 ， 也 从 来 没有 丧失 全 体 学 生 对 他 的 真诚 的 尊敬 和 疼 戴 。 这 
比 一 个 玩 快 的 政府 大 量 给 予 他 的 、 他 在 正式 场合 也 乐意 全角 的 那 
些 华而不实 的 助 章 奖牌 , 更 能 说 明 他 的 行政 能 力 。. 
大 学 博物 馆 中 的 收藏 品 ， 显 然 是 由 其 不 意 地 硬 密 进 去 的 。 何 
样 的 混乱 状况 ， 使 得 庞大 的 图 书馆 实际 上 无 法 使 用 。 罗 巴 切 类 斯 
基 奉 命 去 清理 这 些 乱七八糟 的 东西 。 当局 认识 到 他 所 作出 的 巨大 
贡献 , 把 他 提升 为 数学 和 物理 系 的 系 主任 , 但 是 没有 拨 出 任何 经 费 
去 雇用 一 名 助手 来 清理 图 书馆 积 博物 馆 。 罗 巴 切 夫 斯 基 亲 自动 手 
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做 这 项 工作 , 编目 录 、 拌 灰尘 , 装 箱 , 必要 时 还 拖 地 板 。 

随 着 4825 年 亚历山大 的 逝世 , 事情 有 了 好 转 。 应 对 蓄意 迫害 
喀 山 大 学 负责 的 个 别 官员 ; 由 于 过 于 腐败 、 不 宜 担 任 公职 而 被 撤 
职 , 他 的 继任 者 任命 了 一 名 专职 的 馆 长 , 使 罗 巴 切 夫 斯 基 摆 脱 了 给 
图 书 分 类 编目 、 为 矿物 标本 撞 去 灰尘 .给 剥 制 的 鸟 类 标本 清除 害虫 


等 没完 没 了 的 工作 。 新 来 的 馆 长 需要 为 他 在 大 学 里 的 工作 取得 政 


治 上 和 道义 上 的 支持 ， 为 了 他 个 人 的 利益 而 玩弄 权 术 , 在 1827 年 


使 罗 巴 切 夫 斯 基 被 任命 为 校长 。 现 在 这 位 数学 家 是 大 学 的 首脑 了 ， 


但 是 这 个 新 的 职位 并 不 是 挂名 的 闲 职 。 在 他 能 于 的 指导 下 ， 对 整 
个 教师 队伍 进行 了 整顿 , 聘请 了 一 些 更 好 的 人 ， 在 教学 方面 ,不 顾 
官方 的 阻碍 , 自由 化 了 , 图 书馆 的 建立 达到 了 更 能 满足 科学 需要 的 
高 标准 ,建立 了 一 个 机 械 车 间 , 以 便 制 造 研究 和 教学 所 需要 的 科学 
仪器 ; 建立 并 装备 了 天 文 台 一 一 这 是 精力 充沛 的 校长 心爱 的 工程 
一 一 , 代表 全 俄罗斯 的 丰富 的 矿物 收藏 品 已 整理 就 缮 , 而 且 不 断 地 
丰富 。 Ra 
甚至 担任 校长 的 显 炊 职位 ， 也 没有 限 碍 罗 巴 切 夫 斯 基 在 他 感 
到 需要 他 药 帮 助 时 , 去 图 书馆 和 博物 馆 从 事 体力 劳动 。 大 学 是 他 的 
生命 , 他 爱 它 。 为 了 一 点 小 事 , 他 就 会 取 下 他 的 硬 领 、 脱 干 外 衣 去 
干 活 。 有 一 次 ， 一 位 著名 的 外 宾 把 这 个 没有 穿 外 衣 的 校长 当 作 看 
门人 或 工人 了 , 要 求 带 他 参观 图 书馆 和 博物 馆 的 收藏 品 。 罗 巴 切 夫 
斯 基 给 他 看 了 最 宝贵 的 珍品 , 并 作 了 讲解 , 因为 是 他 陈列 的 。 这 个 
令 人 感激 的 俄国 工人 的 卓越 智慧 和 彬 彬 有 礼 ,: 给 客人 留 下 了 很 深 
的 印象 。 在 分 别 的 时 候 ， 客 人 给 了 他 的 向 导 一 笔 优厚 的 小 费 。 罗 
巴 切 夫 斯 基 一 下 子 变 得 非常 冷淡 ， 愤 怒 地 拒绝 了 给 他 的 钱 。 来 访 
者 感到 莫名其妙 ， 以 为 只 不 过 是 这 位 品德 高 尚 的 俄国 看 门人 的 古 
怪 行 为 , 便 鞠 了 身 把 钱 放 进 了 口袋 。 当 天 晚上, 他 和 罗 巴 切 夫 斯 基 
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在 省 长 的 餐 尝 上 会 面 了 ， 于 是 一 方 道 菊 ， 另 一 方 也 接受 了 他 的 雪 
意 。 训 机 

罗 巴 切 夫 斯 基 坚 信 这 样 一 个 宗旨 ， 为 予 使 一 件 事 做 得 令 你 自 
已 满意 ; 你 必须 要 末 亲 自 去 做 ,要 末 对 它 的 实施 有 足够 的 了 解 ， 能 
够 对 另 一 个 人 的 耳 作 提出 明智 的 和 建设 性 的 批评 意见 。 前 面 已 经 
说 过 , 大 学 是 他 的 生命 。 当 政府 决定 使 学 校 的 建筑 现代 化 并 增加 新 
的 建筑 时 , 罗 巴 切 夫 斯 基 把 这 件 事 当 作 他 自己 的 事情 ; 要 做 到 既 把 
工作 做 好 , 又 不 浪费 一 分 钱 。 为 了 使 自己 能 担当 这 个 任务 , 他 学 习 
了 建筑 学 。 他 精通 了 这 门 学 科 , 而 且 非 常 注重 实际 , 因而 这 些 建筑 
物 不 仅 美观 、 实 用 ,而且 造价 低 于 所 拨 给 的 经 费 ， 这 在 官方 建筑 史 
上 可 算是 独一无二 的 。 若 干 年 后 (1842 年 ) 一 场 灾难 性 的 大 火 毁 
了 半 个 喀 耳 , 也 毁 了 罗 巴 切 夫 斯 基 那 些 最 优美 的 建筑 , 包括 刚刚 建 
成 的 天 文 台 一 一 他 引 以 自豪 的 得 意 之 作 。 不 过 由 于 他 头脑 冷静 ， 
仪器 和 图 书馆 得 以 保存 下 来 。 火 灾 之 后 ， 他 立即 着 手 重 建 。 两 年 
后 , 这 场 灾 难 已 不 留 丝 带 疲 迹 。 

我 们 记得 ,1842 年 , 发 生火 灾 的 这 一 年 , 也 是 罗 巴 切 夫 斯 基 由 
于 高 斯 的 坦 旋 , 以 他 对 非 欧 几何 的 创造 , 被 选 为 格 丁 根 皇家 学 院外 
国 通信 院士 的 一 年 。 任 何 一 个 象 罗 巴 切 夫 斯 基 这 样 担负 着 过 分 繁 
重 的 教学 和 行政 工作 的 人 , 竟然 能 找 出 时 间 , 做 一 件 即便 是 普通 的 
科学 工作 , 看 来 也 是 难以 令 人 置信 的 , 尽管 如 此 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 却 
确实 想 办 法 利用 这 个 机 会 ,创造 了 全 部 数学 中 最 伟大 的 杰作 之 一 ， 
也 是 人 类 思想 的 一 个 里 程 碑 。 这 项 工作 他 断断续续 地 琅 了 二 十 年 
或 者 更 长 一 些 。 他 在 谤 个 题目 上 的 第 一 次 公开 通信 是 在 1826 年 ， 
寄 给 喀 山 物理 -数学 协会 的 。 对 于 他 所 得 到 的 反响 , 他 可 以 在 撤 哈 
拉 沙 漠 当 中 去 说 。 高 斯 直到 1840 年 左右 才 听 到 这 项 工作 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 繁 忙 的 一 生 中 ,还 有 另 一 件 事 , 表明 他 不 仅 只 是 298 
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在 数学 上 走 在 时 代 的 前 面 。 1830 年 的 俄国 或 许 并 不 比 一 个 世纪 
以 后 更 讲 卫生 ， 这 种 不 讲究 个 人 卫生 的 情况 ， 在 第 一 次 世界 大 战 
中 , 使 得 德国 土 兵 对 他 们 不 幸 的 俄国 俘虏 充满 了 一 种 惊人 的 厌恶， 
在 今天 使 得 产业 无 产 阶级 把 莫斯科 的 公园 和 游乐 场所 当 作 随 意 大 
小 便 的 而 所， 可 以 设想 ， 在 罗 巴 切 夫 斯 基 的 时 代 , 当 均 乱 流行 时 ， 
正 是 这 种 不 注意 个 人 卫生 的 情况 ， 使 得 这 种 传染 病 得 以 在 不 幸 的 
喀 山 居民 中 长 时 间 肆 虞 。 在 1830 年 ,人们 对 于 引起 疾病 的 细菌 理 
论 还 一 无 所 知 ， 尽管 过 步 人 士 早已 怀 所 到 ,不 注意 清洁 的 习 避 中间 
疫 的 灾难 , 比 上 帝 的 愤怒 更 有 关系 。 

玫 大 关 击 员 的 时 个 ， 神 父 们 能 多 为 他 们 章 到 灾 准 的 人 民 做 
的 , 就 是 把 他 们 赶 进 教堂 , 以 便 一 超 哀 求 祈祷 ; 给 垂死 的 人 赦 罪 , 并 
埋 莫 死者 ; 但 是 从 来 没有 想 过 铲子 除了 用 来 挖 扎 坟 董 以 外 ,还 能 有 
另外 的 用 途 。 罗 巴 切 夫 斯 基 看 出 城 里 的 情况 已 经 没有 希望 ， 就 劝 
说 全 栖 教职员 把 他 们 的 家 人 带 到 学 校 里 来 ， 并 说 服 一 -实际 上 是 
强迫 一 一 一 些 学 生 和 他 一 起 投入 一 场 皮 对 霍乱 的 合理 的 。、 人 的 斗 
争 。 把 窗户 关闭 起 来 , 强制 实行 严格 的 卫生 规定 , 只 有 星 最 需要 的 
情况 下 ， 才 人 允 话 补充 食物 供应 。 这 样 谨慎 地 保护 下 的 六 百 六 十 名 
男人 、 妇 女 和 九 童 中 ,只 有 十 六 人 死亡 , 死亡 率 低 于 百 分 之 二 点 五 。 
与 这 个 城市 在 传统 的 治疗 方法 下 的 损失 相 比 ， 这 个 数字 是 第 了 其 
微 的 。 ” 

可 晨 可 以 想象 ;在 他 对 国家 作 了 这 一 切 出 色 的 贡献 ,和 他 作为 一 
全 数学 察 得 到 欧洲 的 承认 以 后 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 一 定 会 从 他 的 政府 
那里 得 到 极 大 的 荣誉 。 但 是 梦 危 这 一 类 的 事情 ， 不 仅 是 极端 无 走 
的 ,而 且 也 违反 了 圣 统 上 的 戒律 “不 可 相信 之 王 。” 作 为 对 他 作出 的 
御 牲 和 他 对 俄国 无 限 忠 城 的 报 渍 ,1846 年 岁 巴 切 夫 斯 基 被 粗暴 地 


-~ 搬 销 了 他 的 教授 职务 和 大 学 校长 的 职务 。 对 这 种 异乎 寻 带 的 双重 
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的 侮辱. 没有 作出 任何 解释 。 罗 巴 切 夫 斯 基 这 时 五 十 四 岁 ,身心 健 
康 尤 如 以 往 ， 比 过 去 任何 时 候 更 渴望 继续 他 的 数学 研究 。 他 的 同 
事 们 不 显 自 身 安危 ,一致 抗议 这 种 暴行 。 但 只 得 到 草率 的 通知 ,说 
他 们 只 不 过 是 些 教授 ,本 质 上 不 可 能 了 解 高 度 奥 秘 的 管理 学 。 

这 种 不 加 掩饰 的 侮辱 使 罗 巴 切 夫 斯 基 垮 了 于 下 来 。 他 仍然 得 到 
允许 , 可 以 保留 做 在 大 学 里 的 书房 。 但 是 当 他 的 继任 者 , 政府 挑选 
来 惩戒 心怀 不 满 的 全 体 教 师 的 人 于 1847 年 到 来 , 担负 起 他 那 不 光 
彩 的 任务 时 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 抛弃 了 再 麻 成 为 太 学 的 -一 员 的 全 部 希 
望 ; 而 这 所 大 学 在 智能 方面 之 享有 盛名 ， 几 乎 完全 是 由 于 他 的 努 
力 。 从 此 以 后 , 他 只 是 在 考试 时 偶尔 去 帮 帮 忙 。 虽 然 他 的 视力 在 迅 
速 减退 , 他 仍然 能 从 事 紧 张 的 数学 思 败 。 有 

-他 依旧 热 包 这 所 大 学 。 当 他 的 儿子 死亡 时 , 他 的 健康 垮 了 ,但 
是 他 慢 慢 地 换 着 时 日 ,希望 仍然 能 有 些 用 处 。 1856 年 ， 大 学 庆祝 
它 的 五 十 周年 纪念 。 为 了 宸 示 和 敬意, 罗 双 切 夫 斯 基 前 往 参加 典礼 
并 送 了 一 部 他 的 < 泛 几 何 学 ?， 这 是 他 科学 生涯 的 爹 部 著作 。 这 部 
著作 (用 俄 文 和 法 文 出 版 ) 不 是 罗 巴 切 夫 斯 基 亲 手 每 的 ; 而 点 由 他 
口述 的 ,因为 这 时 他 已 失明。 几 个 月 以 后 , 他 于 1856 年 2 月 24 日 
逝世 ; 享年 六 十 二 岁 。 1 - | 


要 了 解 罗 巴 切 夫 斯 基 所 做 的 工作 ， 我 们 必须 首先 看 看 欧 几 里 
得 的 突出 成 就 。 欧 几 里 得 前 名 字 ， 直 到 相当 过 的 时 期 仍然 是 初级 
中 学 几何 的 同义词 。 关 于 他 本 人 ， 除了 他 的 生 座 年 代 公元 前 330 
一 275 年 , 我们 所 知 甚 少 。 他 的 < 原理 ?除了 系统 记述 了 初等 几何 以 
外 ， 还 包含 所 有 俺 都 个 时 代 已 知 的 数论 的 结果 。 儿 何 教育 受 欧 几 
里 得 控制 达 两 千 二 百 多 年 之 久 。 他 在 < 原理 ?中 的 作用 ， 似 乎 主要 
是 协调 并 在 逻辑 上 安排 他 的 前 辈 和 同 代 人 所 得 出 的 分 散 的 结果 。 
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他 的 目的 是 要 对 初等 几何 作 一 恤 连 贯 的 有 条 理 的 说 明 ， 使 得 这 整 
本 厚 厚 的 书 中 的 每 一 个 陈述 都 能 追溯 到 一 些 公设 。 欧 几 里 得 没有 
达到 这 个 理想 , 甚至 连 远 远 地 接近 这 个 理想 的 地 步 也 没有 达到 , 尽 
管 许多 世纪 以 来 人 们 一 直 认 为 他 达到 了 。 

欧 几 里 得 的 不 朽 的 资格 是 建立 在 与 一 些 有 时 仍然 错误 地 归于 
他 的 .假定 的 逻辑 完美 完全 不 同 的 东西 上 的 。 这 就 是 他 承认 , 他 的 
第 五 公设 (他 的 第 十 一 公理 ) 是 一 个 纯粹 的 假设 。 第 五 公设 可 以 用 
许多 等 同 的 形式 来 陈述 ， 每 一 种 形式 都 能 利用 欧 几 里 得 几何 的 其 
余 公 设 ， 由 其 他 形式 推断 出 来 。 也 许 这 些 等 同 的 陈述 中 最 简单 的 
一 个 是 这 样 的 : 已 知 任意 的 直线 ! 和 一 个 不 在 1 上 的 点 三, 那么 在 
由 1 和 书 决 定 的 平面 上 , 可 以 画 出 恰好 一 条 经 过 己 点 的 直线 1 使 
得 不 管 和 ? 延长 到 多 远 ( 在 任 一 方向 ), 它们 也 不 会 相交 。 仅 仅 作 
为 一 个 名 称 定义 ， 我 们 说 在 一 个 平面 上 的 两 条 永 不 相交 的 直线 是 
平行 的 。 这 样 , 欧 儿 里 得 的 第 五 公设 断言 ， 过 了 点 恰好 有 一 条 直 
线 平 行 于 1。 :网 几 星 得 对 几何 性 质 的 透彻 的 洞察 力 使 他 由 信 , 在 他 
那个 时 代 , 这 个 公设 没有 从 其 他 公设 中 推断 出 来 , 尽管 有 过 很 多 证 
明 这 个 公设 的 尝试 。 由 于 吹 几 里 得 本 人 不 能 类 他 的 其 他 公设 中 推 
出 这 个 公设 , 又 希望 在 他 的 许多 定理 的 证 明 中 用 它 ,于 是 他 就 老 老 
实 实地 把 它 和 他 的 其 它 公设 放 在 一 起 了 。 

< -2/ 





- = 





/ z 
我 们 在 讲述 罗 巴 切 夫 斯 基 在 几何 发 展 中 的 哥 据 尼 似 的 地 位 以 
前 ， 先 要 解决 一 两 个 简单 的 问题 。 我 们 已 经 提 到 过 平行 公设 的 那 
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些 “ 等 同 ” 的 说 法 。 其 中 的 一 个 , 称 为 “直角 假设 2” 暗示 着 两 种 可 能 
性 ,而 这 两 种 可 能 性 都 不 与 欧 几 里 得 的 假设 等 同 ,一 种 引进 了 罗 巴 
切 夫 斯 基 几 何 , 另 一 种 引进 了 黎 曼 几何 。 - 

考虑 一 个 “看 上 去 象 "矩形 的 图 形 4 全 YB， 它 包含 四 条 直线 
4,， 了 了 ,了 了 B, BA, 其 中 BA4( 或 4B) 是 底 , 4 了 和 了 B( 或 B 了 ) 
画 成 等 长 且 垂 直 于 4B, 并 在 48B 的 同一 边 上 。 关 于 这 个 图 形 ， 要 
记 住 的 要 点 是 , 角 卫 4B、 角 了 BA( 在 底 边 上 ) 都 是 直角 ， 边 4 子 .、 
.BY 长 度 相等 。 a ge 角 B7 相等， 


A . 角 了 7 区 是 直角 ， 反 过 来 各 庆 并 们 恨 志 区 AXY: BYY 是 
直角 ,我们 就 能 证 明 平行 公设 。 因 此 ， 角 4XY、BY 邓 是 直角 这 


个 假定 , 等 同 于 平行 公设 。 这 个 假定 今天 称 为 “直角 假设 ”由 于 两 
个 角 都 是 直角 , 用 单数 的 角 angle 代替 复数 的 角 angles)。 





我 们 知道 ,直角 假设 导致 无 矛盾 的 、 实 用 的 几何 ; 审 实 上 , 导致 
了 经 过 革新 以 满足 逻辑 严格 性 的 现代 标准 的 欧 几 里 得 几何 。 但 是 
这 个 图 形 提供 了 另外 两 种 可 能 性 ， 相 等 的 角 4XY、BY 邓 都 小 于 
直角 一 一 锐角 假设 ; 相等 的 角 4 了、BY 下 都 大 于 直角 一 一 饥 角 
假设 。 由 于 任何 一 个 角 都 满足 等 于 、 小 于 或 大 于 直角 的 要 求 中 的 
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一 个 ， 且 只 满足 一 个 ， 三 个 假设 一 一 分 别 为 直角 假设 .锐角 假设 、 
钝 角 假设 一 一 穷尽 了 一 切 可 能 。 

共同 的 经 验 使 我 们 首先 倾向 于 第 一 个 假设 。 为 了 看 出 其 他 的 
假设 可 能 并 不 象 初 看 上 去 那样 不 合理 ， 我 们 要 考虑 -一 些 与 欧 几 里 
得 想象 中 的 , 把 他 的 图 形 画 成 高 度 理想 化 的 “平面 > 相 比 , 更 接近 于 
人 类 实际 经 验 的 东西 。 但 是 我 们 首先 注意 到 ， 锐 角 假设 和 钝 角 候 
设 都 不 能 使 我 们 证 明 欧 几 里 得 的 平行 公设 , 因为 正如 上 面 说 过 的 ， 
网 几 里 得 的 公设 与 直角 假设 是 等 同 的 (在 相互 推断 的 意义 上 , 直角 
假设 对 于 平行 公设 的 推断 既是 必要 的 又 是 充分 的 )。 因 此 , 即使 我 
们 成 功 地 在 两 个 新 假设 中 的 任 一 个 假设 上 构造 出 了 几何 ， 我 们 也 
不 会 在 这 些 几 何 中 发 现 欧 几 里 得 意义 上 的 平行 。 

为 了 使 其 他 的 假设 不 象 它们 初 看 上 去 那样 不 合理 ， 假 定 地 球 


是 一 个 完美 的 球体 (没有 由 于 出 峰 造 成 的 凹凸 不 平等 等 )。 画 一 个 


穿 过 这 个 理想 的 地 球 中 心 的 平面 , 它 与 地 球 表面 交 出 一 个 大 图 。 假 
定 我 们 希望 在 地 球 表面 上 从 一 个 点 4 到 另 一 个 点 B, 在 从 4 到 8B 
的 过 程 中 总 是 在 球面 上 , 进一步 假定 我 们 希望 走 可 能 的 最 短路 径 。 
这 是 一 个 “大 围 航行 法 ”的 问题 。 想 象 一 个 平面 通过 4、B 和 地 球 
的 中 心 (有 一 个 , 且 仅 有 一 个 这 样 的 平面 )。 这 个 平面 与 地 球 表面 
交 出 一 个 大 圈 。 为 了 走 最 短路 径 , 我 们 沿 着 联接 4、B 的 大 图 的 两 
条 弧 中 较 短 的 位 条 从 4 到 B。 如 果 4、B 磁 巧 在 一 条 直径 的 两 个 
端点 , 我 们 可 以 店 着 任 一 条 弧 走 。 


我 们 现在 就 来 解释 它 。 我 们 刚刚 看 到 ， 联接 地 球 上 两 点 的 最 短 距 


离 , 它 本 身 是 在 球面 上 度量 的 距离 ， 是 联接 它们 的 大 圈 的 一 段 弧 。 


我 们 也 看 到 , 联接 两 个 点 的 最 长 距离 是 同一 个 大 疾 上 的 另 一 段 弧 ， 
这 要 除去 点 是 直径 端点 的 情况 , 那 时 最 短 距 离 与 最 长 距离 相等 ,在 
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费 马 那 一 章 中 , “最 大 ”和 “最 小 ”包含 在 同一 个 名 词 “ 极 限 值 ”或 “ 极 
值 ”之 中 。 我 们 现在 回想 在 平面 上 联接 两 点 的 直线 段 的 定义 一 一 
“两 点 之 间 的 最 短 距离 ”把 这 个 定义 应 用 到 球面 上 , 我 们 说 球面 上 
ee 由 于 希腊 文 的 地 球 是 测 地 线 [gaode- 


直线 ; 在 球面 上 ， 尖 地 线 是 大 国 。 一 条 测 地 线 可 以 看 证 一 可 线 在 
曲面 上 的 两 点 之 间 尽 可 能 绷 紧 时 的 位 置 。 

现在 , 至 少 在 航海 中 , 如 果 涉 及 到 均衡 的 适度 的 距离 ， 就 不 能 
把 海洋 看 成 是 一 个 平面 ( 欧 儿 里 得 平面 )， 得 把 它 看 作 是 它 非常 近 
似 的 东西 , 即 一 个 球面 的 一 部 分 曲面 , 大 图 航行 法 的 几何 不 十 欧 几 
里 得 几何 。 因 此 欧 几 里 得 几何 不 是 人 类 实用 的 唯一 的 几何 ,在 平面 
上 ,两 条 测 地 线 恰好 相交 于 一 个 点 ,除非 它们 是 平行 的 ， 那 时 它们 
就 不 相交 (在 欧 几 里 得 几何 中 ); 但 是 在 球面 上 , 任意 两 条 测 地 线 总 
是 恰好 相交 于 两 个 点 。 再 有 , 在 平面 上 , 两 条 测 地 线 不 能 围 出 一 块 
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空间 一 一 就 象 欧 几 里 得 为 他 的 几何 的 一 个 公设 假定 的 那样 ， 在 球 
面 上 , 任意 两 条 测 地 线 总 是 围 成 一 个 空间 。 

现在 想象 球面 上 的 赤道 和 两 条 经 过 北极 垂直 于 赤道 的 测 地 
线 。 在 北半球 , 这 产生 了 一 个 曲 边 的 三 角形 ， 有 两 条 边 是 相等 的 。 
这 个 三 角形 的 每 一 边 是 一 段 测 地 线 的 强 。 任 意 画 出 与 两 条 等 长 的 
边 相 交 的 另 一 条 测 地 线 ， 使 得 赤道 和 这 条 交 线 之 间 截 下 的 边 的 两 
部 分 相等 。 现 在 我 们 在 球面 上 有 了 相应 于 我 们 刚才 在 平面 上 有 的 
四 边 形 4 和 B。 这 个 图 形 的 底 边 的 两 个 角 , 象 以 前 一 样 ,是 直角 ， 
并 且 对 应 的 两 边 相等 。 但 是 在 也、 了 Y 处 的 相等 的 两 个 角 现在 都 大 
于 直角 。 所 以 ,在 大 图 航行 法 的 高 度 实用 的 几何 中 ( 它 比 初等 几何 
所 得 到 的 理想 化 的 图 形 更 接近 于 真实 的 人 类 经 验 ), 真实 的 不 是 欧 
几 里 得 的 公设 一 一 或 它 的 直角 假设 的 等 同形 式 一 一 而 是 由 钝 角 假 
设 得 到 的 几何 。 

以 同样 的 方式 , 检查 一 个 较 不 熟悉 的 曲面 , 我 们 能 使 锐角 假设 
成 为 合理 的 。 这 个 曲面 看 上 去 象 两 个 在 大 的 一 端 焊 在 一 起 的 无 限 
长 的 喇叭 。 为 了 更 精确 地 描述 它 ， 我 们 必须 介绍 称 为 奥 物 线 的 平 
面 曲线 , 它 是 这 样 生 成 的 : 在 一 个 水 平平 面 上 画 两 条 直线 OX”， 
7O7 ,在 0 点 处 相交 成 直角 ， 就 象 在 笛 卡 儿 几 何 中 那样 。 想 象 沿 
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着 YOY 有 一 根 不 可 拉 长 的 纤维 ， 在 它 的 一 端 绑 着 一 个 很 重 的 小 
球 ; 纤维 的 另 一 端 在 O 点 。 把 这 一 端 沿 着 0X 线 拉 开 。 由 于 小 球 跟 
着 运动 ， 它 就 画 出 了 电 物 线 的 一 半 ; 另 一 半 由 沿 着 OX’ 拉 纾 维 的 
一 端 画 出 来 ， 当 然 只 是 前 一 半 在 OF 上 的 反射 或 图 象 。 假 定 在 每 
一 种 情形 拉 开 的 过 程 都 无 限 地 进行 下 去 一 一 “直到 无 限 ”。 现在 想 
象 电 物 线 绕 直线 全 0 及 ' 旋转 。 双 喇叭 曲面 就 生成 了 ; 出 于 我 们 无 ”305 
需 去 探究 的 原因 ( 它 有 常数 负 曲 率 )， 它 被 称 为 伪 球 面 。 如 果 我 们 
在 这 个 曲面 上 , 象 以 前 一 样 ,用 测 地 线 画 出 两 条 边 相等 、 有 两 个 直 
角 的 四 边 蜀 形 ， 我 们 发 现 锐角 的 假设 是 成 立 的 。 

这 样 ， 直角 、 纯 角 和 锐角 的 假设 分 别 对 欧 几 里 得 平面 、 .球面 和 
伪 球 面 是 成 立 的 , 而 且 在 所 有 的 情形 “直线 ”都 是 测 地 线 或 极 值 。 欧 

” 几 里 得 儿 何 是 球面 几何 的 有 限 或 退化 的 情形 ， 当 球 的 半径 成 为 无 

限时 , 就 得 到 了 欧 几 里 得 几何 。 

网 几 里 得 没有 构造 一 个 适合 象 人 类 现在 所 知道 的 地 球 的 几 
何 ， 他 明显 地 依据 的 是 地 球 是 扁平 的 假定 。 如 果 欧 儿 里 得 没有 依 
据 这 个 假定 , 那 就 是 他 的 前 非 们 依据 了 这 个 假定 。 到 他 掌握 了 “ 空 
间 ”, 或 几何 理论 的 时 候 ， 他 在 他 的 公设 中 体现 出 来 的 毫 不 掩饰 的 
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假定 , 已 经 呈现 出 古老 的 、 不 可 改变 的 必然 真 奋 的 样子 ， 是 高 度 的 
智慧 作为 所 有 物质 事物 的 真正 本 质 揭示 给 人 类 的 。 人 们 用 了 两 千 
多 年 的 时 间 , 从 几何 学 中 移 开 这 个 永久 的 真理 , 罗 巴 切 夫 斯 基 做 到 
了 这 件 事 。 

用 爱 因 斯 坦 的 话说 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 是 向 一 个 公理 挑战 。 任 何 
人 向 一 个 两 千 多 年 以 来 为 大 多 数 神志 清醒 的 人 视 为 必要 的 和 合理 
的 “公认 的 真理 ”挑战 , 如果 不 是 拿 他 的 生命 冒险 , 也 是 拿 他 的 科学 
声誉 冒险 。 爱 因 斯 坦 本 人 向 两 个 事件 能 在 同一 时 间 、 不 同 地 点 发 
生 这 一 公理 提出 挑战 , 通过 分 析 这 个 古老 的 假定 , 导致 了 狭义 相对 
论 的 发 明 。 罗 巴 切 夫 斯 基 向 之 挑战 的 公理 是 ， 欧 几 里 得 的 平行 公 
设 , 或 与 之 等 同 的 直角 假设 ; 对 一 个 相 容 的 几何 是 必要 的 。 他 用 创 
造 一 个 建立 在 锐角 假设 基础 上 的 几何 系统 , 来 支持 他 的 挑战 在 这 
个 几何 系统 中 , 通过 一 个 定点 与 给 定 直线 平行 的 直线 不 是 一 条 , 而 
是 两 条 。 罗 巴 切 夫 斯 基 的 两 条 平行 线 都 不 和 它们 与 之 平行 的 直线 
相交 , 任何 通过 定点 , 落 在 两 条 平行 线形 成 的 角度 之 内 的 直线 ， 也 
不 与 之 相交 。 这 个 显然 很 奇怪 的 情形 ,是 由 伪 球 面 上 的 测 地 线 “ 实 
现 ” 的 。 ， > 





”对 于 任何 日 常 的 目的 (测量 距离 等 等 ), 欧 几 里 得 几何 和 罗 巴 切 
夫 斯 基 几 何 之 间 的 差异 小 得 不 值 -- 提 , 但 这 不 是 要 点 之 所 在 , 两 种 
几何 都 是 自身 相 容 的 , 都 符合 人 类 的 经 验 。 罗 巴 切 夫 斯 基 抛弃 了 欧 
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几 里 得 几何 的 必然 “真理 ”。 他 的 几何 只 是 由 他 的 后 继 者 们 构造 出 
来 的 几 种 几何 中 的 第 一 个 。 这 些 欧 几 里 得 几何 的 替代 几何 中 ， 有 
一 些 一 一 例如 广义 相对 论 的 黎 曼 几何 一 一 今天 至 少 在 物理 科学 的 
仍然 活跃 和 发 展 着 的 部 分 中 ， 是 象 欧 几 里 得 几何 过 去 和 现在 在 相 
对 静止 的 和 经 典 的 部 分 中 那样 重要 的 。 对 于 一 些 目 的 ， 欧 几 里 得 
几何 是 最 好 的 , 至 少 是 够 用 的 , 而 对 另外 一 些 目的 , 它 就 不 适用 了 ， 
于 是 就 需要 非 欧 几 何 了 。 

两 千 二 百 多 年 以 来 , 人 们 在 某 种 意义 上 相信 , 欧 几 里 得 在 他 的 
几何 体系 中 发 现 了 人 类 知觉 的 一 个 绝对 真理 或 必要 的 模式 。 罗 巴 
切 夫 斯 基 的 创造 实际 上 证 明了 这 种 看 法 的 错误 。 他 的 大 胆 挑战 
以 及 挑战 的 结果 ， 鼓 舞 着 广大 的 数学 家 和 科学 家 向 其 它 的 “公理 ” 
或 公认 的 “真理 ”挑战 , 例如 对 因果 律 挑战 , 许多 世纪 以 来 ， 因 果 律 
对 于 有 条 理 的 思维 ， 似 乎 就 象 欢 几 里 得 的 公设 在 罗 巴 切 夫 斯 基 抛 
弃 它 之 前 那样 必需 。 

也 许 我 们 还 没有 体会 到 罗 巴 切 夫 斯 基 向 公理 挑战 的 方法 的 全 
部 影响 。 称 罗 巴 切 夫 斯 基 为 几何 学 中 的 哥 白 尼 并 不 是 ;大 其 词 ， 
因为 几何 只 是 他 革新 的 更 广阔 的 领域 中 的 一 部 分 ， 即 伺 把 他 称 作 
一 切 思 想 的 哥 白 尼 , 可 能 也 是 公正 的 。 
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307 我 已 经 完成 了 一 座 比 青铜 更 耐久 ， 比 
国王 们 建立 的 金字 塔 更 高 大 的 纪念 碑 ， 不 
断 侵 包 的 考 雨 和 不 受 管 束 的 北 风 都 不 能 把 
它 损 毁 ， 岁 月 无 尽 的 延续 和 年 代 的 飞逝 也 
不 能 使 它 倾 省。 我 将 不 会 死亡 ; 我 的 大 部 
分 会 逃脱 死神 , 我 将 永生 , 仍然 活 在 后 代 的 
忱 美 声 中 。 





贺 拉 斯 (< 颁 歌 2 3, XXX 
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1801 年 ， 一 个 天 文学 家 应 该 能 在 夜空 中 观察 到 , 一 群 出 色 的 
数学 天 才 之 星 即 将 发 出 光彩 ， 开 创 数学 史上 最 伟大 的 雇 纪 。 在 那 
一 群 光彩 夺 目的 天 才 新 星 中 ， 没 有 比 尼 尔 斯 * 享 利克 * 阿 贝 耳 更 明 
亮 的 星星 了 。 人 
够 他 们 忙 上 五 百年 的 东西 。” 

阿 贝 耳 的 父亲 是 挪威 克 里 斯 带 安 桑 主教 管区 的 小 村 庄 芬 德 的 
牧师 ,1802 年 8 月 5 日 ,他 的 第 二 个 儿子 尼 尔 斯 ' 享 利克 就 出 生 在 
那里 。 在 父系 方面 , 九 位 祖先 都 是 杰出 的 神职 人 员 , 并 且 包 括 阿 由 
耳 的 父亲 在 内 ,' 都 是 有 文化 的 人 。 阿 贝 耳 的 母亲 安妮 玛丽 :西蒙 
森 的 引 人 注 目 之 处 , 主要 在 她 极为 美 狐 , 喜欢 享乐 ， 有 点 轻浮 一 一 
对 于 一 个 软 师 的 配偶 来 说 ， 这 是 一 个 相当 有 趣 的 结合 。 阿 贝 耳 从 
她 那里 继承 了 和 镶 人 的 漂亮 容 狐 ， 和 一 种 想 从 符 活 中 得 到 比 永久 的 
艰苦 工作 更 多 东西 的 、 很 富 于 人 性 的 愿望 ， 人 
的 愿望 。 

这 位 牧师 一 共有 七 个 子女 ; 于 时 近 成 由 笠 与 英国 和 瑞典 的 上 
争 的 结果 , 再 加 廿 两 次 战争 之 赣 发 生 的 一 场 饥 荒 而 极为 贫穷 。 然 而 
这 一 家 是 幸福 的 。 尽 管 穷 得 要 论 , 有 时 饿 着 肚子 , 他 们 始终 没有 灰 
心 丧气 。 有 一 幅 关 于 阿 贝 耳 的 迷人 的 图 景 ; 在 他 的 数学 天 才 支 配 了 
他 以 后 , 他 坐 在 次 炉 迪 , 其 余 的 人 在 房间 里 聊天 ， 妨 笑 ， 他 一 只 眼 
睛 色 着 他 的 数学 , 一 只 眼睛 盯 着 他 的 弟弟 和 妹妹 ， 进 行 他 的 研究 。 
吵闹 声 从 来 不 会 分 散 他 的 注意 力 ， 他 一 面 写作 一 面 参加 开 开 殉 
笑 。 | 二 
阿 员 耳 和 其 他 几 个 第 一 流 的 数学 家 一 样 ， 很 早 就 发 现 了 他 的 
才能 。 一 个 粗暴 的 学 校 教 师 使 阿 贝 耳 遇 上 了 好 运 。 十 九 世 纪 头 十 
年 的 教育 是 很 严厉 的 ， 至 少 在 挪威 也 是 如 此 。 体 罚 是 使 学 生性 格 
刚强 和 满足 专 模 的 教师 们 的 患 待 狂 倾向 的 最 简单 的 方法 ， 对 于 每 
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一 点 小 小 的 过 失 都 普遍 实行 体罚 。 阿 贝 耳 不 是 通过 自己 的 皮肉 被 
唤醒 的 , 而 据说 牛顿 是 被 一 个 玩 伴 重重 的 踢 了 一 脚 以 后 才 清醒 的 ， 
阿 贝 耳 是 被 一 个 同学 的 死 唤 醒 的 。 这 个 学 生 受 到 残酷 的 鞠 打 ， 因 
而 致死 。 这 件 事 甚至 严厉 的 地 方 教育 委员 会 也 认为 有 点 太 过 份 
了 , 他 们 把 那个 教师 开除 了 。 一 个 称职 的 , 但 决 不 是 很 有 才气 的 数 
学 家 伯 轴 特 : 米 夏 埃 尔 . 埠 姆 伯 厄 (1795 一 1850) 填 补 了 空缺 ， 他 后 
来 在 1839 年 编辑 了 阿 贝 耳 著作 集 的 第 一 版 。 

这 时 阿 贝 耳 大 约 十 五 岁 。 在 这 以 前 , 他 除了 有 些 幽 默 感 以 外 ， 
没有 在 任何 事情 上 显示 出 明显 的 才能 。 在 均 姆 伯 厄 的 亲切 、 开 明 
的 教导 下 , 阿 贝 耳 忽 然 发 现 了 他 是 怎样 一 个 人 。 十 六 岁 时 , 他 开始 
私下 阅读 , 并 很 快 就 透彻 地 领会 了 他 的 前 辈 们 , 包括 牛顿 、 欧 拉 和 
拉 格 朗 日 的 伟大 著作 。 从 那 以 后 ， 真 正 的 数学 就 不仅 是 他 的 严肃 
工作 , 而 且 是 使 他 入 迷 的 爱好 。 若 干 年 后 , 有 人 间 起 他 是 怎样 设法 
这 样 迅速 地 赶 到 前 面 去 的 , 他 回答 : “ 靠 学 习 大 师 们 , 而 不 是 学 习 他 
们 的 学 生 ” 一 一 一 些 通俗 教科 书 的 作者 们 最 好 在 他 们 的 前 言 中 提 
到 这 个 办 法 , 作为 对 他 们 有 害 无 益 的 平庸 的 教学 法 的 解毒 剂 。 

霍 姆 伯 尼 和 阿 员 娃 很 快 成 了 密友 。 虽 然 这 位 教师 本 人 不 是 有 
创造 力 的 数学 家 , 可 是 他 知道 并 且 能 鉴别 数学 杰作 , 在 他 的 热心 指 
点 下 ， 阿 贝 耳 很 快 掌握 了 经 典 著作 中 最 难民 的 部 分 包括 高 斯 的 
< 算术 研究 >。 

今天 人 们 都 知道 ， 老 一 代 大 师 们 认为 他 们 已 经 证 明了 的 很 多 
东西 ， 实 际 上 根本 没有 真正 证 明 。 特 别 是 欧 拉 关 于 无 穷 级 数 和 拉 
格 朗 日 关于 分 析 学 的 一 些 工作 更 是 如 此 。 阿 贝 耳 敏 锐 的 头脑 , 使 他 
首先 探知 他 的 前 辈 们 推理 中 的 缺陷 ， 他 决心 把 他 毕生 事业 的 相当 
大 一 部 分 致力 于 弥补 这 些 不 足 ， 使 得 推理 无 懈 可 击 。 他 在 这 方面 
的 杰作 之 一 , 是 首次 证 明了 一 般 的 二 项 式 定理 , 牛顿 和 欧 拉 对 这 个 
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定理 的 一 些 特 例 作 过 说 明 ， 但 是 要 给 这 个 定理 的 一 般 情 形 作出 可 
靠 的 证 明 却 不 容易 , 所 以 , 人 们 发 现 尚 未 证 实 的 证 明 仍然 出 现在 中 
学 课本 中 , 好 象 从 未 有 过 阿 贝 耳 这 个 人 似 的 , 这 种 情形 是 并 不 令 人 
感到 吃惊 的 。 不 过 ， 0 
应 用 的 更 大 计划 中 的 一 个 细节 。 ， 

. 隔 贝 耳 的 父亲 在 1820 年 , 他 四 十 八 岁 时 就 过 早 地 去 世 了 。 那 
时 阿 贝 耳 十 作风 照顾 母亲 和 六 个 弟妹 的 担子 落 在 了 他 的 肩 上 。 他 
对 自 马 很 有 有 信心， 心甘情愿 地 负 起 了 他 这 个 突然 而 至 的 责任 。 阿 
忠 耳 是 一 个 温和 乐观 的 人 。 他 不 过 是 很 公正 地 预见 到 自己 会 在 大 
学 里 作 一 个 受 人 尊重 的 、 不 错 的 数学 教授 。 那 时 他 就 能 为 他 们 大 
家 的 生活 提供 适当 的 保障 了 。 交 时 他 也 给 私人 授课 ， 尽 他 病 能 做 
的 一 切 。 顺 便 提 一 下 ， 阿 贝 耳 可 以 说 是 一 个 很 成 功 的 教师 。 要 是 
他 能 随心 所 欲 ， 贫 穷 决 不 会 使 他 伤 脑 筋 。 任 何 时 料 他 都 能 想 办 法 
为 他 自己 简 杆 的 生活 挣 到 足够 的 钱 。 但 是 背 上 压 着 七 个 人 的 担子 ， 
他 就 毫 无 希望 了 。 他 从 不 抱 忽 ， 而 是 把 这 一 切 看 作 可 以 轻而易举 
地 克服 的 日 常生 活 中 的 一 部 分 ， 继续 利用 每 一 点 空闲 的 时 间 进 行 
他 的 数学 研究 。 

霍 姆 伯 厄 相信 他 是 过 上 了 一 个 空前 伟大 的 数学 家 ， 于 是 尽 他 
所 能 地 为 这 个 年 轻 人 寻求 补助 金 ， 慷 慨 地 搜寻 着 他 自己 的 用 乎 空 
无 所 有 的 口袋 。 但 是 整个 国家 贫穷 到 了 挨 饿 的 程度 ， 也 就 刀 乎 没 
有 什么 办 法 可 想 了 。 在 那些 艰难 穷困 和 不 断 地 工作 的 年 代 里 ， 阿 
贝 耳 使 自己 不 朽 ，: 也 为 自 i 
前 就 致 他 于 死地 的 疾病 的 种 子 。 


阿 贝 耳 的 第 一 个 抱负 不 凡 的 冒险 ,: 是 试图 解决 一 般 的 五 次 方 
程 。 他 在 代数 方面 的 所 有 伟大 的 前 辈 们 ， 都 曾 竭尽 全 力 想 要 得 出 
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一 个 解答 而 没有 成 功 。 我 们 很 容易 想象 到 ， 当 阿 贝 耳 误 认为 他 取 
得 了 成 功 时 的 那 种 狂喜 的 心情 。 这 个 想象 的 解答 经 霍 姆 们 厄 之 手 ， 
送 到 了 当时 丹麦 最 有 学 问 的 数学 家 手 里 。 对 阿 贝 耳 说 来 ， 幸 运 的 
是 这 位 数学 家 要 求 进 -- 步 的 详细 说 明 ， 而 没有 就 解答 是 否 正 确 提 
出 自己 的 意见 。 阿 贝 耳 在 这 同时 发 现 了 他 的 推理 中 的 缺陷 。 这 个 
想象 的 解答 当然 根本 不 是 解答 。 这 次 失败 给 了 他 一 个 非常 有 益 的 
打击 ; 0 dt 
全 部 计划 , 0 

由 于 这 个 一 般 五 次 的 问题 在 代数 中 所 起 的 作用 ， 与 决定 一 个 
完整 的 科学 理论 命运 的 关键 性 实验 的 作用 相似 ， 所 以 值得 加 以 注 
意 。 我 们 后 面 要 引用 阿 贝 耳 自 己 说 的 一 些 话 。 

这 个 问题 的 性 质 是 很 容易 描述 的 。 在 中 学 代数 的 开始 ， 我 们 
学 过 解 未 知 数 % 的 一 阶 或 二 阶 的 一 般 方程 , 比如 说 ， 

pe =0, g++ bow+e=0 
宵 后 一 点 又 学 了 解 三 阶 和 四 阶 的 方 和 比如 说 
avs+ bv+ovr+d=0, avt rt brer?+ dv+e=0. 

那 就 是 说 ， 对 前 四 阶 的 一 般 方程 ， 我 们 作出 了 有 限 的 (封闭 的 ) 公 
式 , 用 已 知 的 系数 4, 6, 6, 4, 8 表示 未 知 数 zo- 了 
所 有 这 些 运 算 都 能 用 已 知 的 系数 实现 ei 
代数 解 的 这 个 定义 中 , 一 个 重要 的 条 件 是 有 限 ; 描述 任何 代数 方程 
的 根本 不 包含 开 根 的 解 毫 无 困难 ， 但 是 这 样 的 解 确实 包含 着 所 说 
的 其 他 运算 的 无 限 性 。 

在 成 功 地 解 出 了 前 四 阶 代数 方程 之 后 ， 代 数学 家 们 奋斗 了 差 
个 多 三 个 世纪 , 想 要 作出 一 般 五 次 方程 
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CO 十 bo 十 oo 十 022 二 62 十 太一 0 

的 一 个 类 似 的 代数 解 。 他 们 失败 了 。 阿 贝 耳 就 从 这 里 开始 。 
下面 的 摘录 部 分 地 是 要 显示 一 个 有 独创 能 力 的 大 数学 府 是 如 
何 思考 的 ， 部 分 地 是 由 于 它们 本 来 具 有 的 趣味 。 它 们 摘自 阿 内 耳 
的 论文 < 关于 方程 的 代数 分 解 >。 2 

“代数 中 最 有 趣 的 问题 之 一 是 求 方程 的 代数 解 - 因而 我 们 发 
现 九 乎 所 有 卓越 的 数学 家 都 讨论 过 这 个 题目 。 我 们 能 够 很 容易 地 
得 出 前 四 阶 方程 的 根 的 一 般 表 达 式 i :发现 了 解 这 些 方程 的 一 致 的 : 
方法 , 人 们 钥 信 它 也 能 应 用 到 在 意 阶 的 方程 上 ; 但 是 尽管 拉 格 朗 晶 
和 其 他 杰出 的 数学 家 尽 了 一 切 努 力 ， 预 期 的 且 的 都 没有 达到 。 这 
导致 了 一 般 方程 不 可 能 代数 求解 的 推测 ; 但 是 这 是 无 法 确定 的 , 因 
为 所 沿用 的 方法 , 只 是 在 方程 可 解 的 情况 才能 导致 确切 的 结论 。 实 
际 上 , 它们 提出 解 方程 , 而 不 知道 它 是 否 可 解 。 用 这 种 方法 确实 可 
以 得 出 一 个 解 ?虽然 那 决 不 是 将 定 前 ; 但 是 假如 运气 不 好 ， 方 程 不 
可 解 , 那 就 可 能 会 永远 寻找 它 , 可 是 找 不 到 它 。 因 此 ,为 了 在 这 个 
问题 上 得 出 一 些 确 实 可 靠 的 东西 ， 我 们 必须 采取 其 他 途径 。 我 们 
可 以 给 这 个 问题 这 样 一 种 形式 , 使 得 解答 它 总 是 可 能 的 , 就 象 我 们 
对 任何 问题 总 能 做 到 的 那样 。® 我 们 不 是 要 找 出 一 个 不 知 其 是 否 
存在 的 关系 , 而 是 必须 问 一 问 这 样 一 个 关系 崇 否 的 乌有 可 能 ……。 
当 一 个 问题 是 以 这 种 方式 提出 时 ， 这 个 说 法 本 身 就 包含 着 解答 的 
萌芽 , 指出 了 必须 采取 的 途径 ， 我 相信 , 我 们 不 能 得 出 步 少 有 些 重 
要 性 的 命题 的 情况 是 极 少 的 ， 基 至 当 计算 的 复杂 程度 阳 碍 了 对 问 
题 的 完全 解答 时 ， 也 是 如 此 。” : 


5d 阿 贝 耳 说 的 是 “……ee qu'on peut 2665 过 faire d’ Wi probleme quelcon- 
gque”( 就 某 个 问题 人 们 始终 能 做 到 的 ) 这 似乎 有 点 太 乐 观 了 ; | 人 
观 了 。 怎 样 将 这 个 方法 用 于 费 马 大 定理 呢 ? ; 
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他 继续 说 , 这 个 要 采用 的 真正 的 科学 方法 ， 由 于 它 需要 的 ( 代 
数 ) 计 算 极其 复杂 , 因而 极 少 被 采用 ; “但 是 ,” 他 又 说 , “在 很 多 情 
形 , 这 种 复杂 性 只 是 表面 上 的 ， 一 开始 计算 后 就 消失 了 ”他 继续 
说 

“我 已 经 用 这 种 方式 探讨 过 分 析 学 的 几 个 分 支 , 虽然 我 给 自己 
提出 的 问题 经 常 是 超出 我 的 能 力 的， 我 还 是 得 出 了 大 量 的 一 般 结 
果 , 这 些 结 果 有 力 地 说 明了 量 的 性 质 , 而 阐明 这 些 量 ， 正 是 数学 的 
目的 。 我 将 在 另外 一 个 地 方 给 出 我 在 这 些 研 究 中 得 到 的 结果 ， 以 
及 我 用 以 得 到 它们 的 方法 。 在 这 条 论文 中: 我 将 讨论 最 一 般 的 下 
程 的 代 解 求解 问题 。” 

不 久 , 他 说 明了 他 建议 讨论 的 现 个 一 般 相 关 的 问题 

筷 。 找 出 所 有 已 知 的 代数 可 解 的 方程 。” 

2. 决定 一 个 已 知 的 方程 是 否 代数 可 解 。” 

:他 说 , 实际 上 这 两 个 问题 是 同样 的 , 虽然 他 没有 宣称 有 了 一 个 
完整 的 解 , 他 的 确 指 出 了 完全 解决 它们 的 确实 可 靠 的 方法 。 

“ 阿 中 生还 没有 时 间 回 到 这 些 癌 题 上 ， 他 那 抑制 不 住 的 创造 力 
就 催促 他 去 考虑 更 广泛 的 问题 了 ， 而 这 些 问题 的 完整 的 解答 一 一 
代数 方程 能 够 代数 求解 的 充分 必要 条 件 的 明确 说 明 怀 一 应 留待 人 
罗 瓦 去 回答 。 当 阿 贝 是 的 这 篇 论文 在 1828 年 发 让 时 , 伽 罗 瓦 还 是 
一 个 十 六 岁 的 孩子 ， 已 经 很 好 地 开始 了 他 的 重要 发 珊 的 经 历 。 向 
罗 瑟 后 来 知道 了 并 且 钦 佩 阿 中 耳 的 工作 ， 阿 中 耳 从 来 没有 昕 说 过 
伽 罗 瓦 的 名 字 , 虽然 当 阿 贝 耳 访问 巴黎 时 , 他 和 他 这 位 杰出 的 后 继 
者 只 相隔 几 英 里 的 距离 。 要 不 是 由 于 伽 罗 瓦 的 教师 的 嘎 剧 和 阿 中 
耳 的 一 些 数学 “前 辈 ” 的 高 傲 , 徊 罗 瓦 和 阿 贝 耳 很 可 能 就 见面 了 。 

尽管 阿 贝 耳 在 代数 上 的 工作 是 划时代 的 ， 他 创造 了 分 析 学 的 
一 个 新 分 支 , 却 使 它 失去 了 光辉 。 正 如 勒 让 德 所 说 , 这 项 工作 是 阿 
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贝 耳 的 “ 比 时 间 还 经 久 的 纪念 碑 。” 如果 他 一 生 的 经 历 没有 给 他 的 
辉煌 成 就 添加 什么 光彩 , 它 至 少 暗 示 当 他 去 世 时 世界 将 失去 什么 。 
它 是 一 个 有 有 点 令 估 肖 丧 的 经 历 。 阿 贝 耳 在 贫穷 的 压力 下 ， 在 缺乏 
当代 数学 名 家 敦 励 的 情况 下 ， 只 有 他 那 拖 制 不 住 的 愉快 和 奖 强 的 
勇气 , 使 这 个 经 历 稍微 轻松 了 一 些 。 不 过 除了 稚 姆 伯 厄 以 外 , 他 确 
实 找到 了 一 个 慷慨 的 朋友 。 


1822 年 6 月 ， 阿 贝 耳 十 九 岁 时 ， 在 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 念 完 
了 必须 的 课程 。 霍 姆 伯 厄 已 经 尽 了 一 切 努 力 使 这 个 年 轻 人 摆脱 贫 
困 , 季 说 服 他 的 同事 们 , 他 们 也 应 该 惊 慨 解 赛 ， 使 阿 贝 耳 有 可 能 继 
续 他 的 数学 研究 。 他 们 为 他 感到 无 限 骄 做 ,但 是 他 们 自己 也 很 穷 。. 
阿 贝 耳 很 快 成 长 得 超出 了 斯 堪 的 纳 维 亚 。 他 渴望 去 法 国 看 看 ， 那 
时 法 国 是 世界 的 数学 皇后 , 在 那里 可 以 遇见 他 的 伟大 的 同事 们 (他 
所 在 的 等 级 , 远 比 他 们 当中 的 一 些 人 要 高 ， 但 是 他 不 知道 )。 他 也 
希望 访问 德国 , 拜会 高 斯 , 所 有 那些 人 中 无 可 争辩 的 数学 家 之 王 。 

阿 贝 对 的 数学 和 天 文学 界 的 朋友 们 ， 说 服 了 大 学 去 请 求 挪威 
政府 资助 这 个 年 轻 人 ， 作 一 次 以 数学 为 主要 目的 的 欧洲 之 行 。 阿 
贝 耳 为 了 使 权威 们 对 他 的 价值 有 所 注意 , 交 上 了 一 篇 很 长 的 论文 ， 
从 这 篇 论文 的 题目 看 ， 它 也 许 与 他 最 负 盛 名 的 领域 有 关 。 他 本 人 
对 它 估价 其 高 , 相信 大 学 出 版 它 会 给 挪威 带 来 荣誉 , 阿 贝 耳 对 自己 
的 工作 的 看 法 从 来 也 不 过 分 也 许 与 其 他 人 的 看 法 同样 公正 。 不 
幸 的 是 ， 大 学 正在 它 本 身 严重 的 财政 困难 中 挣扎 ， 论 文 最 后 丢失 
了 。 经 过 过 分 的 慎重 考虑 之 后 ， 政 府 妥 协 了 一 一 哪个 政府 不 这 样 
做 路 ?一 一 但 是 不 是 做 唯一 通 情 达 理 的 事 , 即 立刻 派 阿 贝 耳 去 法 国 
和 德国 , 而 是 给 他 一 笔 奖学金 , 让 他 在 克里斯蒂 安 尼 亚 继续 他 的 大 
学 学 习 ， 以 便 他 能 复习 法 语 和 德语 。 这 恰恰 是 从 任何 以 好 心 和 有 
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常识 闻名 的 官员 们 那里 ， 他 所 能 指望 得 到 的 那 种 决定 。 然 而 指挥 
一 个 天 才 可 不 是 常识 的 事 。 

阿 贝 耳 在 克里斯蒂 安 尼 亚 延 误 了 一 年 半 , 他 没有 浪费 时 间 , 而 
是 很 尽职 地 履行 他 这 方面 的 义务 , 钻研 (不 很 成 功 ) 德 语 , 法语 开 了 
个 好 头 , 不 间断 地 从 事 数学 研究 。 以 他 改 不 了 的 乐观 精神 , 他 还 和 
一 位 年 轻 姑娘 一 一 克 雷 利 * 肯 普 订 了 婚 。 最 后 , 在 1825 年 8 月 27 
日 , 阿 贝 耳 二 十 三 岁 时 ， 他 的 朋友 们 战胜 了 政府 的 最 后 一 次 阻挠， 
皇家 下 令 给 予 他 足够 在 法 国 和 德国 旅行 和 学 习 一 年 的 经 费 。 他 们 
并 没有 给 他 很 多 ， 但 是 在 国家 窘迫 的 财政 条 件 下 ， 他 们 毕竟 给 了 
他 , 这 个 事实 比 整 整 一 部 艺术 和 贸易 的 百科 全 书 更 能 说 明 1825 年 
挪威 的 文明 程度 。 阿 贝 耳 很 感激 。 他 在 动身 以 前 用 了 大 约 一 个 月 
的 时 间 , 安顿 依靠 他 生活 的 家 人 。 但 是 在 这 以 前 十 三 个 月 , 他 天 真 
人 人 
自己 的 一 条 退路 。 

阿 贝 耳 自己 出 钱 -只 有 天 知道 是 怎么 起 出 办 法 的 -出 版 
了 他 的 论文 ， 他 在 这 篇 论文 中 证 明了 用 代数 方法 不 可 能 解 一 般 五 
次 方程 。 这 篇 论文 印 得 很 鉴 靶 ， 但 已 经 是 当时 落后 的 挪威 所 能 提 
供 的 最 好 的 印刷 了 。 阿 贝 耳 天 真 地 相信 这 就 是 他 通 向 欧洲 大 陆 的 
数学 家 们 那里 的 科学 护照 。 他 特别 希望 高 斯 会 着 出 这 项 工作 的 显 
著 价值 + 而 不 只 是 跟 他 形式 上 的 见 上 一 面 。 他 不 可 能 知道 , 这 位 “ 数 
学 家 之 王 " 有 了 时候 对 竭力 要 得 到 公正 的 承认 的 年 轻 数学 家 ， 只 是 表 
现 出 一 种 王子 般 的 大 度 。 

高 斯 及 时 收 到 了 这 篇 论文 。 阿 册 耳 从 无 可 指责 的 目击 者 那里 
听 说 了 高 斯 是 怎样 欢迎 这 个 礼物 的 。 他 没有 屈 尊 读 一 读 就 把 它 抛 
在 一 边 ， 并 且 厌 恶 地 碱 道 , “这 又 是 一 个 那 种 怪物 。” 阿 贝 耳 决 定 不 
去 拜访 高 斯 。 从 那 以 后 ， 他 很 讨厌 高 斯 ， 一 有 机 会 就 抵 筑 他 。 他 
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说 高 斯 写 的 东西 星 深 难 懂 ， 暗 示 德国 人 把 他 摔 得 太 高 了 一 点 。 由 


于 这 种 完全 可 以 理解 的 厌恶 ， 到 底 是 高 斯 还 是 阿 贝 耳 失 去 了 更 多 
的 东西 ， 这 是 一 个 没有 解决 的 问题 。 ” ; 

高 斯 常常 为 了 他 在 这 件 事 情 上 的 “傲慢 的 轻视 ” 而 受到 指责 ， 
但 是 那儿 乎 不 是 描绘 他 的 行为 的 恰当 的 词汇 。 那 时 一 般 五 次 方程 
的 问题 已 经 声名 狼 呆 。 想 法 古怪 的 以 及 有 名 望 的 数学 家 都 曾 钻研 
过 它 。 如 果 今 天 一 个 数学 家 收 到 化 圆 为 方 的 所 谓 解答 ， 他 不 一 定 
会 给 作者 写 一 张 表示 感谢 的 有 礼 谣 的 便条 ; .但 是 他 几乎 肯定 会 把 
作者 的 手稿 扔 到 废 纸 签 里 去 。 因 为 他 知道 林 德 曼 在 1882 年 证 明 


了 不 可 能 只 用 尺 规 化 圆 为 方 一 一 想法 古怪 的 人 只 限于 使 用 这 些 工 


具 ， 正 如 欧 儿 里 得 做 过 的 那样 。 他 也 知道 林 德 曼 的 证 明 是 任何 人 
都 能 够 接受 的 。 在 1824 年, 一般 五 次 方程 的 问题 几乎 与 化 圆 为 方 
的 问题 相等 。 因 此 高 斯 不 耐烦 了 。 但 是 这 个 问题 还 不 是 那样 糟 ; 
还 没有 证 明 不 可 解 。 阿 贝 耳 的 文章 提供 了 证 明 ; 高 斯 要 是 耐 着 性 
子 的 话 ， 本 来 是 可 以 读 到 一 些 使 他 很 感 兴趣 的 东西 的 。 他 没有 这 
样 做 , 真是 一 个 悲剧 。 只 要 他 的 一 句 话 , 阿 贝 耳 可 能 就 会 成 各， 其 
至 阿 贝 耳 的 生命 也 可 能 延长 。 当 我 们 看 到 人 我 
们 是 会 承认 这 一 点 的 。 

- 阿 贝 耳 在 1825 年 9 月 离开 家 以 后 ， 首先 访问 了 挪威 和 丹 才 的 
著名 数学 家 和 天 文学 家 小 然后 ， 他 没有 象 他 原来 打算 的 那样 立即 


赶 往 格 丁 根 去 见 敲 斯 ,而 是 去 了 柏林 。 他 在 柏林 运气 非常 好 , 碰 到 


了 一 位 叫 奥 十 斯 特 * 利 奥 波 德 . 克 列 尔 (1780 一 1856) 的 人 ,这 个 人 将 
成 为 他 在 科学 方面 的 霍 姆 伯 厄 ， 他 在 数学 界 的 影响 也 比 好 心 的 霍 
姆 伯 厄 要 大 得 多 。 如 果 说 是 克 列 尔 帮 助 阿 贝 陡 成 了 名 ， 那 么 阿 贝 
耳 也 通过 使 克 列 尔 成 名 ， 大 大 报答 了 他 的 帮助 。 今 天 不 管 大 们 在 
生 么 地 方 耕 薄 数 学 ， 克 列 尔 的 名 字 都 是 常用 词 , 事实 上 还 不 止 此 ; 
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因为 “ 克 列 尔 ” 已 经 成 了 象征 他 创办 的 杂志 的 专用 名 称 ， 该 杂志 
前 三 卷 包括 了 阿 贝 耳 的 二 十 二 篇 论文 。 这 个 杂志 使 阿 贝 耳 成 名 ， 
或 者 至 少 使 他 为 欧洲 大 陆 的 广大 数学 家 们 所 知晓 ， 而 没有 这 个 杂 
志 ， 这 是 怎么 也 办 不 到 的 。 阿 贝 耳 的 伟大 工作 使 这 个 杂志 在 整个 
数学 界 旗 开 得 胜 ， 最 后 杂志 使 克 列 尔 成 了 名 。 对 于 这 位 谦逊 的 业 
余数 学 工作 者 ， 是 值得 多 花 些 笔墨 的 。 他 办 事 的 能 力 和 他 挑选 丰 
正 通晓 数学 的 合作 者 的 可 靠 的 本 能 , 对 于 十 九 世纪 数学 的 发 展 , 比 
半 打 学 术 机 构 的 贡献 还 要 大 。 

训 列 尔 本 人 是 一 个 自学 出 来 的 数学 爱好 者 ， 而 不 是 一 个 有 他 
造 力 的 数学 家 。 他 的 职业 是 建筑 工程 师 。 他 很 早 就 在 他 的 工作 上 
出 人 头 地 , 建造 了 德国 的 第 一 条 铁路 , 挣 得 了 一 笔 够 他 过 舒适 生活 
的 奖金 。 在 空闲 的 时 间 , 他 认真 研究 数学 , 而 不 仅 把 它 作为 一 种 业 
余 爱 好 。 他 在 1826 年 创办 的 < 纯 数学 与 应 用 数学 杂志 > 给 了 德国 
数学 以 很 大 的 促进 , 在 这 前 后 他 本 人 也 对 数学 研究 作出 了 贡献 这 
一 杂志 的 创办 , 是 克 列 尔 对 数学 发 展 的 最 大 贡献 。 

这 个 杂志 是 世界 上 第 一 个 专门 从 事 数学 研究 的 定期 刊物 。 它 
不 欢迎 对 过 去 的 工作 的 解释 。 任 何人 的 文章 (除了 克 列 尔 自己 的 
一 些 文章 以 外 ) 都 接受 , 只 要 内 容 是 新 的 .正确 的 ， 有 足够 的 “重要 
性 “一 一 一 个 模糊 的 要 求 一 一 值得 发 表 。 从 1826 年 直到 现在 ,“ 克 
列 尔 ” 每 三 个 月 出 版 一 期 新 的 数学 文章 。 在 第 一 次 世界 大 战 以 后 
的 混乱 年 代 中 ,“ 充 列 尔 ” 涉 于 停刊 , 但 是 来 自 世 界 各 地 的 捐款 支撑 
了 它 ， 捐 款 的 人 不 愿 看 到 比 我 们 自己 的 文明 更 平静 的 文明 的 这 个 
伟大 纪念 碑 就 此 漆 没 。 今 天 ， 有 几 百 种 杂志 全 部 或 相当 大 一 部 分 
从 事 纯 数学 和 应 用 数学 的 进展 。 但 是 在 我 们 下 一 次 的 传染 性 疯狂 
爆发 以 后 , 有 多 少 能 够 幸存 下 来 就 不 得 而 知 了 。 ， 

当 阿 贝 耳 在 1825 年 到 达 柏林 时 , 克 列 尔 刚刚 下 定 决心 用 他 自 
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己 的 资金 开始 他 的 伟大 冒险 。 阿 贝 耳 对 最 后 促使 他 作出 决定 起 了 
作用 。 对 阿 贝 耳 和 克 列 尔 的 初次 见面 有 两 种 说 法 , 两 种 都 很 有 趣 。 
克 列 尔 那 时 有 一 个 在 政府 中 工作 的 位 置 ， 挛 柏林 任 商 业 学 校 的 主 
考 人 ， 他 对 这 项 工作 婚 不 胜任 , 也 不 喜欢 。 畦 :了 三 道 手 的 (从 克 列 
a A A 
记述 是 这 样 的 : . 

..， “在 一 个 晴朗 的 日 子 , 一 个 有 一 张 很 年 轻 、 很 联 明 的 星 孔 的 新 
亮 年 轻 人 ， 局 促 不 安 地 走 进 了 我 的 房间 。 我 以 为 我 又 得 和 一 个 准 
备 参 加 商业 学 校 入 学 考试 的 人 打交道 , 就 对 他 解释 , 需要 分 别 进行 
几 项 考试 s' 最 后 这 个 年 轻 人 开口 了 ， 人 
' 不 是 考试 ,只 是 数学 ?。” 

克 列 尔 看 出 阿 贝 耳 是 个 外 国人 ， 就 试 着 用 法 语 和 他 交谈 阿 贝 
耳 讲 法 语 也 有 困难 ， 但 能 让 对 方 明白 他 的 意思 。 和 然后 克 列 尔 问 他 
在 数学 上 做 过 些 什么 。 阿 贝 耳 很 有 外 交手 腕 地 说 ; . 除 其 他 东西 以 
外 ,他 读 过 当时 刚 发 表 不 久 的 、 克 列 尔 本 人 1823 年 关于 “分 析 的 官 
能 ”( 现 在 在 英语 中 则 “ 析 因 ”) 的 文章 。 他 说 , 他 发 现 那 篇 文章 非常 . 
有 意思 , 但 是 一 一 。 然 后 , 就 不 是 那样 用 外 交 辞 令 了 ， 他 开始 告诉 
克 列 尔 ， 文 章 中 有 些 部 分 完全 错 了 。 克 列 尔 正 是 在 这 里 表现 出 了 
他 的 伟大 。 他 没有 因为 这 个 年 轻 人 在 他 面前 的 大 胎 无 礼 , ;而 对 他 
冷淡 或 大 发 雷 霸 , 而 是 竖 起 耳 林 , 询问 细节 ， 他 非常 注意 地 昕 了 阿 
贝 耳 的 说 明 。 他 们 谈 了 很 长 时 间 的 数学 ， 克 列 尔 只 理解 其 中 的 部 
分 。 但 是 不 管 他 是 否 懂 得 阿 贝 耳 对 他 说 的 一 切 ， 克 列 尔 清 楚 地 看 
出 了 阿 贝 耳 是 个 什么 样 的 人 。 克 列 尔 从 来 没有 懂得 阿 员 耳 所 做 的 
工作 的 十 分 之 一 , 但 是 他 对 数学 天 才 的 可 靠 的 直觉 告诉 他 , 阿 内 耳 
是 一 个 第 一 流 的 数学 家 ， 于 是 他 竭尽 所 能 地 使 他 这 位 年 轻 的 被 保 
护 人 得 到 承认 。 在 会 晤 结束 之 前 , 克 列 尔 就 决定 了 阿 贝 耳 必 须 成 为 
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筹办 中 的 < 杂志 > 的 第 一 位 扎 稿 人 。 

阿 贝 耳 的 记述 是 不 同 的 ， 但 差别 不 大 。 我 们 从 字里行间 可 以 
看 到 , 差别 是 由 于 阿 贝 耳 的 谦虚 。 一 开始 , 阿 贝 耳 担心 他 想 让 克 列 
尔 感 兴趣 的 计划 会 碰壁 。 克 列 尔 不 会 知道 迹 个 年 轻 人 想 训 什么 ， 
他 是 谁 ， 或 者 关于 他 的 任何 事情 。 但 是 在 克 列 尔 询问 阿 贝 耳 读 过 
些 什 么 数学 方面 的 东西 时 ， 情 况 大 大 好 转 了 。 当 阿 贝 耳 提 到 他 读 
过 的 大 师 们 的 著作 时 , 克 列 尔 变 得 机 敏 起 来 。 他 们 就 儿 个 突出 的 、 
没有 解答 的 问题 谈 了 很 长 时 间 ， 阿 贝 耳 大 着 胆子 向 出 乎 意料 的 克 
列 尔 提出 了 他 的 不 可 能 用 代数 方法 解 一 般 五 次 方程 的 证 明 ，。 克 列 
尔 连 昕 都 不 愿 听 ; 任何 这 样 的 证 明 都 一 定 有 问题 。 但 是 他 接受 了 
这 篇 文章 , 草草 翻 了 一 遍 , 承认 阿 贝 耳 的 推理 在 他 之 上 一 一 最 后 在 
他 的 < 杂志 > 上 发 表 了 阿 员 耳 的 详尽 的 证 明 。 虽 然 克 列 尔 只 是 一 个 
有 限 的 数学 家 , 算 不 上 科学 上 的 伟人 ， 人 向 有 全“《 生 入 的 大 事 
实 上 是 一 个 伟大 的 人 。 

沈 列 尔 到 哪里 都 带 着 阿 贝 耳 ， 把 他 作为 最 了 不 起 的 数学 上 的 
空前 发 现 四 处 炫 净 。 宫 学 成 才 的 瑞士 人 斯 秦 纳 一 一 “阿波 罗 尼 员 
斯 以 来 最 伟大 的 几何 学 家 ”一 一 有 时 也 陪 着 克 列 尔 和 阿 员 耳 四 处 
转 。 当 克 列 尔 的 朋友 们 看 见 他 身后 跟着 他 的 两 位 天 才 走 来 时 他 
们 就 喊 遵 , “亚当 老 驳 又 跟 该 隐 和 亚 伯 一 起 来 了 。>O 
” 柏林 丰富 的 社交 活动 开始 使 阿 贝 耳 不 能 专心 工作 ， 他 租 到 弗 
赖 保 去 了 , 在 那里 他 可 以 集中 精力 工作 。 正 是 在 弗 赖 堡 ,他 把 他 最 
伟大 的 工作 锻造 成 型 了 ， 即 创造 了 现在 所 称 的 阿 贝 耳 定 理 。 但 是 
他 还 得 赶赴 巴黎 ， 人 
西 和 其 它 一 些 人 。， 


0 可 六 斌 让 所 容 信 类 的 络 扩 ; 计 隐 为 亚 当 和 夏 寺 之 长 亚信 为 亚当 及 夏 
娃 之 次 子 。 一 一 译 者 


-bh 
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可 以 不 加 思索 地 说 , 阿 贝 耳 在 法 国 数学 家 那里 所 受到 的 接待 ， 

就 象 一 个 人 在 一 个 很 文明 的 时 代 ， 从 很 文明 的 人 的 杰出 代表 那里 

所 能 指望 的 一 样 文明 。 他 们 对 他 都 很 有 礼 散 一 一 该 死 的 礼 狐 ， 事 

实 上 那 就 是 阿 贝 耳 从 他 如 此 热切 地 期 望 着 的 访问 中 得 到 的 一 切 。 

当然 他 们 不 知道 他 是 谁 ，. 戟 他 是 于 什么 的 。 做 们 也 不 想 知道 。 如 

果 阿 贝 耳 弄 口 一 一 当 他 来 到 能 和 他 们 谈话 欧 喇 离 之 由 时 一 一 谈 到 

他 自己 的 工作 ， 他 们 立刻 讲述 他 们 自己 是 如 傅 伟 大 。 那 位 年 高 德 

动 的 勒 让 德 ,要 不 是 由 于 他 揭 冷 淡 , 本 可 以 知道 二 些 关 于 他 终生 热 

爱 的 东西 (椭圆 积分 )*' 这 滥 宁 西 全 使 机 感到 莫大 的 叭 趣 。… 但 是 当 

阿 贝 耳 拜 访 他 时 ， et Di | 
安 。 后 来 他 很 慷慨 地 道 了 娄 。 ，; 

1826 年 ”月 下 旬 , 阿 贝 耳 在 ee 

庭 ,他 们 给 他 每 天 两 顿 很 差 的 伙食 和 一 间 极 坏 的 房 章 , 却 要 了 一 笔 

简直 无 法 无 天 的 房 得。 在 巴黎 住 了 四 个 月 以 后 ， 阿 贝 耳 写 信 给 寺 

旬 伯 捷 , 谈 了 他 的 感想 

| “如 歼 ， 1826 年 10 月 24 日 

< 实话 告诉 你 大 陆 上 这 个 最 嘲 末 的 首都 儒 前 给 我 一 种 

沙漠 的 印象 。 我 实际 上 谁 也 不 认识 ; 这 是 一 个 可 爱 的 季节 , 人 

， 人 都 才 了 乡间 。…… 到 现在 为 此 , 我 结识 了 勤 让 德 先 生 、 柯 西 

先生 和 阿 软 特 先生 ，- 以 及 一 些 名 气 稍 差 一 点 但 很 能 干 的 数学 

家 : 科学 学 报 的 编辑 赛 热 先生 , 还 有 勘 热 纳 - 狄 利克 雷 先 生 , 他 

是 一 个 普鲁士 人 , 有 一 灵 他 来 看 我 , 认为 我 是 他 的 同胞 。 李 是 

， 一 个 极 有 洞察 力 的 数学 家 。 他 和 勒 让 德 先生 一 起 证 明了 十 

= 后 不 可 能 整数 解 ， 以 及 其 他 一 些 很 不 错 的 结论 。 勒 让 德 

极 有 礼 瑶 ,但 是 不 幸 他 很 老 了 。 柯 西 是 瘀 了 :……。 做 的 工作 

极 好 , 但 是 很 混乱 。 一 开始 我 实际 上 对 它 一 无 所 知 , 现在 我 比 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


370 数 学 ' 精 英 


较 清楚 地 了 解 它 的 某 些 部 分 了 ……。 柯 西 是 唯一 从 事 纯 数学 
研究 的 人 。 泊 松 . 储 里 叶 . 昂 佩 尔 竺 等 -- 些 人 埋头 于 电磁 学 和 
其 它 物理 学 科 。 我 相信 拉 普 拉 斯 先生 现在 什么 都 不 写 了 。 他 
最 后 的 工作 是 对 他 的 概率 论 的 增补 。 我 常常 在 学 院 看 见 他 。 他 
是 一 个 非常 有 趣 的 小 家 伙 。 泊 松 也 是 一 个 小 家 伙 ， 他 知道 怎 
样 做 到 举止 非常 高 贵 ， 健 里 叶 先生 也 一 样 。 拉 克 重 瓦 相当 老 
了 。 阿 歌 特 先生 要 把 我 引荐 给 这 些 人 中 的 几 位 。 

“法 国人 对 卫生 人 比 德国 人 冷淡 得 多 。 跟 他 们 亲近 极其 
困难 , 我 不 敢 说 我 能 和 他 们 达到 亲密 的 程度 ， 最 后 , 每 一 个 新 
手 要 在 这 里 受到 注意 都 有 很 多 困难 。 我 刚刚 完成 了 一 篇 关于 
某 一 类 超越 函数 的 范围 广泛 的 论文 [他 的 杰作 ] ， 准 备 呈 交 给 
学 院 [ 科 学 院 ]， 下 星期 一 我 就 交 上 去 。 我 把 它 拿 给 柯 西 先生 
看 , 但 是 他 只 届 尊 看 了 一 眼 。 我 敢 说 ， 一 点 不 夸 口 , 它 是 一 篇 
很 好 的 作品 。 我 急于 听 到 学 院 对 它 的 评价 。 我 一 定 与 你 同 享 


ra 77 





， 然 后 他 讲 了 他 正在 干什么 ， 接 下 去 是 对 他 的 前 途 的 相当 
令 人 不 安 的 预测 。 (我 后 有 不 该 开 定 旅行 两 人 一 年 半 训 尾 名 
了 

他 已 经 得 到 了 从 欧洲 大 陆 能 够 得 到 的 _ 切 ， 急 于 起 要 能 
够 把 他 的 时 间 用 在 他 的 发 明 上 。“ 有 这 样 多 的 事情 等 着 我 去 
做 , 但 是 只 要 我 在 国外 , 一 切 都 进行 得 很 糟糕 end 
” 豪 先生 那样 , 有 个 教授 职位 就 好 了 ! 我 的 位 置 还 没有 确定 ， 这 
ee epi 
我 也许 好 全 在 和 个 方面 对 我 微笑 。” 
我 们 从 一 封 日 期 较 早 的 、 写 给 天 文学 家 汉 斯 廷 的 信 中 摘录 了 
两 段 ， 第 一 段 与 阿 贝 耳 要 在 一 个 坚实 的 基础 上 重建 他 那个 时 代 的 
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数学 分 析 的 伟大 计划 有 关 ， 第 二 段 品 示 出 他 的 人 性 方面 的 一 些 东 
西 。( 两 段 都 是 随手 译 出 的 。) 
“在 高 等 分 析 中 ; 很 少 有 几 个 命题 是 极其 严格 地 证 明了 
” 的。 我们 到 处 发 现 从 特殊 到 一 般 的 推理 这 个 不 幸 的 方法 ， 而 
“在 这 样 处 置 之 后 ， 我 们 只 在 极 少 的 情形 下 发 现 称 作 和 社论 的 东 
西 ， 这 是 个 奇迹 。 找 出 造成 这 种 情形 的 原因 确实 是 非常 有 趣 
的 。 在 我 看 来 , 原因 就 在 于 这 样 的 事实 ; 荡 今 在 分 析 学 中 出 现 
的 函数 ， 大 多数 都 能 够 玫 示 为 者 函数 .……。 当 我 们 采用 一 个 
一 般 方法 寺 ; [如 免 陷 阱 ] 并 不 大 难 ;但 是 我 必须 非常 谨慎 ， 因 
”为 没有 严格 证 明 ( 即 根本 没有 证 明 ) 的 命题 已 经 在 我 心里 生 
_ 根 ， 久 至 我 常常 入 着 不 做 进一步 检查 就 采用 它们 的 危险 。 这 
些 珊 碎 的 东西 将 出 现在 克 列 尔 先生 出 版 的 杂志 中 。 > 
紧 接着 这 段 文 字 ， 他 表达 了 对 他 在 柏林 受到 的 待遇 的 感激 之 
情 。 “确实 只 有 很 少 几 个 人 对 我 感 兴趣 ; 但 是 这 很 少 的 几 个 人 对 于 
我 无 比 宝贵 ， 因 为 他 们 疝 我 表示 了 这 样 多 的 友情 。 也 许 我 能 以 某 
种 方式 回报 他 们 对 我 的 希望 ， 因为 一 个 保护 人 看 到 他 白白 操心 了 
一 定 是 很 难受 的 s>- 
斤 后 信 革 到 克 列 基 必 梓 清 家 入 在 入 本 永定 遍 、 况 现 朱 已 
在 用 他 的 全 部 人 事 管理 才干 ， 把 这 个 挪威 人 阿 贝 耳 推举 到 柏林 大 
学 的 教授 席位 。 这 就 是 1826 年 的 德国 。 阿 贝子 当 然 已 经 是 伟大 
的 了 ， 他 那 可 靠 的 才能 表明 他 是 高 斯 的 最 有 希望 的 后 继 者 。 尽 管 
他 是 外 国人 也 没有 关 率 ; 1826 年 的 柏林 需要 最 好 的 数学 人 才 。 
个 世纪 以 后 ， 尖 好 的 学 物理 人 才 册 不 驶 好 了 ， 柚 林强 行 于 除了 
爱 肉 斯坦。 我 们 就 是 这 样 进步 的 。 但 趾 ， 还 是 回 到 乐观 的 阿 贝 耳 
吧 。， Wh a ss 
“起 先 我 指望 从 柏林 直接 去 巴黎 , 因为 可 能 有 克 列 尔 先生 
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沙 我 去 而 感到 高 兴 。 但 是 克 列 尔 先生 有 事 不 能 去 了 ， 我 不 得 
不 独自 旅行 。 现 在 ， 我 已 不 是 那 种 能 忍受 孤独 的 人 人 了。 单独 
一 个 人 , 精神 不 振 , 脾气 也 变 坏 了 ， 我 几乎 不 想 工 作 。 所 以 我 
对 自己 说 , 和 伯 克 先生 一 起 去 维也纳 会 好 得 多 , 我 觉得 这 趟 旅 
行 是 有 正当 理由 的 ， 因 为 在 维也纳 有 利 特 罗 . 布 格 、 和 其 他 一 
些 人 , 都 是 些 优 秀 的 数学 家 ; 除 此 以 外 ， 我 一 生 中 只 作 这 一 次 
航海 。 我 这 个 想 看 看 南方 生活 的 愿望 难道 不 是 很 合理 的 吗 ? 
在 旅途 中 我 能 勤勉 的 工作 。 一 旦 到 了 维也纳 , 从 那里 去 巴黎 ， 
顺便 经 过 瑞士 就 儿 乎 是 条 捷径 了 。 我 为 什么 不 应 该 也 看 它 一 
眼 呢 ? 天 啊 ! 我 , 甚至 我 , 也 象 别人 一 样 , 有 种 对 自然 美的 爱好 。 
整个 这 一 趟 旅行 会 使 我 晚 两 个 月 到 达 巴 黎 , 就 是 这 些 。 我 能 
很 快 地 补 上 失去 的 时 间 。 你 不 认为 这 样 一 趟 旅行 会 对 我 有 好 
处 吗 ?” ， 

: 所 以 阿 贝 耳 去 南方 了 ， 把 他 的 杰 : 作 留 给 柯 西 转 担 科学院。 多 
产 的 柯 西 忙 着 监 他 自己 的 蛋 , 咯咯 地 叫 着 , 顾 不 上 谦虚 的 阿 贝 耳 放 
在 他 窜 里 的 确实 是 大 胶 的 蛋 。 阿 软 特 是 个 只 配给 数学 家 洗 碗 碟 的 
人 ， 他 在 1826 年 10 月 10 日 把 阿 贝 耳 的 < 关于 非常 广泛 的 一 类 超 
越 函 数 的 一 般 性 质 的 论文 > 星 交 给 巴黎 科学 院 。 这 就 是 勒 让 德 后 
来 用 贺 拉 斯 的 话 描 述 为 “monumentum aere perenniug” [永恒 的 
纪念 碑 ] 的 工作 , 也 是 埃 尔 米 特 说 的 阿 贝 耳 留 给 未 来 多 少 代数 学 家 
的 五 百年 的 工作 。 它 是 现代 数学 的 一 项 登峰造极 的 成 就 。 

它 到底 怎 么 样 了 呢 ? 勤 让 德 和 柯 西 被 任命 为 评阅 人 。 那 时 勒 
让 德 七 十 四 岁 , 柯 西 三 十 九 岁 。 老 手 正在 失去 他 的 锐气 , 巨头 正在 
他 自我 中 心 的 顶峰 。 惑 让 德 抱怨 (1829 年 4 月 8 日 给 雅 可 比 的 信 ) 
说 我 们 发 觉 这 篇 论文 很 难 辨认 ; 它 是 用 淡 得 几乎 是 白色 的 墨水 写 
的 , 字 写 得 很 粮 , 我 们 两 人 认为 应 该 要 求 作者 送 一 份 写 得 整齐 易 读 
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的 来 ”这 是 什么 样 的 托 词 啊 ! 柯 西 把 论文 带 回 家 ， 不 知 放 在 什么 地 
方 了 ,完全 把 它 给 起 了 。 
要 和 这 种 惊人 的 健在 本 领 相 比 ， 我 们 得 想象 一 个 研究 埃及 学 
的 学 者 把 罗 塞 达 碑 @ 丢失 了 予 。 只 是 由 于 某 种 奇迹 ， 这 篇 论文 在 阿 
贝 耳 死 后 被 发 据 出 来 了 。 雅 可 比 从 勤 让 德 那里 听 说 过 它 它 ， 阿 册 了 丁 
在 回 到 挪威 后 曾经 和 雅 可 比 通过 信 ， 在 1829 年 3 月 14 日 写 给 勒 
让 德 的 信 中 , 雅 可 比 惊 呼 ,“ 阿 贝 耳 先生 的 这 个 发 现 是 什么 样 的 发 
现 啊 ! ,……: 有 谁 看 见 过 同样 的 东西 吗 ? 这 个 发 现 ， 也 许 是 我 们 这 个 
世纪 最 伟大 的 发 现 ， 在 两 年 前 就 交 给 你 们 科学 院 了 , 可 你 的 同事 们 
怎么 会 没有 注意 到 它 昵 ? ”挪威 得 知 了 这 个 质问 。 长 话 短 说 ， 挪 威 
驻 巴 黎 的 领事 就 这 份 遗失 的 手稿 提出 了 外 交 抗 议 , 柯 西 在 1830 年 
把 它 番 了 出 来 。 最 后 它 发 表 在 《法 兰 西 科学 院 著名 科学 家 论文 集 ? 
第 七 卷 , 一 百 七 十 六 页 至 二 百 六 十 四 页 ;但 那 已 经 是 18 行 年 了 ,在 
对 待 这 篇 史诗 般 的 著作 方面 ;极端 无 能 的 顶点 就 是 编辑 ;或 者 印刷 
工 , 或 者 他 们 一 起 ， 相 继 在 阅读 清 样 以 前 把 手稿 丢失 了 ,名 科学 院 
(在 1839 年 ) 赔 偿 阿 贝 耳 ,让 他 和 雅 可 i 然 
而 ， 阿 贝 耳 已 经 去 世 了 。 
论文 的 开始 几 段 表明 了 它 的 范围 。 

” ”“ 运 仿 数 学 家 研究 过 的 超越 函数 , 数目 非常 之 少 。 实际 上 ,-: 

: 超越 函数 的 整个 理论 简化 成 了 对 数 函 数 、 三 角 函 数 和 指数 函 
””@ ” 罗 蹇 达 砷 为 1797 年 在 尼罗河 白 的 罗 塞 达 城郊 发 现 的 埃及 古 碑 ， 上 刻 埃 及 象 
形 文 、 俗 体 文 和 希腊 记 三 种 文字 。 该 辜 的 发 现 为 主 解 百 几 及 象形 文字 提供 了 钥 是 。 

， 人 
院 的 许可 下 ”给 论文 加 上 了 一 个 自命 不 凡 的 脚注 , 承认 已 故 的 阿 贝 耳 的 天 才 。 这 是 最 

后 一 根 稳 草 : 科学 院 可 以 公布 全 部 事实 , 或 者 保持 沉默 。 但 是 无 论 如 何 ,必须 维护 一 个 


神气 十 足 的 小 人 的 荣誉 和 尊严 。 最 后 ， 我 们 可 以 回想 起 , 当 惠 布 持 在 那里 转 来 转 去 的 
时 候 , 宝贵 的 手稿 和 书 都 莫名 其 妙 地 就 不 见 了 。 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. pokee. com 


374 数 . 学 精 英 


数 , 实质 上 只 是 形成 了 单独 一 类 的 函数 。 只 是 到 了 最 近 , 才 开 
9 考虑 一 些 其 他 函数 。 在 后 来 考虑 的 函数 中 ， 椭 圆 超越 函数 
占据 首位 ， 它 们 的 显著 而 精致 的 性 质 是 勒 让 德 先生 发 展 起 来 
的 。 作 者 [ 阿 贝 耳 ] 在 他 荣幸 地 呈 交 给 科学 院 的 论文 中 ， 研 究 
了 很 广泛 的 一 类 函数 , 即 : 所 有 那些 导数 可 以 由 系数 为 单 变量 
有 理 函 数 的 代数 方程 表示 的 函数 ， 他 已 经 给 这 些 函 数 证 明了 
一 些 与 对 数 函数 和 椭 图 函数 类 似 的 性 质 ……， 得 到 了 下 面 的 
定理 : : 

“如 果 我 们 有 几 个 函数 , 它们 的 导数 可 以 是 同一 个 代数 方 
程 的 根 , 该 方程 的 系数 均 为 单 变量 有 理 函数 , 只 要 我 们 在 讨论 
中 的 函数 的 变量 之 间 建 立 一 定数 目的 代数 关系 ， 我 们 永远 能 
用 一 个 代数 和 对 数 函数 表示 任意 数目 的 这 种 函数 的 和 。 

“这 些 关 系 的 数目 完全 不 依赖 于 函数 的 数目 , 而 只 依赖 于 

”所 考虑 的 特殊 函数 的 性 质 。……” 


阿 贝 耳 这 样 简单 地 描述 的 定理 ， 今 天 通称 为 阿 贝 耳 定理 。 他 
对 它 的 证 明 被 人 们 描述 为 只 不 过 是 “积分 学 中 的 一 道 了 不 起 的 练 
习 。” 就 象 在 他 的 代数 中 一 样 ， 阿 贝 耳 在 他 的 分 析 中 也 最 简练 不 过 
地 得 到 了 他 的 证 明 。 可 以 毫 不 夸张 地 说 ， 这 个 证 明 是 任何 学 完了 
微 积分 学 初等 课程 的 十 七 岁 的 孩子 都 能 理解 的 。 阿 贝 耳 自己 的 证 
明 极 为 简单 朴素 ， 毫 无 夸张 虚 饰 。 对 于 十 九 世 纪 最 初 证 明 的 一 些 
推广 和 几何 上 的 重建 ， 就 不 能 这 样 说 了 。 阿 贝 耳 的 证 明 就 象 一 尊 
菲 迪 亚 斯 的 雕像 ; 其 它 人 的 证 明 则 和 象 一 座 后 在 爱尔兰 花边 .意大利 
糖果 和 法 国 细 点 心里 的 哥 特 式 大 教堂 。 

在 阿 贝 耳 的 开场 白 这 一 段 中 ， 有 可 能 会 被 人 误解 的 地方。 阿 
贝 耳 无疑 只 是 在 对 一 位 老人 表示 善意 的 谦 蒜 ， 这 位 老人 在 他 们 初 
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次 相识 时 届 尊 俯 就 过 他 一 一 在 坏 的 意义 上 , 但 是 , 他 尽管 把 他 漫长 
的 一 生 的 大 部 分 工作 时 间 都 用 在 研究 一 个 重要 的 问题 上 ， 却 没有 
天 清楚 它 到 底 是 怎 候 回 事 。 勒 让 德 并 没有 象 阿 见 耳 的 话 可 能 陷 含 
的 那 祥 讨论 过 精 圆 函数 ，. 勒 让 德 花费 了 他 一 生 中 大 部 分 时 间 研究 
的 问题 , 是 酉 圆 积分 , 它 与 顶 圆 函数 的 差别 ， 就 象 蕊 与 它 拉 的 车 的 
差别 一 样 ， 这 恰恰 是 阿 贝 耳 对 数学 的 一 项 最 侍 大 贡献 的 症结 和 根 
源 之 所 在 。 对 任何 学 过 中 学 三 角 的 人 , 这 个 问题 都 是 很 简单 的 ; 为 

了 泊 免 对 初等 东西 作 宛 长生 际 的 拥 守 ,在 不 久 要 讲 到 的 内 容 中 ,人 
定 它们 是 已 知 的 。， 

” 不过, 对 于 那些 完全 忘记 了 三 角 学 的 人 ,可 以 对 网 由 耳 的 划 时 
代 进 展 的 本 质 , 他 的 方法 论 , 作 这 样 的 比喻 ; 我 们 提 到 过 车 和 马 ,把 ， 
车 放 在 马 前 面 这 个 陈腐 的 雇 语 ， 描 述 了 勒 让 德 做 的 事 ， 阿 贝 耳 看 
出 , 如 果 雪 车 向 前 走 ， 马 必须 走 在 车 的 前 面 。 再 举 一 个 例子 , 弗 朗 
西 斯 . 哥 尔 登 在 他 对 贫穷 稻 长 期 一 酒 的 关系 的 统计 研究 中 , 他 那 颗 
公平 的 心 使 他 重新 考虑 了 愤怒 的 道德 学 家 和 经 济 改革 运动 家 ， 借 
以 别 诊 用 心地 评价 这 些 社会 现象 的 、 自 以 为 是 的 陈 词 小调 。 哥 尔 . 
登 不 是 假定 人 们 路 落 是 由 于 他 们 醒酒 , 而 是 把 这 个 假设 反 了 过 来 ， 
暂时 假定 人 们 柄 酒 是 由 于 他 们 没有 从 祖先 那里 继承 到 道德 精神 , 
简 言 之 ， 是 由 于 他 们 请 落 。 哥 尔 登 无 视 改 革 骨 们 的 -# 切 空洞 的 说 
教 , 他 紧 紧 抓 住 了 一 个 科学 的 、 客 观 的 .可 采用 的 假说 , 他 能 够 把 公 
正 的 数学 方法 应 用 在 这 个 假说 上 。 他 的 工作 还 没有 得 到 社会 承 
认 。 暂 时 , 我们 只 需 注 意 ， 哥 尔 登 象 亲 贝 耳 一 样 , 把 他 的 问题 反 过 
来 了 一 一 把 它 上 下 , 里 外 , 前 后 , 来 来 回回 地 颠倒 了 ,就 象 海 华 沙 @ 
和 那 传说 的 无 指 手套 一 样 ， 哥 尔 登 把 带 皮 的 一 面 翻 到 里 面 ， 把 里 


也 海 华沙 (Hiawatha) 为 英国 著名 诗人 朗 费 罗 (so7_l8s 的 长 《 海 华沙 之 
歌 ? 中 的 印第安 英雄 。 一 一 译 者 
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子 翻 到 外 面 了 。 

这 一 切 决 不 是 明显 的 或 不 值 一 提 的 。 它 是 数学 发 现 (或 发 明 ) 
所 曾 设 计 出 来 的 最 有 力 的 方法 之 一 ， 阿 贝 耳 是 第 一 个 有 意识 地 把 
它 用 作 研 究 方法 的 人 。“ 你 必须 经 常 三 倒 过 来 考虑 ”， 正 如 雅 可 比 
在 有 人 问 他 数学 发 现 的 秘密 时 回答 的 。 他 在 回顾 他 各 阿 贝 耳 做 过 
的 事情 。 如 果 一 个 问题 的 解答 陷入 上 毫 无 希望 的 状况 时 ， 试 着 把 这 
个 问题 颠倒 过 来 ; 把 问题 作为 论据 , 把 论据 作为 问题 。 这 样 ， 如 果 
我 们 发 现 , 当 我 们 把 卡 丹 中 看 做 他 父亲 的 一 个 儿子 时 , 无 法 理解 他 
的 性 格 , 就 转移 重点 , 把 它 其 倒 过 来 ， 看 看 当 我 们 把 卡 丹 的 父亲 作 
为 他 儿子 的 父亲 和 赋 与 者 来 分 析 时 ， 我 们 得 到 些 什 么 。 不 是 研究 
“和 遗传” ds 现在 回 到 那些 还 记得 一 点 三 角 学 
的 人 。 

假定 数学 家 们 盲 且 得 看 不 出 ，sin%， cos 和 其 他 的 直接 三 角 
函数 在 加 法 公式 和 其 他 地 方 , 比 反 三 角 函 数 sin-Tw,， cos-!w 用 起 来 
更 方便 。 回 想 一 下 用 正弦 和 余弦 展开 的 公式 sin(zy), 把 它 与 用 
2 4 表示 的 公式 .sin™(w 十 %) 相 比 较 。 前 者 不 是 比 后 者 无 可 比拟 
地 更 简单 、 更 优美 、 更 “自然 ” 吗 ? 现 在 ,在 积分 学 中 ， 反 三 角 函 数 自 
然 地 以 简单 代数 无 理 式 (二 阶 ) 的 定 积 的 形式 呈现 出 来 ， 当 我 们 试 
图 利用 积分 学 求 一 个 圆 的 弧 长 时 ， 这 样 的 积分 就 出 现 了 。 假 定 一 
开始 反 三 角 函 数 就 以 这 种 方式 出 更 。 那 么 考虑 以 这 些 函 数 鬼 逆 ， 
也 就 是 熟悉 的 三 角 函 数 本 身 , 作为 要 去 研究 和 分 析 的 已 知 函 数 , 不 
是 “更 自然 “ 吗 ? 这 是 毫 无 疑问 葛 ; 但 是 在 许多 更 高 深 的 问题 中 ， 最 
简单 的 问题 是 用 积分 求 一 个 椭圆 的 弧 长 ， 首 先 出 现 的 是 束 手 的 反 
””@ 卡 丹 Cardan(1501 一 1576), 意大利 数学 家 ,文艺 复兴 时 期 的 学 者 , 著述 其 多 ， 


性 格 古怪 ， 品 行 不 端 。 参 见 M. 克 莱 因 著 k 古 今 数学 思想 ?中 译本 ， 第 1 卷 , 254 一 256 
页 。( 上 海 科 技 出 版 社 )。 一 一 译 者 
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“椭圆 ”( 不 是 象 对 于 圆 驱 那样 的 “ 圆 ”) 函 数 。 这 就 使 阿 贝 耳 看 出 了 
应 该 把 这 些 函 数 “ 反 过 来 ”加 以 研究 。 正 如 在 sinw, cost 的 情形 
而 不 是 在 sin“w 和 cos 2 的 情形 一 样 。 很 简单 , 不 是 吧 ? 然而 葱 
让 德 这 位 伟大 的 数学 家 ， 在 他 的 “椭圆 积 分 ”( 他 的 问题 的 棘手 的 
“ 反 函 数 ”) 上 花 了 四 十 多 年 的 时 间 , 却 一 次 也 没有 怀疑 到 他 应 该 反 
过 来 考虑 。@ 四 这 个 看 待 表面 上 简单 、 实 际 上 深奥 难 解 的 问题 的 极 
其 简单 平常 的 方式 ,是 十 九 世纪 最 伟大 的 数学 进展 之 m。 

但 是 , 所 有 这 一 切 , 只 不 过 是 阿 贝 耳 在 他 了 不 起 的 定理 中 、 和 
他 对 祷 圆 函数 的 工作 中 , 所 做 的 一 切 的 开端 , 尽管 是 一 个 非常 惊人 
的 开端 一 -就 象 吉 下 林 @ 的 黎明 象 惊雷 一 样 出 现 。 三 角 函 数 或 加 
函数 有 一 个 单一 的 实 周 期 ,sin(w 十 2w) = sinz 等 等 也 是 这 样 。 阿 由 
耳 发 现 他 的 由 椭圆 积分 的 逆 提 供 的 新 函数 , 确实 有 两 个 周期 , 它们 
的 比 是 虚数 。 在 这 以 后 , 阿 贝 耳 在 这 方面 的 追随 者 们 一 一 雅 可 比 、 
罗 森 海 因 . 维 尔 斯 特 拉 斯 . 黎 曼 ， 还 有 许多 人 一 一 深入 地 钻研 阿 贝 
耳 的 伟大 定理 , 他 们 通过 继续 发 展 和 扩充 他 的 思想 , 发 现 了 一 些 有 
2n 个 周期 的 个 变量 的 函数 。 阿 贝 耳 本 人 更 深入 地 探索 了 他 的 
发 现 。 他 的 后 继 者 们 把 整个 这 项 工作 应 用 到 几何 .力学 .数学 物理 
的 一 些 部 分 , 和 数学 的 其 它 分 支 中 , 解决 了 一 些 重要 问题 ， 没 有 阿 
贝 耳 开始 的 这 项 研究 , 这 些 问题 是 无 法 解决 的 。 


在 巴黎 期 间 , 阿 贝 耳 找 几 位 很 高 明 的 医生 看 过 病 , 他 原 以 为 那 
只 不 过 是 经 常 性 的 感冒 。 他 被 告知 他 患 了 肺结核 。 他 不 相信 ， 从 


Q@ 在 把 优先 权 归 于 阿 贝 吓 ， 而 不 是 归于 阿 贝 吓 和 雅 可 比 “ 共 同 发 现 ” 这 个 问题 
上 ,我 采用 了 米 塔 格 - 列 弗 其 的 说 法 。 从 我 对 于 所 有 已 经 发 表 的 证 据 的 全 面 了 解 , 我 侈 
信 阿 贝 耳 的 权利 是 无 可 争议 的 , 虽然 雅 可 比 的 同胞 们 持 相 反 的 看 法 。 

@ 吉林 (Kipling),1865 一 1936, 英 国 作家 ,诗人 。 一 至 者 
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他 的 靴子 上 所 去 了 巴黎 的 泥土 ， 又 回 到 柏林 作 短 期 访问 。 他 只 剩 
下 很 少 的 钱 ; 大 概 只 有 七 元 钱 。 他 写 了 一 封 急 信 ， 延 误 了 一 些 时 
间 ， 从 霍 姆 伯 厄 那里 借 来 了 一 笔 钱 。 决 不 能 认为 阿 贝 耳 是 一 个 长 
期 借 钱 又 没有 希望 还 钱 的 人 。 他 有 充分 理由 相信 ， 他 回国 后 会 有 
一 个 挣 钱 的 工作 。 而 且 ， 也 还 有 应 该 付 给 他 的 钱 。 阿 贝 耳 从 1827 
年 3 月 到 5 月 , 靠 堆 姆 伯 厄 的 大 约 六 十 元 借款 生活 和 从 事 研究 。 然 
后 ,他 所 有 的 来 源 都 枯竭 了 , 他 掉头 回国 了 ， 到 达 克 里 斯 蒂 安 尼 亚 
:时 身 无 分 文 。 

但 是 ， 他 希望 一 切 都 会 很 快 好 起 来 。 大 学 的 工作 现在 一 定 会 
很 快 到 来 。 他 的 才能 已 开始 得 到 承认 。 有 了 一 个 空位 置 。 阿 贝 耳 
没有 得 到 它 。 霍 姆 伯 厄 原 想 让 阿 员 耳 担任 这 个 位 置 ， 但 是 学 校 当 
局 威胁 说 ,要 是 他 不 接受 , 就 找 一 个 外 国人 来 担任 ， 这 样 他 才 勉 强 
接受 了 下 来 。 决 不 能 责怪 霍 姆 人 折 厄 ， 尽 管 阿 贝 耳 已 经 充分 证 明了 
他 教书 的 能 力 , 校方 却 认为 截 姆 伯 厄 是 个 比 阿 贝 耳 更 好 的 教师 。 凡 
是 熟悉 美国 流行 的 教育 学 理论 的 人 , 都 完全 能 懂得 这 种 情形 , 因为 
这 种 教育 学 理论 是 由 专门 的 教育 学 院 提 出 来 的 ， 认为 对 他 所 教 的 
东西 知道 得 越 少 的 人 , 教 得 越 好 。 

然而 情况 确实 好 转 了 。 大 学 付 给 了 阿 贝 耳 欠 他 的 旅费 关 客 ， 
稚 姆 伯 厄 也 把 学 生 送 到 季 这 里 来 。 天 文学 教授 有 事 离 开 ， 建 议 雇 
用 阿 贝 耳 承 担 他 的 部 分 工作 。 一 对 有 钱 的 夫妇 施 耶 尔 德 鲁 普 斯 收 
纳 了 怨 , 象 对 自己 的 儿子 那样 对 符 他 。 但 是 即便 有 这 一 切 , 他 还 是 
无 法 摆脱 靠 他 养活 的 家 人 的 负担 。 他 们 直到 最 后 一 直 缠 着 他 ， 实 
际 上 和 弄 得 他 自己 一 无 所 有 ， 人 一 名 不 
耐烦 的 话 。 

1829 年 1 月 中 旬 , 阿 贝 耳 知道 他 活 不 长 了 。 溢 血 的 迹象 是 无 
法 否认 的 。 他 在 芽 迷 中 喊 道 ,“ 我 要 为 我 的 生命 奋斗 ! ”但 是 在 更 多 
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的 安静 的 时 刻 , 在 他 精疲力竭, 试 着 要 工作 的 时 候 , 他 意气 消沉 了 ， 
“ 象 一 只 看 着 太阳 的 病 着 的 认 , ”知道 他 只 有 几 个 星期 好 活 了 。 

阿 贝 耳 在 弗 罗 兰 的 一 个 英国 人 的 家 里 度 过 了 他 最 后 的 日 子 ， 
他 的 未 婚 妻 〈( 克 雷 利 ' 肯 普 ) 在 那 家 作 女 管家 。 他 最 后 的 思想 是 考 
虑 她 的 未 来 。 他 写 信 给 他 的 朋友 基 尔 豪 , “她 并 不 美丽 ; 她 有 红色 
的 头发 和 稚 班 ， 但 她 是 一 个 可 爱 的 女子 。 阿 贝 耳 希望 死 雷 利 和 基 
尔 豪 能 在 他 死 后 结 为 夫妻 , 虽然 这 两 个 人 从 未 见 过 面 ;他 们 象 阿 贝 
耳 半 开玩笑 地 提议 的 那样 结 了 婚 。 直 到 最 后 ， 克 雷 利 始 终 坚 持 不 
要 别人 帮忙 , 自己 照顾 阿 员 耳 “单独 享有 这 些 最 后 的 时 刻 "。1829 
年 4 月 6 日 凌晨 ,他 去 世 了 ,只 活 了 二 十 六 年 零 八 个 月 。 

阿 贝 耳 死 后 两 天 , 克 列 尔 来 信 说 ,他 的 谈判 终于 成 功 了 ， 阿 由 
耳 将 被 任命 为 柏林 大 学 的 数学 教授 。 
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第 十 八 章 ” 伟 大 的 算 学 家 
锥 可 此 


现代 分 析 代替 计算 思想 是 日 益 显 著 的 
倾向 ; 然而 还 是 有 一 些 数学 分 支 , 计算 保持 

着 它 的 权利 。 

-一 P. G. 勤 热 纳 . 狄 利克 雷 

雅 可 比 这 个 名 字 经 常 在 科学 中 出 现 ， 但 并 不 总 是 意味 着 同一 
个 人 。 在 十 九 世 纪 四 十 年 代 , 一 个 十 足 声名 狼藉 的 雅 可 比 一 M. 
HH. 雅 可 比 一 一 有 一 个 相对 来 说 默默 无 闻 的 兄弟 0. G. J. 雅 可 比 ， 
那 时 他 的 名 气 只 及 M. 可 . 雅 可 比 的 名 气 的 十 分 之 一 。 今 天 这 种 
情形 反 过 来 了 : 0. G. J. 雅 可 比 是 不 朽 的 一 一 或 者 几乎 是 不 朽 的 ， 
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而 M. 五 . 雅 可 比 很 快 就 默默 无 闻 了 。M.H. 雅 可 比 是 作为 流行 的 
电镀 法 骗术 的 创始 人 而 成 名 的 ; C. G. J. 雅 可 比 的 狭窄 得 多 、 但 也 
大 得 多 的 名 气 是 建立 在 数学 上 的 。 在 这 位 数学 家 生前 , 人 们 总 是 把 
他 误 认 为 他 的 更 出 名 的 兄弟 ,或 者 更 精 , 因为 他 与 真诚 行 骗 的 骗子 
有 这 种 偶然 的 亲 威 关系 而 向 他 祝贺 。 最 后 , 0. dQ. J. 装 可 上 比 再 也 
不 能 忍受 了 。" 对 不 起 , .美丽 的 夫人 , ”他 反驳 一 个 为 了 他 有 如 此 出 
众 的 兄弟 而 恭维 他 的 ,M. 瑟 . 雅 可 比 的 热情 的 赞美 者 。“ 但 是 我 就 
是 我 的 兄弟 。 在 其 他 场合 ,0. G. 可. 雅 可 比 会 脱口 而 出 , ;人 我 不 是 
他 的 兄弟 , 他 是 我 的 兄弟 ”这 就 是 今天 名 气 留 给 亲属 关系 的 她 方 。 

卡尔 ' 古 斯 塔 夫 . 雅 可 布 . 雅 可 比 1804 年 12 月 10 日 出 生 在 德 意 
志 普 鲁 士 的 波茨坦 ， 他 是 富有 的 银行 家 西蒙 * 雅 可 比 及 其 串 子 ( 娘 
家 姓 勒 曼 ) 的 第 二 个 儿子 。 这 一 家 共有 四 个 孩子 , 三 个 男孩 叫 莫 里 
茨 、 卡 尔 和 爱德华 , 一 个 女孩 叫 特 雷 泽 。 卡 尔 的 第 一 位 老师 是 他 的 
一 位 鼻 和 描 , 他 教 给 这 孩子 古典 文学 和 数学 , 为 他 在 1816 年 十 二 岁 时 
进入 波茨坦 中 学 作 准备 。 从 一 开始 , 雅 可 比 就 显示 出 “多 才 多 艺 的 
头脑 ”中 学 校长 在 他 离开 该 校 时 , 就 兽 宣称 他 有 有 这 祥 一 付 头脑 。 他 
在 1821 年 离开 中 学 , 进 了 柏林 大 学 。 雅 可 比 象 高 斯 一 样 ， 要 不 是 
数学 更 有 力 地 吸引 了 他 ， 他 可 议 很 容易 地 在 哲学 土 博得 很 高 的 名 
声 。 教 师 ( 海 因 里 希 : 鲍 尔 ) 看 出 这 浪子 很 有 数学 天 才 , 在 长 时 间 争 
. 论 之 后 , 让 他 自己 工作 , 因为 雅 可 比 反 对 稳 死 记 硬 背 和 规则 条 例 学 

年 轻 的 雅 可 比 的 数学 发 展 ， 在 一 些 方面 很 奇怪 地 与 他 的 比较 
大 的 对 手 阿 贝 耳 相同 。 雅 可 比 也 学 习 大 师 们 的 著作 ; 欧 拉 和 拉 格 
朗 日 的 著作 教 给 他 代数 和 分 析 ， 并 把 数论 介绍 给 他 。 这 段 最 早 的 
自我 教育 ， 必 然 给 雅 可 比 的 第 一 个 杰出 的 工作 -一 -关于 椭圆 函数 
一 一 以 明确 的 方向 ， 因 为 足智多谋 的 大 师 欧 拉 发 现 雅 可 比 是 他 最 
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好 的 继承 人 。 就 复杂 的 代数 中 的 纯粹 运算 能 力 而 言 ， 除 了 我 们 这 
个 世纪 的 印度 数学 天 才 斯 里 尼 瓦 萨 . 罗 摩 纳 真 以 外 , 没有 人 能 与 欧 
拉 和 雅 可 比 匹 敌 。 阿 由 耳 愿 意 的 时 候 也 能 象 大 师 一 样 掌握 公式 , 但 
是 他 的 天 才 和 雅 可 比 的 相 比 , 哲学 成 分 较 多 ， 形 式 的 成 份 比较 少 。 





不 是 雅 可 比 的 工作 缺乏 严格 性 , 它 并 不 缺乏 , 而 是 它 的 灵感 看 来 是 
形式 主义 的 , 而 不 是 严格 主义 的 。 

阿 贝 耳 比 雅 可 比 大 两 岁 。 雅 可 比 不 知道 阿 贝 耳 在 1820 年 解决 
了 一 般 五 次 方程 问题 , 他 在 同一 年 试图 得 出 一 个 解答 , 把 一 般 五 次 
方程 化 简 为 史 一 10g2z=2 的 形式 , 并 且 指 出 这 个 方程 的 解 可 以 由 
某 一 个 十 次 方程 的 解 推 出 来 ,虽然 这 个 尝试 失败 了 ,但 是 雅 可 比 从 
中 学 得 到 了 许多 代数 知识 ， 他 认为 这 是 他 的 数学 教育 中 相当 重 亚 
的 一 步 。 但 是 他 似乎 没有 象 阿 贝 耳 那样 想到 ， 一 般 五 次 方程 可 能 
是 不 能 用 代数 方法 解 的 。 这 种 失察 , 或 者 缺乏 想象 力 , 或 者 ， 不 管 
我 们 愿意 叫 它 什 么 , 在 雅 可 比 这 方面 , 是 他 与 阿 贝 耳 之 间 的 典型 差 
别 。 雅 可 比 具有 非常 客观 的 头脑 , 在 他 宽 宏大 量 的 天 性 中 , 一 点 狂 
颖 或 嫉 妨 也 没有 。 他 本 人 在 谈 到 阿 贝 耳 的 一 篇 杰作 时 说 ; “ 它 高 于 
我 的 赞扬 , 就 象 它 高 于 我 自己 的 工作 。” 

” 雅 可 比 在 柏林 的 大 学 生 时 代 从 1821 年 4 月 _ 寺 到 1825 年 5 
月 。 在 头 两 年 中 , 他 把 时 间 平均 地 用 在 哲学 .语言 学 和 数学 上 。 在 . 
语言 学 的 研究 班 上 , 雅 可 比 引 起 了 P. A. 伯 克 的 注意 和 赞许 , 伯 克 
是 一 位 有 名 望 的 古典 文学 学 者 ， 他 出 版 了 ( 除 其 他 著作 以 外 ) 平 达 
尔 @ 的 著作 的 一 个 很 好 的 版 本 。 对 于 数学 说 来 , 幸运 的 是 伯 克 没有 
使 他 这 个 最 有 希望 的 学 生 转 变 到 以 古典 文学 作为 他 毕生 的 兴趣 。 


Q@ 平 达 尔 (Pindar, 593?--?433B,. 0.) 古 希腊 的 抒情 诗人 。 一 一 译 者 
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在 数学 方面 , 大 学 不 能 为 一 个 雄心 握 描 的 学 生 提 供 很 多 东西 , 雅 可 
比 继续 自学 大 师 们 的 著作 。 他 把 大 学 的 数学 讲座 简单 而 恰 如 其 份 
地 说 成 是 废话 。 雅 可 比 通常 是 直率 和 切中 要 害 的 ， 尽 管 在 试图 把 
Oy. A 
任何 奉承 者 那样 去 奉承 。 

雅 可 比 正 在 勤勉 地 使 自己 成 为 数学 家 的 时 候 ， 阿 贝 耳 已 经 在 

将 要 使 雅 可 比 成 名 的 同一 条 路 上 开 了 个 好 头 。 阿 贝 耳 在 1823 年 
8 月 4 日 写 信 给 者 姆 伯 厄 , 说 他 正信 于 研究 椭圆 通 数 , “这 项 小 小 
的 工作 , 你 会 想起 来 , 是 涉及 椭圆 超越 函数 的 反 画 数 的 ， 我 证 明了 
一 点 [似乎 是 ] 不 可 能 的 东西 ， 我 请 求 德 根 尽快 地 把 它 从 头 到 尾 看 
一 遍 , 但 是 他 找 不 出 错误 的 结论 , 也 不 知道 错 在 哪里 ， 天 知道 我 和 
样 才能 把 自己 摆脱 出 来 。” 一 个 奇怪 的 巧合 是 , 雅 可 比 最 后 下 决心 
要 全 力 从 事 数学 的 时 候 ， 几 乎 就 是 阿 贝 耳 写 这 封 信 的 时 候 。 这 两 
个 二 十 来 岁 的 年 轻 人 ( 阿 页 耳 二 十 一 岁 , 雅 可 比 十 九 岁 ), 年 龄 上 两 
年 的 差距 ， 比 成 年 人 二 十 年 的 差距 还 要 重要 。 阿 员 耳 开 了 一 个 极 
好 的 头 , 但 是 雅 可 比 很 快 就 赶 了 上 来 , 他 并 不 知道 他 在 这 方面 有 一 
个 竞争 者 。 牙 可比 的 第 一 项 伟大 的 下 作 是 在 阿 员 耳 的 椭 贺 西数 的 
领域 内 。 在 考虑 这 项 工作 以 前 , 我 们 先 概述 他 繁忙 的 一 生 。 

雅 可 比 既 已 决定 把 他 的 全 部 力量 投入 数学 ， 就 写 信 给 他 的 田 
奥 勒 曼 ， 告 诉 他 估计 他 要 承担 的 工作 量 。“ 如 果 票 深入 洞察 欧 拉 、 
拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 的 工作 堆 成 的 大 山 的 性 质 ， 而 不 仅 只 是 在 它 
的 表面 搜索 一 鼻 ， 那 就 要 求 最 惊人 的 力量 和 最 艰苦 的 思考 。 要 制 
服 这 个 庞然大物 而 不 怕 被 它 擅 毁 ， 要 求 极 度 紧 张 , 既 不 允许 休息 ， 
也 不 得 安宁 , 直到 你 站 在 它 的 顶端 , 俯 同 这 全 部 工作 , 只 有 在 这 时 ， 
党 你 理解 了 它 的 精神 ， 才 有 可 能 正确 而 平静 地 完成 它 的 全 部 网 
3 
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雅 可 比 在 这 样 宣 布 了 甘心 服 苦 投 以 后 ， 立 刻 成 了 数学 史上 的 
一 个 最 挤 命 的 工作 者 。 在 写 给 一 个 抱怨 科学 研究 既 艰 苦 又 可 能 损 
害 健 康 的 有 盟 性 的 朋友 的 信 中 , 雅 可 比 驶 斥 说 . 

“当然 是 这 样 ! 有 时 候 由 于 工作 过 度 , 我 确实 危及 了 我 的 健康 ， 
但 那 又 怎么 样 呢 ? 只 有 卷心菜 没有 神经 , 没有 焦虑 。 可 它们 从 它们 
完美 的 健康 中 得 到 了 什么 呢 ?>” 

1825 年 8 为 , 雅 可 比 以 关于 部 分 分 式 及 类 似 题材 的 论文 ， 获 
得 他 的 哲学 博士 学 位 。 没 有 必要 解释 这 篇 论文 的 人 性质 一 一 它 没有 
多 大 意思 ， 现 在 只 是 代数 或 积分 学 的 中 等 课程 中 的 一 个 细节 。 虽 
然 雅 可 比 论述 了 他 的 问题 的 一 般 情形 ， 在 运用 公式 方面 表现 得 相 
当 独 出 心 裁 , 但 是 不 能 说 这 篇 论文 展示 了 任何 明显 的 独创 性 , 或 者 
对 鞭 者 非凡 的 天 赋 有 任何 明确 的 提示 。 雅 可 比 在 通过 博士 学 位 考 
试 的 同时 , 完成 了 李 担 任教 师 的 职业 训练 。 

取得 了 学 位 以 后 ， 雅 可 比 在 柏林 大 学 讲授 微 积分 学 对 曲面 和 
空间 曲线 (大 致 说 来 ， 就 是 几 个 曲面 相交 出 来 的 曲线 ) 的 应 用 。 最 
初 几 讲 就 明显 地 表明 雅 可 比 是 一 个 天 生 的 教师 。 后 来 ， 当 他 开始 
i dt eos 
师 。 

让 冰 迷 汪 = 个 这 样 的 数学 到 师 . 他 讲授 自己 的 最 新 发 
现 , 让 学 生 们 看 见 新 学 科 在 他 们 面前 创造 出 来 , 以 此 来 训练 学 生 进 
行 研究 工作 。 他 认为 把 年 轻 学 生 们 扔 进 冰 水 , 由 他 们 自己 去 学 会 游 
泳 或 者 淹 死 是 正确 的 。 很 多 学 生 一 直 要 到 掌握 了 其 他 人 做 过 的 、 
与 他 们 的 问题 有 关 的 一 切 ， 才 肯 试 着 靠 自 己 去 工作 。 结 果 是 只 有 
极 少 数 人 养 成 了 独立 工作 的 习惯 。 雅 可 比 反对 这 种 拖拉 的 治学 方 
法 。 为 了 对 一 个 总 是 要 等 到 青学 些 东 西 才 肯 做 工作 的 ，、 虽 有 天 赋 
但 无 自信 心 的 学 生 讲 清道 理 , 雅 可 比 打 了 下 面 这 个 比喻 。“ 要 是 你 
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的 父亲 坚持 要 先 认识 世界 上 所 有 的 姑娘 , 然 兰 再 跟 一 个 姑娘 结婚 ， 


那 他 就 永远 不 会 结婚 , 你 现在 也 就 不 会 在 这 里 了 。” 

. 雅 可 比 整个 一 生 , 除了 下 面 要 讲 到 的 一 个 可 怕 的 插曲 , 和 他 有 
时 去 参加 英国 和 欧洲 大 陆 举 行 的 科学 会 议 ， 或 者 在 过 分 紧张 的 工 
作 之 后 不 得 不 为 恢复 健康 而 休假 以 外 ， 都 用 在 教书 和 研究 工作 上 
了 。 他 一 生 的 年 代表 不 是 很 吸引 人 的 一 一 一 个 专业 科学 家 的 年 代 
表 , 除了 对 他 自己 , 很 难得 使 人 感 兴趣 。 

雅 可 比 作为 教师 的 才能 ， 使 他 在 获得 柏林 大 学 讲师 职位 仅仅 
半年 以 后 ， 又 于 1826 年 获得 柯 尼斯 堡 大 学 讲师 的 职位 。 一 年 以 
后 , 雅 可 比 发 表 的 + 些 关 于 数论 的 结果 ,博得 了 高 斯 的 称 狗 。 由 于 
高 斯 不 是 一 个 容易 被 惊动 的 人 ,教育 部 立即 注意 到 了 这 伴 事 ; 并 把 
雅 可 比 提升 到 他 的 许多 同事 之 上 j 晋升 为 副教授 一 一 对 一 个 二 十 
三 岁 的 年 轻 人 来 说 , 提升 得 相当 可 观 了 。 那 些 被 他 超过 的 人 , 自然 
对 这 种 提升 感到 不 快 ; "但 是 两 年 以 后 (1829 年 ),: 当 难 可 比 发 表 他 
的 第 一 篇 杰作 <Fundamenita Nova Theoriae Funoctionum Ellip- 
ticaram» (椭圆 函数 理论 的 新 基础 ) 时 ， 正 是 他 们 首先 提出 提升 他 
是 最 公正 不 过 的 , 并 向 他 们 这 位 才气 焕发 的 年 轻 同 事 祝贺 。. 





1832 年 ， 雅 可 比 的 父亲 去 世 了 。 直 到 这 时 为 止 ， 他 无 需 为 生 
计 而 工作 。 他 的 好 光景 又 继续 了 大 约 八 年 ，1840 年 家 庭 破产 了 。 
雅 可 比 在 三 十 六 岁 上 一 无 所 有 了 ,并且 还 必须 供养 他 的 母亲 , 因为 
她 也 破产 了 。 

高 斯 一 直 在 注视 着 雅 可 比 的 惊人 的 活动 ， 不 仅 只 是 出 于 单纯 
科学 上 的 兴趣 ， 而 且 因为 雅 可 比 的 许多 发 现 与 他 自己 年 轻 时 的 一 
部 分 发 现 是 一 致 的 ， 他 从 来 没有 发 表 过 那些 发 现 。 据 说 他 还 亲自 
会 见 过 这 个 年 轻 人 ， 雅 可 比 在 1839 年 9 月 在 马里 安 温泉 度假 后 ， 
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返回 柯 尼斯 堡 途中 拜访 过 高 斯 (关于 这 次 访问 没有 记载 保存 下 
来 )。 看 来 高 斯 似乎 害怕 雅 可 比 的 经 济 骨 省 会 对 他 的 数学 产生 灾 
难 性 的 影响 , 但 是 贝 塞 尔 使 他 安心 了 “幸运 的 是 , 这 样 一 个 天 才 是 
不 会 被 摧毁 的 , 不 过 我 很 希望 他 有 金钱 保证 的 安全 感 。” 

失去 财产 ， 对 雅 可 比 的 数学 没有 一 点 影响 。 他 从 来 没有 提 过 
他 的 不 幸 , 而 是 象 以 往 一 样 ， 继 续 勤 勉 地 工作 。 1842 年 雅 可 比 和 
贝 塞 尔 参加 了 在 曼彻斯特 举行 的 英国 协会 的 会 议 ,在 那里 , 德国 的 
雅 可 比 和 爱尔兰 的 哈密 顿 会 唔 了。 继续 哈密 顿 关 于 动力 学 的 工作 ， 
并 且 在 某 种 意义 上 完成 这 个 爱尔兰 人 因为 喜爱 神出鬼没 的 素 西 
( 当 我 们 讲 到 它 的 时 候 就 知道 它 是 什么 了 ) 而 抛弃 了 的 东西 ， 将 是 
雅 可 比 的 一 项 最 大 的 光荣 。 本 

在 他 一 生 的 这 个 时 刻 ， 雅 可 比 突然 想 要 变 成 一 个 比 仅 仅 是 数 
学 家 更 有 光彩 的 人 物 。 为 了 在 讲 到 他 的 科学 生涯 时 不 至 于 中 断 ， 
我 们 在 这 里 讲述 这 个 优秀 数学 家 在 政治 上 唯一 的 一 次 不 成 功 的 周 
险 。 





从 1842 年 的 旅行 中 回来 的 第 二 年 , 雅 可 比 由 于 工作 过 度 而 彻 
底 垮 了 。 十 九 世 纪 四 十 年 代 ， 科 学 在 德意志 的 进步 是 在 一 些小 邦 
的 仁慈 的 君主 和 国王 的 掌握 之 中 ， 这 些小 邦 后 来 联合 成 德意志 帝 
国 。 雅 可 比 的 守护 神 是 普鲁士 国王 ， 他 似乎 很 重视 雅 可 比 的 研究 
给 王国 带 来 的 荣誉 。 因 此 , 当 雅 可 比 病 倒 时 , 仁慈 的 国王 便 催促 他 
去 气候 暖和 的 意大利 度假 , 愿意 休息 多 长 时 间 就 休息 多 长 时 间 。 雅 
可 比 在 罗马 和 那不勒斯 跟 博 查 特 (我 们 将 在 后 面 讲 到 维尔 斯 特 拉 
”斯 时 一 起 讲 他 )、 狄 利克 需 - 一 起 度 过 了 五 个 月 以 后 ,于 1844 年 6 月 
回 到 柏林 。 他 现在 得 到 允许 , 可 以 在 柏林 住 到 他 的 健康 完全 恢复 ， 
但 是 由 于 一 些 人 的 妒 嫉 , 他 没有 在 大 学 得 到 教授 职 梓 , 虽然 作为 地 
名 科学 院 院士 他 可 以 讲授 他 选择 的 任何 课程 。 此 外 ， 国 王 实际 上 
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自己 出 钱 , 赠 给 雅 可 比 一 笔 很 大 的 津贴 。 

在 国王 方面 的 所 有 这 些 慷慨 之 举 以 后 ， 人 似 原 以 为 雅 可 比 会 
继续 坚持 他 的 数学 研究 。 但 是 由 于 他 的 医生 极为 电 惟 的 劝告 ， 他 
开始 介入 政治 , 认为 “这 对 他 的 神经 系统 有 好 处 ”还 从 来 没 菠 哪个 
医生 给 他 无 法 诊断 出 疾病 的 病人 开 出 过 比 这 更 电车 的 处 方 呢 。 雅 
可 比 香 下 了 这 剂 药 。 当 1848 年 争取 民 求 的 大 动 葛 开 始 爆发 时 , 雅 
可 比 从 政 的 时 机 成 熟 了 。 在 一 个 朋友 的 劝告 下 -- 一 顺便 提 一 下 , 他 
碰巧 是 大 约 二 十 年 前 雅 可 比 被 提升 超过 的 那些 人 当中 的 一 个 一 一 
这 位 没有 经 验 的 数学 家 步 入 了 政界 ， 恰 如 一 个 天 真 无 知 而 又 诱 人 
地 肥胖 的 传教 士 , 路 上 一 个 食 人 岛 一 样 , 他 们 抓 住 了 他 。 

雅 可 比 的 那 位 花言巧语 的 朋友 ， 介 绍 他 加 入 一 个 温和 自由 派 
的 俱乐部 , 他 们 选举 他 作为 参加 1848 年 5 月 大 选 的 候选 人 。 但 是 
他 失 不 了 解 议会 的 内 部 情况 。 他 在 俱乐部 的 口才 使 比较 聪明 的 会 
员 们 相信 , 雅 可 比 不 适合 作 他 们 的 候选 人 。 看 来 完全 有 道理 , 他 们 
指出 , 雅 可 比 这 个 领取 国王 津贴 的 人 , 有 可 能 是 他 现在 自称 的 自由 
派 ,但 是 更 可 能 是 一 个 两 面 讨好 的 人 , 是 个 叛徒 ;是 保 王 党 人 的 密 
探 。 雅 可 比 发 表 了 一 篇 动人 的 讲话 , 驳斥 这 些 童 劣 的 、 含 沙 射影 的 
攻击 , 这 篇 讲话 充满 了 无 可 反驳 的 逻辑 一 一 却 忘记 了 一 个 原则 ; 多 
辑 对 一 个 讲求 实际 的 政治 家 来 说 ,是 世界 上 最 无 用 的 东西 。 他 们 
让 他 吊 死 在 他 自己 的 圈套 上 了 。 他 没有 当选 。' 对 他 的 候选 人 资格 
的 叫嚣 也 没有 使 他 的 神经 系统 得 到 好 处 。 这 种 叫嚣 把 柏林 的 啤酒 
店 一 直 震 动 到 地 窗 。 

更 糟糕 的 还 在 后 面 ， 汶 能 为 了 教育 大 届 在 接着 的 5 月 询问 旨 
可 比 的 健康 是 否 已 经 恢复 、 使 他 能 够 平安 地 回 到 柯 尼 斯 堡 , 而 指责 
教育 大 臣 呢 ?或 者 谁 会 为 了 他 从 国王 那里 得 到 的 津贴 在 几 天 后 被 
停止 而 感到 奇怪 呢 ? 说 到 底 , 当 碰 到 恩 将 优 报时 ， 即 便 是 国王 也 是 
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可 以 发 发 脾气 的 。 然 而 雅 可 比 绝望 的 困境 足以 激 起 任何 人 的 同情 。 
他 已 经 成 家 ,实际 上 一 文 不 名 , 他 得 养活 妻子 和 七 个 小 孩子 。 在 戈 
塔 的 一 位 朋友 收容 了 他 的 妻子 和 孩子 ， 雅 可 比 则 隐居 在 旅店 里 一 
间 脏 脏 的 房间 里 面 , 继续 他 的 研究 工作 。 

他 现在 (1849 年 ) 四 十 三 岁 , 除 高 斯 以 外 ， ee 
数学 家 。 维 也 纳 大 学 听 说 了 他 的 困境 , :开始 设法 把 他 搞 去 。 在 这 
件 事情 上 , 值得 一 提 的 是 阿 贝 耳 在 威尼斯 的 朋友 利 特 罗 , 在 商谈 中 
起 了 主要 的 作用 。 最 后 ,在 提出 了 明确 而 慷慨 的 条 件 时 , 亚 历 出 大， 
冯 :. 洪 堡 说 服 了 把 气 冲 冲 的 国王 ， 津 贴 恢 复 了 , 德意志 得 以 保存 了 
它 的 第 二 个 伟大 人 物 雅 可 比 。 他 留 在 柏林 , 再 次 得 宠 ,但 肯定 地 从 
政治 上 抽身 了 。 并 


雅 可 比 作出 他 第 一 项 伟大 工作 的 学 科 是 椭 贺 函数， 已 经 给 了 
这 个 学 科 适 合 它 的 地 位 的 篇 幅 。 因 为 毕竟 它 在 今天 大 致 只 是 单 复 
变量 函数 更 广泛 的 理论 的 一 个 细节 ， 而 单 复 变 量 函 数 的 理论 作为 
一 项 令 人 感 兴趣 的 事物 ， 正 在 逐渐 退出 不 断 变化 的 有 舞台, :由 于 椭 


全 遂 数 的 理论 在 下 面 儿 章 中 还 要 多 次 提 到 ， 我 们 将 对 它 给 不 


当 的 突出 地 位 简单 说 明理 由 。 - 

单 复 变量 画 数 理论 是 十 九 贡 纪 数 学 的 一 个 主要 领域 对 此 没 
有 任何 数学 家 会 提出 异议 。 这 个 理论 之 所 以 具有 如 此 重要 性 的 原 
因 之 一 , 可 以 在 这 里 重复 一 下 。 高 斯 已 经 指出 , 复数 对 于 给 每 一 个 
代数 方程 提供 一 个 根 ， 既 是 必要 的 又 是 充分 的 。 可 能 有 任何 更 一 


， 般 类 型 的 数 吗 ? 这样 的 数 是 怎样 产生 的 呢 ? 


代数 把 复数 看 作 首先 出 现在 解 某 些 简单 方程 , 如 za+I=0 的 


尝试 中 , 我 们 也 可 以 在 另 一 个 初等 代数 的 问题 中 看 看 它 的 起 源 , 这 


个 问题 就 是 因 式 分 解 。 为 了 把 四 一 多 分 解 成 一 次 因 式 , 我 们 不 需 
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要 比 正 负 整数 (一 急 ) = (2 十 ) (z 一 分 更 神秘 的 东西 。 但 是 对 于 


2 十 oF 的 同样 的 问题 ， 则 要 求 “ 庶 数 ”” 2z2? 十 欠 = (wy 一 了 (一 
VV 二 了 )。 在 许多 可 能 而 公开 的 方向 中 的 一 个 方向 上 再 走 一 步 , 我 
们 可 以 试 着 把 w? 十 2 十 2 分 解 成 两 个 一 次 因 式 。 这 样 , 正 数 、 负 数 
和 虚数 就 够 了 吗 ?或 者 , 为 了 解决 这 个 问题 必须 发 明 某 种 新 的 “ 数 ” 
吗 ?后 一 条 是 对 的 。 人 们 发 现 ， 为 了 得 到 必须 的 新 “ 数 ” 普通 代数 
规则 被 减少 成 了 一 个 重要 的 细则 :“ 牧 ” 乘 在 一 起 的 次 序 无 足 轻 重 
这 一 规则 不 再 成 立 ; 也 就 是 说 ， 对 于 新 数 ，a x 等 于 5X a 不 再 成 
立 。 当 我 们 讲 到 哈密 顿时 ， 关 于 这 一 点 还 要 多 说 一 些 。 暂 时 我 们 
只 指明 , 初等 代数 的 因 式 分 解 问题 ， 很 快 把 我 们 引 到 了 复数 不 拓 用 
的 领域 。 . 
如果 我 们 坚持 全 部 普通 代数 规律 对 这 些 数 都 成 立 ， 我 科 能 走 
多 远 ? 什 么 是 可 能 的 最 一 般 的 数 ?在 十 九 世 纪 后 半 叶 ， 人 们 证 明了 
复数 "十 说, 其 中 z, y 是 实数 ,6 二 ~ 一 I， 是 使 普通 代数 成 立 的 最 
一 般 的 数 。 我 们 回想 起 ， 实 数 相 当 于 沿 着 一 条 固定 的 直线 在 任 一 
方向 ( 正 向 、 负 向 ), 到 一 个 定点 测量 的 距离 。 在 笛 卡 儿 几 何 中 函数 
f(z) 的 图 形 ,按照 y= 了 (z) 画 出 来 , 给 我 们 提供 了 实 变量 ”的 函数 
y 的 图 形 。 十 七 .十 八 直 纪 的 数学 家 认为 ,他们 的 函数 就 是 这 一 类 
型 的 。 但 是 如 果 他 们 启用 于 他 们 的 函数 的 普通 代数 及 其 扩展 微 积 
分 学 , 能 同样 应 用 于 复数 ( 它 作为 极端 退化 的 情形 包括 了 实数 ), 那 
么 , 早期 的 分 析 学 家 们 发 现 的 许多 东西 , 还 不 到 可 能 存在 的 全 部 情 
形 的 一 半 就 是 很 自然 的 了 。 特 别 是 积分 学 提出 了 许多 费解 的 不 规 
则 现象 , 这 些 现象 只 是 到 了 运算 领域 被 扩大 到 了 最 大 可 能 的 程度 ， 
复 变量 函数 也 由 高 斯 和 柯 西 采 用 了 的 时 候 , 才 得 到 消除 。 
不 能 过 高 估计 椭圆 函数 在 整个 广 往 的 极为 重要 的 发 展 中 的 重 
要 性 。 在 椭圆 函数 理论 中 , 不 可 避免 地 要 出 现 复 数 ， 高 斯 . 阿 贝 耳 
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和 雅 可 比 通过 他 们 对 这 一 理论 的 广泛 积 详尽 的 阐述 ， 为 发 现 和 改 
进 单 复 变 量 函 数理 论 中 的 一 般 定理 ， 提 供 了 一 个 试验 园地 。 这 两 
个 理论 似乎 注定 要 互相 补充 和 完善 一 一 这 是 有 原因 的 ， 椭 圆 函 数 
与 二 次 形式 的 高 斯 定理 的 深刻 联系 ， 也 是 有 原因 的 。 不 过 对 空间 
前 考虑 迫使 我 们 放弃 了 二 次 形式 的 理论 。 在 椭圆 函数 中 出 现 的 那 
些 范 围 更 广 的 定理 的 特例 ， 为 一 般 理 论 提 供 了 数 不 清 的 线索 ， 要 
是 没有 这 些 线索 ， 单 复 变 量 函 数 的 理论 就 会 比 实际 发 展 慢 得 多 
一 一 学 数学 的 读者 可 以 回想 一 下 刘 维 尔 定 理 、 多 重 周 期 性 的 整个 
学 科 ， 以 及 它 对 代数 函数 及 其 积分 的 影响 。 如 果 十 九 世 纪 数 学 的 
这 些 伟大 的 纪念 碑 中 , 有 一 些 已 经 退隐 到 过 去 的 迷 老 之 中 , 我 们 只 
需 提醒 我 们 自己 , 皮卡 尔 的 本 质 奇 点 领域 内 的 例外 值 的 定理 , 是 首 
先 用 椭 贺 函数 理论 中 产生 出 来 的 方法 证 明 的 。 这 个 定理 是 流行 的 
分 析 学 中 最 有 参考 价值 的 一 个 。 有 了 这 个 对 椭圆 函数 在 十 九 世纪 
的 数学 中 所 以 重要 的 原因 的 部 分 概要 ， 我 们 就 可 以 论述 雅 可 比 在 
这 个 理论 的 发 展 中 所 起 的 主要 作用 了 。 


椭圆 函数 的 历史 是 相当 复杂 的 ， 虽 然 它 在 专家 们 看 来 是 很 有 
趣 的 , 但 不 大 可 能 引起 普通 读者 的 兴趣 。 因 此 , 我 们 将 略 去 下 面 的 
简单 概要 的 证 据 (高 斯 . 阿 贝 耳 . 雅 可 比 . 惑 让 德 ， 以 及 其 他 一 些 人 
的 通信 )。 a 
首先 , 确 有 实 据 的 是 , 高 斯 早 二 十 七 年 就 预见 到 I 了 阿 贝 耳 和 雅 

可 比 的 一 些 最 惊人 的 工作 。 高 斯 确实 说 过 ,“ 阿 贝 耳 正 是 走 的 我 在 

1798 年 走 过 的 同 -- 条 道路 。” 任 何 研究 过 只 是 在 高 斯 死 后 才 发 表 

的 证 据 的 人 , 都 会 承认 这 个 断定 是 公正 的 。 其 次 , 人 们 似乎 一 致 同 

意 , 阿 忠 耳 在 一 些 重要 的 细节 上 走 在 雅 可 比 前 面 ,但 是 雅 可 比 在 完 
336 全 不 知道 他 的 竞争 者 的 工作 的 情况 下 , 作出 了 他 的 伟大 开端。 
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” 椭 癌 函数 的 一 个 童 更 性 质 是 它们 的 双 周 期 性 ( 阿 贝 耳 在 1825 
年 发 现 的 ); 如 果 召 (w) 是 一 个 椭圆 函数 ,那么 有 两 个 特殊 的 数 ， 比 
如 说 Pi, pa, 使 得 

B(s+p1) = EB(%), DPD) B(x) 

对 于 变量 z 的 一 切 值 成 立 。 

最 后 ,在 历史 方面 ; 勒 让 德 所 起 的 作用 多 少 有 些 悲 剧 性 质 。 他 
在 椭圆 积分 (而 不 是 椭圆 画 数 ) 上 扒 命 工作 了 四 十 年 ， 却 没有 注意 
到 阿 贝 耳 和 雅 可 比 两 人 几乎 立刻 就 看 到 的 东西 ， 那 就 是 把 他 的 观 
点 直 倒 过 来 ， 整 个 问题 就 变 得 无 比 简单 了 。 椭 贺 积 分 首先 出 现在 
求 椭 图 的 一 段 弧 长 这 个 问题 中 。 对 于 我 们 在 谈 到 阿 贝 耳 时 毛 说 的 
关于 逆反 的 话 ， 可 以 加 上 下 面 的 符号 说 法 。. 
让 德 错 过 的 要 点 。 

设 0 表示 一 个 的 多 项 式 , 如 果 RG) 是 三 次 或 四 次 的 上 共 
有 符号 为 : 

og 
ov RY) | 

的 积分 , 就 称 为 一 个 椭圆 积分 ; 如 果 BRC) 的 次 数 高 于 四 次 ， 这 个 积 
分 称 为 阿 贝 耳 积分 (以 阿 贝 耳 的 名 字 命 名 , 他 的 一 些 最 伟大 的 工作 
与 这 样 的 积分 有 关 )。 如 果 B(b) 只 有 二 次 ,积分 可 以 很 容易 地 用 
初等 函数 计算 出 来 。 特 别 有 


dt =sin™iy, 





< 1 
上 A/ 于 一 友 
(sin I% 读 作 一 个 正 弱 是 z 的 角度 ”), 那 就 是 说 , 如 果 
"| 
我 们 就 把 积分 的 上 限 考虑 成 积分 本 身 ， 即 y 的 一 个 函数 。 问 题 ， 
的 这 个 逆转 , 去 除了 勒 让 德 与 之 奋斗 了 四 十 年 之 久 的 大 部 分 困难 。 





~ 
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在 去 掉 了 这 个 障碍 以 后 ， 这 些 重要 积分 的 真正 理论 几乎 就 目 己 骨 
出 来 了 一 一 就 象 把 一 根 巨 木 拖 出 来 以 后 ， 阻 塞 的 浮 木 就 顺 流 而 下 

当 勒 让 德 领悟 了 阿 贝 耳 和 雅 可 比 所 做 的 事情 时 ， 他 最 真心 诚 
意 地 鼓励 了 他 们 ， 虽 然 他 知道 ， 他 们 的 更 简单 的 方法 (逆转 的 方 
法 ), 使 本 应 成 为 他 自己 四 十 年 劳动 的 杰作 毫 无 价值 了 。 对 于 阿 贝 
耳 , 哎 , 勤 让 德 的 赞扬 来 得 太 晚 了 , 但 是 对 于 雅 可 比 , 它 是 一 个 使 他 
超过 他 自己 的 鼓舞 。 在 整个 科学 文献 中 的 一 段 最 美好 的 通信 中 ， 
这 个 二 十 岁 出 头 的 年 轻 人 和 七 十 多 岁 的 老手 ， 极 力 要 在 衷心 的 赞 
扬 和 感激 方面 互相 胜 过 对 方 。 唯 一 不 和 谐 的 调子 是 勒 让 德 对 高 斯 
的 直言 不 讳 的 轻视 和 雅 可 比 对 他 的 有 力 的 卫 护 。 由 于 高 斯 从 来 没 
有 放下 架子 发 表 他 的 研究 结果 一 一 当 阿 贝 耳 和 雅 可 比 占 先 发 表 的 
时 候 ， 他 已 经 计划 要 写 一 部 关于 椭圆 函数 的 第 一 流 的 著作 一 一 几 
乎 不 能 因为 勒 让 德 持 一 种 完全 错误 的 看 法 而 责备 他 。 因 为 篇 幅 所 
限 ,我们 必须 省 略 从 这 段 美好 的 通信 中 摘出 的 部 分 (这 些 书 信 全 文 
登载 在 雅 可 比 的 法 文 < 著作 集 » 的 第 一 卷 中 )。 


与 阿 贝 耳 一 起 创立 椭 贺 函数 理论 ， 只 是 雅 可 比 巨大 的 工作 数 
量 中 的 一 小 部 分 ， 但 却 是 非常 重要 的 一 部 分 。 只 是 列举 在 他 不 到 
二 十 五 年 的 短 短 的 工作 生涯 中 , 他 取得 成 就 的 那些 领域 , 就 需要 比 
本 书 这 样 用 于 写 一 个 人 的 记述 还 要 多 的 篇 幅 ， 所 以 我 们 只 提 一 下 
他 所 作 过 的 其 他 几 项 伟大 工作 。 

雅 可 比 是 把 梢 图 函数 理论 用 于 数论 的 第 一 个 人 ， 这 要 成 为 一 
些 追 随 雅 可 比 的 、 最 伟 励 的 数学 家 们 最 喜爱 的 消遣。 它 是 一 个 奇 
妙 而 深奥 的 课题 , 复杂 难 徊 的 巧妙 的 代数 ,在 其 中 意 想不到 地 揭示 
了 普通 整数 之 间 迄 今 未 曾 料想 到 的 关系 。 雅 可 比 正 是 用 这 种 方法 
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证 明子 费 马 的 著名 断言 : 每 一 个 整数 工 2, 3,…… 都 是 四 个 整数 
的 平方 和 ( 零 也 算 作 整 数 ), 而 且 , 他 的 精彩 分 析 ,， 使 他 知道 在 何 已 
知 的 整数 能 以 多 少 种 方式 表示 成 这 样 的 和 。@ 

对 于 那些 比较 着 重 实际 的 人 ， 我 们 可 以 引证 雅 可 比 在 动力 学 
中 的 工作 。 在 这 个 学 科 中 ， 雅 可 比 作 出 了 在 应 用 科学 和 数学 两 方 
面 都 具有 粮 本 的 重要 意义 的 、 超 出 拉 格 朗 日 和 哈密 顿 的 第 汪 次 重 
大 进展 。 熟 悉 量 子 力学 的 读者 , 会 想起 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 在 那个 
革命 件 的 理论 的 一 些 陈 述 中 起 的 重要 作用 。 他 在 微分 方程 中 的 工 
作 开 创 了 一 个 新 时 代 。 

在 代数 中 ; 只 需 提 及 许多 事情 中 的 一 件 , 那 就 是 雅 可 比 把 行列 
DE 
单 形式 。 ee ‘eo 

对 于 牛顿 _ 拉 普 拉 斯 - 拉 格 朗 日 的 引 方 理论 ， 雅 可 比 出 色 地 研 
究 了 该 理论 中 反复 出 现 的 函数 ， 并 把 椭 略 应 数 和 阿 贝 耳 函 数 应 用 
到 粮 球 间 的 引力 上 , 从 而 对 引力 理论 作出 了 重大 的 贡献 。 

他 在 阿 贝 耳 酒 数 中 的 伟大 发 现 ;， 具 有 程度 第 高 的 独创 性 。 这 
禅 的 函数 产生 于 一 个 阿 贝 耳 积分 的 逆反 中 ， 正 如 椭圆 函数 产生 于 
椭圆 积分 的 道 反 。( 技 术 性 的 术语 已 经 在 本 章 注释 过 了 。) 这 里 他 
无 路 可 循 ， 有 好 长 时 间 他 在 毫 无 线索 的 迷宫 中 迷失 了 方向 。 适 当 
的 反 函 数 在 最 简单 的 情形 下 是 两 个 变量 有 四 个 周期 的 函数 ， 在 一 
般 情形 , 函数 有 个 变量 , 2n 个 周期 ; 椭圆 函数 相当 于 mn 一 1。 这 个 
发 现 之 于 十 九 世 纪 的 分 析 学 ， 恰 如 哥伦布 发 现 美洲 之 于 十 五 世纪 
的 地 理学 。 

雅 可 比 没有 和 象 他 那些 懒惰 的 朋友 们 预计 的 那样 ， 由 于 工作 过 


Q 如 果 % 是 奇数 ， 表 示 方 式 的 数 自 是 8 乘 以 的 所 有 因子 (1 和 多 包括 在 内 ) 的 
和 ; 如 果 x 是 偶数 ,表示 方式 的 数目 是 29 乘 以 对 的 所 有 奇数 因子 的 和 。 
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度 而 早 逝 ， 而 是 在 四 十 七 岁 时 死 于 天 花 (1851 年 2 月 18 日 )。 在 
离开 这 个 宽 宏 大 量 的 人 时 ， 我 们 可 以 引用 他 反驳 伟大 的 法 国 数学 
物理 学 家 傅 里 叶 的 话 ， 傅 里 叶 指 责 阿 贝 耳 和 雅 可 比 两 人 把 时 间 浪 
费 在 椭圆 函数 土 ， 而 同时 在 热传导 中 还 有 一 些 问 题 有 待 解决 。 

雅 可 比 说 : “ 傅 里 时 先生 确实 有 过 这 样 的 看 法 , 认为 数学 的 主 
要 目的 是 公众 的 需要 和 对 自然 现象 的 解释 ;但 是 一 个 象 他 这 样 的 
哲学 家 应 当知 道 , 科学 的 唯一 目的 是 人 类 头脑 的 光荣 , 而 且 应 该 知 
道 ， 在 这 个 观点 之 下 ， 数 的 问题 与 关于 字 宙 体系 的 问题 具有 同等 
价值 。” . 

如 果 傅 里 叶 能 够 重 见 世 事 , 他 可 能 会 对 他 为 了 “有 益 公众 和 和 解 
释 自 然 现 象 ”而 发 明 的 分 析 学 的 遭遇 感到 厌恶 。 今 天 就 数学 物理 

言 ， 愈 里 叶 的 分 析 只 是 广阔 得 多 的 边界 值 理 论 问 题 中 的 一 个 细 

目 , 傅 里 叶 所 发 明 的 分 析 , 正 是 在 纯 数学 中 最 纯粹 的 部 分 找到 了 它 
的 重要 意义 和 它 的 正当 理由 。 这 些 现代 的 研究 者 们 是 否 给 “人 类 
的 头脑 ”增加 了 光荣 , 可 能 要 留待 专家 们 去 考虑 了 一 一 倘若 行动 主 
义 者 们 还 留 下 了 什么 东西 给 人 类 的 头脑 增光 的 话 。 


关 有 
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哈 密 上 


在 数学 上 他 是 伟大 的 ， 
超过 了 第 谷 . 布 拉 蔡 或 埃 拉 : 佩 特 ; 
因为 他 用 几何 尺度 
能 量度 啤酒 瓶 的 尺寸 。 
威廉 . 罗 思 .哈密 顿 是 爱尔兰 历史 上 最 伟大 的 科学 家 。 强 调 他 
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的 民族 , 是 因为 在 哈密 顿 那 持续 不 断 的 活动 后 面 有 一 个 推动 力 , 屠 
就 是 他 公开 宣称 , 他 渴望 把 他 超人 的 天 才 用 来 为 他 的 祖国 增光 # 有 
人 说 他 的 祖先 是 苏格兰 人 。 哈密 顿 本 人 坚持 他 是 爱 尔 野 人 , 而 要 
一 个 苏格兰 人 在 爱尔兰 最 伟大 、 最 善于 辞 令 的 数学 家 身上 找 出 苏 
格 兰 的 东西 , 肯定 是 很 困难 的 。 

哈密 顿 的 父亲 是 爱尔兰 都 柏林 的 一 个 律师 。 1805 年 8 月 3 
日 @ , 哈密 顿 就 出 生 在 那里 , 他 有 两 个 哥哥 和 一 个 姐姐 。 父 亲 是 一 
个 伶 牙 便 齿 的 第 一 流 的 生意 人 , 一 个 狂热 的 宗教 信徒 ， 最 后 , 但 不 
幸 并 非 最 不 重要 的 是 , 他 是 一 个 很 喜欢 吃喝 交际 的 人 , 所 有 这 些 特 
点 , 他 都 传 给 他 那 很 有 天 赋 的 儿子 了 。 哈 密 顿 的 非凡 的 才华 , 可 能 
是 从 他 母亲 萨 拉 . 切 那里 角 系 来 的 她 出 一 个 以 也 明 闭 称 的 和 
族 。 
”在 父亲 方面 这 位 快活 的 江 续 据 插 兄 地 光临 吧 里 ,他 那 沿江 


不 绝 的 雄辩 (不 管 是 口头 的 还 是 笔头 的 ) 就 使 他 成 为 哪里 网 中 心 。 


但 是 他 的 口才 在 威廉 的 权 父 储 姆 斯 身上 ， 却 变 成 了 一 种 不 那么 可 
靠 的 东西 了 。 人 负 姆 斯 叔 权 是 离 都 柏林 大 约 二 十 英里 的 特 里 姆 村 的 
副 牧 师 ， 他 实际 上 是 一 个 很 有 造 诺 的 语言 学 家 一 一 希腊 文 、 拉 丁 
文 . 希 伯 来 文 、 焚 文 、 闪 族 文 . 巴 利 语 @, 以 及 天 知道 是 甚么 外 国 方 
言 , 都 象 欧洲 大 陆 和 爱 尔 汐 的 比较 开化 的 语言 那样 , 从 他 的 舌尖 上 
脱口 而 出 。 在 不 幸 的 , 但 渴望 学 习 的 威廉 早期 所 受 的 极端 错误 的 
教育 中 , 这 个 通晓 多 种 语言 的 人 起 了 相当 大 的 作用 , 因为 威廉 在 三 
岁 时 已 经 显示 出 天 才 的 迹象 , 这 时 他 失去 了 泥 爱 他 的 母亲 的 爱 括 , 


@ 他 墓碑 上 的 日 期 是 1805 年 8 月 4 日 。 实 际 上 他 是 半夜 出 生 的 , 因此 造成 生日 
的 混乱 。 哈 密 顿 在 这 些小 事 上 十 分 讲求 准确 性 , 他 把 生日 定 为 8 月 3 日 ， 列 年 出 于 感 
情 上 的 原因 ,他 把 生日 改 为 8 月 4 日 。 

图 古 印度 的 一 种 语言 , 现 已 成 为 佛教 的 宗教 语言 。 一 - 译 者 
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被 他 那 有 几 分 天 大 的 父亲 打发 到 钴 姆 斯 叔叔 那里 去 ， 在 他 的 专 站 
教导 下 学 习 语言 了 。 

哈密 顿 的 父母 对 他 的 抚育 成 长 没有 甚么 关系 ， 和 母亲 在 他 十 二 
岁 时 去 世 ， 两 年 后 父亲 也 去 世 了 。 对 于 把 年 轻 的 威廉 的 才智 浪费 
在 训 无 用 处 的 语言 上 ， 又 在 他 十 三 岁 时 把 做 变 成 一 个 历史 上 最 令 
人 震惊 的 语言 学 怪物 的 一 个 例子 ， 无 论 有 甚么 功劳 都 应 好 于 钥 姆 
斯 地 权 。 哈密 顿 没有 在 他 误 入 睹 途 的 牧师 叔叔 的 教 好 下 ， 变 成 一 
个 令 人 不 能 忍受 的 道学 先生 ， 这 证 明 他 的 爱尔兰 常识 基本 是 健康 
的 。 他 所 忍受 的 教育 ,很 可 能 把 一 个 其 至 富 于 山 默 感 的 孩子 也 变 
成 一 头 厌 驴 , 而 哈密 顿 没有 幽默 感 。 : 

关于 哈密 由 早期 的 才能 的 传说 ， 读 起 来 条 篇 抽 劣 的 塌 构 的 
故事 ,. 但 它 是 真实 的 ; 他 三 岁 时 英语 已 读 得 非常 好 , 算术 方面 也 有 
相当 进展 ; 五 岁 时 他 能 阅读 和 翻译 拉丁 文 、 希腊 文 和 希 伯 来 文 ,并 
喜欢 朗诵 德 炽 登 、 柯林斯 、 弥 尔 顿 和 荷 马 的 大 量 作 品 , 荷 马 的 作品 
是 用 希腊 语 朗诵 的 。 八 岁 时 他 已 掌握 了 意大利 语 和 法 语 , 还 能 用 
拉丁 文 即兴 创作 。 当 英 语 散 文体 过 于 平庸 ,不 足以 表现 他 昂扬 的 
情感 时 ,他 就 用 拉杆 文 的 六 韵 步 诗 体 , 来 表现 他 对 爱尔兰 美丽 风光 
的 由 衷 的 喜悦 。 最 后 , 他 在 不 到 十 岁 时 开始 学 习 阿 拉 伯 语 和 林 语 ， 
为 他 在 东方 语言 方面 非凡 的 学 术 成 就 打下 了 坚实 的 基 袖 。 

哈密 顿 懂得 的 语言 还 不 止 这 些 。 在 威廉 差 三 个 月 十 岁 时 , 他 
的 叔 板 报告 说 :“ 他 对 东方 语言 的 渴求 是 没有 止境 的 。 现 在 他 掌握 
了 除 较 小 的 地 方 方 言 以 外 的 大 部 分 语种 ,事实 上 是 全 部 语种 。 希 
伯 来 语 、 波 斯 语 和 阿拉 伯 语 将 由 熟悉 焚 文 的 高 级 人 士 来 确定 , 他 自 
已 已 经 是 一 个 焚 文 专家 了 。 贺 勤 底 语 和 十 叙利亚 语 他 正在 受 基本 
训练 , 还 在 学 习 兴 都 斯 坦 语 . 马 来 语 . 马 拉 他 语 、 卫 加 拉 语 和 其 他 语 
种 。 他 孝 将 开始 学 汉语 , 但 是 太 难 搞 到 书 。 我 得 花 一 大 笔 钱 从 伦 343 
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敦 给 他 买书 ， 但 我 希望 钱 花 得 得 当 。” 对 这 番 报 告 我 们 只 能 高 举 双 
手 大 喊 , 天 淋 ! 这 一 切 有 其 么 意思 呢 ? 

威廉 十 三 岁 时 ， 能 够 夸 口 说 他 生活 的 每 一 年 都 掌握 了 一 种 语 
言 。 十 四 岁 时 他 用 波斯 文 写 了 一 篇 词 莹 华丽 的 欢迎 词 ， 欢 迎 当时 
访问 都 柏林 的 波斯 大 使 ， 并 将 它 呈送 给 这 位 大 为 惊讶 的 有 权势 的 
人 。 年 轻 的 哈密 顿 想 扩大 战果 ， 造 成 强烈 的 印象 ， 便 前 往 拜 会 大 
使 , 但 是 那 位 狭 独 的 东方 人 , 事先 得 到 他 忠实 的 秘 叫 的 警告 ,“ 很 遗 
憾 , 由 于 剧烈 的 头痛 ,他 不 能 亲自 接见 我 [哈密 顿 ]。” 也 许 这 位 大 
使 还 没有 从 官方 的 宴会 中 清醒 过 来 ， 否 则 他 会 读 到 那 封 信 的 。 翻 
译 过 来 , 至 少 它 是 很 精 糕 的 一 一 正 是 一 个 自己 非常 之 认真 , 又 知道 
波斯 尘 人 所 有 最 困难 、 最 夸大 其 词 的 章节 的 十 四 岁 孩 子 所 能 想象 
出 的 那 种 东西 ， 那 种 一 个 老 于 世故 的 东方 人 在 一 场 狂热 的 爱尔兰 
式 宴会 之 后 ,第 二 天 早上 会 喜欢 的 提神 剂 。 如 果 年 轻 的 哈密 顿 
真 的 想 会 见 大 使 ， 他 应 该 送 一 条 脂 鲁 鱼 ， 而 不 是 一 首 波斯 文 的 
诗 。 

除了 他 惊人 的 能 力 , 老成 的 谈吐 , 和 对 大 自然 种 种 形态 的 诗意 
的 热爱 以 外 , 哈密 顿 和 其 他 健康 的 孩子 一 样 。 他 喜欢 游泳 , 如 果 说 
多 少 有 点 令 人 不 快 的 苍白 ， 却 全 然 没 有 书 呆 了 予 的 趣味 ,: 他 人 性情 和 
次 ,一 贯 安静 , 这 在 一 个 强健 的 爱尔兰 少年 倒是 不 寻常 的 。 但 是 哈 
密 顿 后 期 表现 出 了 他 的 爱尔兰 气质 ， 他 向 一 个 诽谤 者 一 一 这 个 人 
把 他 二 做 撒谎 者 一 一 提出 挑战 ， 要 进行 生死 决斗 。 但 是 这 件 事 由 
哈密 顿 的 助手 和 解 了 ， 因 而 威 说 盘 士 不 能 算 作 一 个 大 数学 家 决斗 
者 。 在 其 他 方面 , 年 轻 的 哈密 顿 不 是 一 个 正常 的 孩子 , 他 不 能 忍受 
加 在 动物 身上 或 人 身上 的 痛苦 。 了 哈密 顿 终 生 喜 爱 动物 ， 令 人 中 全 
地 难得 的 是 他 尊重 它们 , 对 它们 平等 相 待 。 

哈密 顿 十 二 . 岁 时 开始 对 他 邯 沪 义 地 献身 天 用 及 潜 言 池 行 补 邢 
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并 在 他 十 四 岁 以 前 完成 。 上 天 选择 来 使 哈密 顿 离开 错误 道路 的 插 
徽 的 工具 ,是 搞 计 算 的 美国 孩子 齐 拉 . 科 尔 伯 恩 (1804 一 1839) ,他 
当时 在 伦敦 的 威 斯 敏 斯 特 学 校 目 学 。 科 尔 伯 恩 和 哈密 顿 被 带 到 一 
起 ,人 们 期 雇 这 个 爱尔兰 的 天 才能 够 识破 美国 骇 子 的 方法 的 秘密 ， 
这 些 方法 科 尔 伯 恩 本 人 也 不 完全 了 解 (在 费 马 一 章 中 可 见 )。 科 尔 
伯 恩 非常 坦率 地 向 哈密 顿 透露 他 的 窍门 ， 哈 密 顿 则 对 给 他 看 的 办 
法 作出 改进 。 关于 科 尔 伯 恩 的 方法 , 没有 甚么 深奥 或 值得 注意 的 
地 方 。 他 的 功绩 主要 是 个 记忆 的 问题 哈密 顿 在 他 十 七 岁 (1822 
年 8 月 ) 时 写 给 他 的 表 吕 网 生 的 一 埋 信 中 表达 了 对 科 杀 伯 恩 的 
响 的 谢意 。 
哈 害 顿 在 十 七 几时 ,通过 积分 学 掌握 了 数学 , 并 效 得 充分 的 才 

学 天 文学 知识 , 使 他 能 够 计算 日 月 食 。 他 攻读 了 华 顿 和 拉 普 拉 斯 
的 著作 。 所 有 这 些 都 是 他 的 消遣， 古典 文 学 依然 是 他 认真 研究 的 
学 科 , 虽然 只 是 他 的 第 二 爱好 。 更 重要 的 是 , 如 他 给 他 的 姐姐 伊 莱 
扎 的 信 中 所 说 , 他 已 经 作出 了 “一 些 奇怪 的 发 现 -2 

… 哈密 顿 提 到 的 发 现 , 可 能 是 他 的 第 一 项 伟大 工作 , 关于 光学 中 
的 光线 系统 的 萌芽 。 这 样 , 哈密 顿 在 李 生 活 的 第 十 七 个 年 头 , 已 经 
开始 了 他 重大 发 现 的 生涯 。 在 这 以 前 , 他 曾经 发 现 拉 普 拉 斯 在 试 

图 证 明 力 交 平行 四 边 形 中 的 一 处 失误 ， 因 而 引起 都 柏林 大 学 的 天 
文学 教 授 布 林 克 利 博士 的 注意 。 


3 哈密 屯 进 大 学 以 前 从 未 上 对 学 他 所 有 的 初级 训练 都 得 自 他 
的 叔父 各 依靠 自学 。 他 在 准备 都 柏林 大 学 三 一 学 院 的 入 学 考试 
时 , 被 迫 专心 攻读 古典 文学 , 这 并 没有 占据 他 的 全 部 时 间 ,: 因为 他 
在 1823 年 5 及 31 日 写 信 给 他 的 表 兄 阿 瑟 说 ,“ 在 光学 中 , 我 作出 
了 一 项 非常 奇特 的 发 现 一 一 至 少 我 认为 是 那样 的 ……” 
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如 果 正 如 入 们 料想 的 , 这 是 指 "“ 特 征 函数 *( 哈 密 顿 不久 就 会 给 
我 们 描述 ), 那么 , 这 个 发 现 标志 着 它 的 作者 堪 与 历史 上 任何 真正 
早熟 的 数学 家 匹敌 。1823 年 7 月 7 日 , 年 轻 的 哈密 顿 在 一 百名 投 
考 者 中 轻而易举 地 取得 第 一 名, 进入 三 一 学 院 。 他 的 名 声 先 他 而 
至 , 他 很 快 就 成 为 著名 人 士 , 这 是 意料 之 中 的 事 。 事实 上 , 他 在 十 
典 文学 和 数学 方面 的 杰出 才能 ， 在 他 还 是 一 个 大 学 生 时 就 已 在 英 
格 兰 和 苏格兰 以 及 爱尔兰 的 学 术 圈子 中 激 起 人 们 的 好 奇 心 。 有 人 
甚至 宣称 , 第 二 个 牛顿 已 经 出 现 。 关 于 他 在 大 学 健 业 时 获得 成 功 的 
传说 , 是 可 以 想象 的 -一 -他 实际 上 夺 走 了 所 有 可 以 得 到 的 奖励, 而 
且 在 古典 文学 和 数学 这 两 方面 都 获得 了 最 高 荣誉 奖 。 但 是 比 所 有 
这 一 切 成 就 更 重要 的 是 ， 他 完成 了 他 的 关于 光线 系统 的 划时代 论 
文 的 第 一 部 分 的 初稿 。 当 哈密 顿 把 他 的 论文 提交 爱尔兰 皇家 科学 
院 时 , 布 林 克利 博士 说 :“ 这 个 年 轻 人 , 我 不 说 他 将 要 成 为 他 这 一 代 
的 第 一 位 数学 家 , 而 是 说 他 是 他 这 一 代 的 第 一 名 数学 家 。” 

甚至 他 为 保持 他 光辉 的 学 术 记 录 而 进行 的 吃力 的 、 单 调 乏 味 
的 工作 , 以 及 更 有 用 地 花 在 工作 上 的 时 间 , 都 没有 能 耗 尽 年 轻 的 哈 
密 顿 那 过 份 充 沛 的 精力 。 十 九 岁 时 , 他 经 历 了 他 的 三 次 严肃 的 恋 
爱 中 的 第 一 次 。 威 廉 意 识 到 他 自己 的 “不 配 ? 一 一 特别 是 关系 到 他 
的 物质 前 景 一 -于 是 满足 于 给 那 位 年 轻 小 姐 写 写 诗 ， 通 常 的 结局 
是 : 一 个 比较 平庸 的 军人 要 了 这 个 姑娘 。 1825 年 5 月 初 ， 险 密 顿 
从 他 爱人 的 母亲 那里 得 知 , 他 心爱 的 人 已 嫁 给 他 的 情敌 。 他 所 经 
受 的 打击 ， 从 下 述 事实 可 以 看 出 一 些 ， 哈 密 顿 是 一 个 诬 信 宗教 的 





人 , 对 他 说 来 , 自杀 是 一 件 该 罚 入 地 狱 的 重罪 , 而 字 竞 打 备 狗 示 自 : 


尽 。 后 来 他 用 另 一 首 诗 减轻 了 自己 的 悲痛 , 这 对 科学 来 说 , 是 一 件 


垃 事 。 哈密 顿 一 生 都 是 一 个 多 产 的 打油诗 人 。 但 是 他 真正 的 诗 ， 


如 他 对 他 的 朋友 和 热忱 的 爱慕 者 威 康 . 华 滋 华 斯 说 的 ， 是 他 的 数 
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学 。 这 点 没有 哪个 数学 家 会 不 同意 。 

这 里 我 们 可 以 谈 谈 哈密 顿 与 他 当时 的 一 些 文学 界 的 灿烂 明 
星 , 被 称 为 湖畔 派 的 诗人 华 兹 华 斯 、 索 瑟 伊 和 科勒 里 奇 ， 奥 布 里 。 
德 .维尔 以 及 说 教 的 小 说 家 玛丽 亚 . 埃 奇 沃 思 一 一 一 个 完全 符合 哈 
密 顿 本 人 虔诚 的 心意 的 女 作 家 一 一 的 终生 友谊 。 华 滋 华 斯 和 哈密 


” 顿 是 在 1827 年 9 月 哈密 顿 去 英国 的 湖畔 区 旅行 时 初次 认识 的 。 哈 
密 顿 在 陪伴 华 滋 华 斯 喝 茶 后 , 和 这 位 诗人 来 来 回回 地 走 了 一 晚上 ，: 
双方 都 拼命 要 把 对 方 送 回 家 。 第 二 天 哈密 顿 送 给 华 滋 华 斯 一 首 九 


十 行 的 生硬 的 诗 。 这 首 诗 , 诗人 本 人 可 能 在 一 次 诗 性 网 发 时 歌唱 


过 。 华 滋 华 斯 当然 不 喜欢 这 个 热心 的 年 轻 数 学 家 不 自觉 的 避 窃 ， 


他 在 略 加 称赞 之 后 , 开始 详细 地 告诉 这 位 满怀 希望 的 作者 ,“ 写 诗 
的 工艺 (对 于 这 位 年 轻 的 作者 还 能 指望 别 的 什么 昵 ? ) 不 应 该 是 这 
样 的 "两 年 以 后 ， 当 哈密 顿 已 经 在 邓 辛 克 天 文 台 担 任 天 文 学 家 
时 , 华 汶 华 斯 回访 了 他 。 哈密 顿 的 姐姐 伊 莱 扎 , 在 介绍 给 诗人 时 ， 
感到 她 本 人 “不 自 党 地 模仿 他 的 诗 * 参 观 欧 闭 章 ?的 最 初 风行 

这 就 是 华 滋 华 斯 ! 就 是 这 个 人 ee 

我 的 想象 孕育 了 

那么 忠实 的 一 个 清醒 的 梦 ， 

一 个 消失 了 的 形象 1” 

从 华 滋 华 斯 的 拜访 中 产生 的 一 件 大 有 益处 的 事 是 ， 哈 密 顿 终 

于 认识 了 “他 的 道路 必须 是 科学 的 道路 ， 而 不 是 诗 ; 他 必须 独 弃 修 
习 两 者 的 一 贯 希望 , 因此 , 他 必须 下 定 决 心 ， 痛 苦 地 向 诗歌 告别 。” 
一 句 话 , 哈密 顿 抓 位 了 明显 的 实 理 , 那 就 是 从 文学 的 意义 上 讲 ， 他 
身上 一 丁点 儿 诗 的 才气 也 没有 。 然而 , 他 一 生 都 在 继续 不 停 地 写 





诗 。 华 滋 华 斯 对 哈密 顿 的 才 知 评价 很 高 。 事 实 上 , 他 宽厚 地 说 ( 实 


际 上 ) 在 他 认识 的 人 当中 ， 只 有 两 个 人 给 了 他 一 种 低 人 一 等 的 感 
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党 , 那 就 是 科勒 里 奇 和 哈密 顿 。 

哈密 顿 直到 1832 年 才 遇 到 科勒 里 奇 , 当时 这 位 诗人 实际 上 已 
经 什么 都 不 是 了 ， 只 是 一 个 平庸 的 德国 形而上学 家 的 假 的 翻版 。 
然而 各 人 都 高 度 评价 对 方 的 才能 ， 因 为 哈密 顿 长 期 以 来 就 是 康德 
鞭 作 原著 的 患 实学 生 。 确实 ， 哲 学 上 的 思考 总 是 强烈 地 吸引 着 哈 
密 顿 ， 他 曾经 一 度 声 明 他 自己 是 贝克 莱 的 失去 生命 力 的 唯心 主义 
的 忠实 信徒 一 一 智力 方面 的 , 而 不 是 内 部 的 。 他 们 两 人 之 间 的 另 一 
个 结合 力 是 他 们 都 一 心 想 着 哲学 的 神学 方面 (假如 有 这 梯 一 个 方 
面 的 话 ), 科勒 里 奇 还 以 他 对 三 位 一 体 的 一 知 半 解 的 反复 思考 而 博 
得 哈密 顿 的 赞赏 。 这 位 虔诚 的 数学 家 对 这 方面 是 十 分 重视 的 。 


哈密 顿 在 三 一 学 院 的 大 学 生涯 的 结束 ， 比 它 的 开始 还 要 更 令 
人 惊奇 ; 事实 上 它 在 大 学 历史 上 是 独一无二 的 。 布 林 克 利 博士 辞去 
他 的 天 文学 教授 职位 ,就任 克 洛 因 的 主教 。 按 照 英国 通常 的 习惯 ， 
就 空 出 的 席位 登 了 广告 , 几 位 著名 的 天 文学 家 , 包括 后 来 的 英国 皇 
家 天 文学 家 乔治 * 比 德尔 . 艾 里 (1801 一 1892)， 都 送 来 了 他 们 的 证 
书 。 经 过 讨论 以 后 , 理事 会 放弃 了 所 有 的 申请 者 ， 一 致 选举 当时 
(1827 年 ) 二 十 二 岁 的 大 学 生 哈密 顿 为 教授 。 哈密 顿 没有 申请 过 。 
现在 , “他 面前 是 金光 大 道 ”, 哈密 顿 决心 不 率 负 他 的 热情 的 选举 者 
们 的 希望 。 自 从 十 四 岁 起 , 他 就 热爱 天 文学 , 还 在 童年 时 代 , 他 有 
一 次 指 着 俯 敬 着 一 片 美丽 景色 的 邓 辛 克 小 乓 上 的 天 文 台 说 ， 要 是 
他 能 任意 选择 的 话 , 那 就 是 他 最 愿意 住 的 地 方 。 现 在 , 他 在 二 十 二 
岁 时 可 以 实现 他 的 抱负 了 ,他 需要 的 只 是 一 往 直 前 。 

他 开始 干 得 很 出 色 。 虽然 险 密 顿 不 是 实际 的 天 文学 家 , 虽然 
他 的 观测 助手 并 不 称职 , 但 是 这 些 缺 陷 都 不 严重 。 邓 辛 克 天 文 台 就 
其 位 置 而 言 , 永远 不 能 在 现代 天 文学 中 崭露头角 。 哈密 顿 明 智 地 
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把 他 的 主要 努力 用 在 他 的 数学 上 。 在 二 十 三 岁 时 , 他 发 表 了 他 
还 是 一 个 十 七 岁 的 孩子 时 做 出 的 那些 “奇怪 的 发 现 ” 的 完成 形式 ， 
即 < 光 线 系统 理论 > 第 一 部 分 , 这 是 一 篇 伟大 的 杰作 ， 它 对 于 光学 ， 
就 象 拉 格 朗 日 的 < 分 析 力 学 之 于 力学 。 它 在 哈密 顿 自己 手 里 被 扩 
展 到 动力 学 , 用 它 那 也 许 是 最 终 的 、 完 善 的 形式 来 表述 那 门 基 础 科 
学 。 \ 

哈密 顿 在 他 这 第 一 篇 杰作 中 用 于 应 用 数学 中 的 一 些 方法 ， 今 
天 在 数学 物理 中 是 不 可 缺少 的 ， 理 论 物理 一 些 特殊 分 支 的 许多 工 
作者 的 目标 , 正 是 把 整个 理论 概括 成 哈密 顿 原理 。 这 篇 杰出 的 著 
作 使 得 雅 可 比 在 十 四 年 后 , 在 英国 协会 1842 年 于 曼彻斯特 举行 的 
会 议 上 , 宣称 “哈密 顿 是 你 们 国家 的 拉 格 朗 日 >。 一 一 这 里 国家 是 
指 讲 英 语 的 民族 。 由 于 哈密 顿 本 人 费 了 很 大 的 力气 用 非 专 业 人 员 
所 能 理解 的 语言 描述 他 的 新 方法 的 实质 , 我 们 引用 他 自己 1827 年 
4 月 23 日 提交 爱尔兰 皇家 科学 院 的 摘要 ， 

“光学 中 的 一 条 光线 ， 在 这 里 被 认为 是 一 条 直线 或 弯 线 或 曲 
线 ， 光 沿 着 它 传播 ; 光线 系统 被 认为 是 这 些 线 的 一 个 集成 或 聚集 ， 
由 某 种 共 辣 的 联结 、 某 种 起 源 或 产生 的 相似 性 ,一 句 话 ， 由 某 种 光 
学 整体 结合 在 一 起 。 因此 ， 从 一 个 发 光 点 发 出 的 光线 组 成 一 个 光 
学 系统 。 当 它 们 在 镜子 上 反射 出 来 以 后 , 它们 组 成 另 一 个 光学 系 
统 。 研 究 一 个 系统 的 光线 的 几何 关系 , 对 该 系统 (如 在 这 些 简单 的 
情形 ) 我 们 知道 光学 的 起 源 和 历史 ， 要 探究 它们 之 间 是 怎样 配置 
的 , 它们 怎样 发 散 或 诊 合 , 或 成 为 平行 的 , 它们 以 什么 样 的 剖面 角 
切 触 , 或 相交 于 什么 样 的 曲面 或 曲线 , 它们 怎样 能 结合 成 单独 的 光 
束 ， 人 怎么 能 决定 每 一 根 特 别 的 光线 ， 并 把 它 与 其 它 的 光线 区 分 开 
来 , 这 就 要 研究 光线 系统 。 要 扩大 这 种 系统 的 研究 , 以 便 能 够 不 改 
变 计 划 , 过 渡 到 其 它 系统 的 研究 , 要 确定 一 般 的 规则 和 一 个 一 般 方 
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法 , 通过 它们 可 以 把 这 些 孤 立 的 光学 装置 结合 和 协调 到 一 起 , 就 得 
形成 光线 系统 理论 。 最 后 , 要 以 能 够 应 用 现代 数学 的 力量 的 方式 
做 到 这 些 , 用 函数 代替 图 形 ， 用 公式 代替 图 表 ， 就 要 构造 这 些 系统 
的 代数 理论 , 或 者 代数 对 光学 的 应 用 。 

“为 构造 这 样 一 个 应 用 , 自然 要 运用 , 或 更 准确 地 说 , 必须 运用 
笛 卡 儿 为 把 代数 应 用 于 几何 所 采用 的 方法 。 那 个 伟大 的 哲学 家 式 
的 数学 家 ， 设 想 出 用 三 个 坐标 数 以 代数 方法 表示 或 表达 空间 中 任 
何 点 的 位 置 的 可 能 性 , 并 实现 了 这 个 计划 。 这 三 个 雁 标 数 分 别 回 
答 了 点 在 三 个 垂直 方向 上 (例如 北 、 东 、 西 ) 距 离 某 个 固定 点 、 或 为 
此 目的 选 出 或 指定 的 原点 有 多 远 ; 因此 , 空间 的 三 维 得 到 了 在 -- 般 
科学 进展 [顺序 ] 中 它们 的 三 个 代数 等 价 ， 它 们 的 适当 的 概念 和 记 
号 。 这 样 , 指定 联系 一 张 平面 或 曲面 上 的 任意 点 的 三 个 坐标 , 且 为 
所 有 那些 点 共有 的 关系 为 它 的 方程 , 这 个 面 就 成 为 代数 定义 的 了 ; 
一 条 线 , 不 论 直线 或 曲线 , 可 以 按照 同样 的 方法 表示 ， 通 过 指定 两 
个 这 样 的 关系 , 它们 相应 于 两 张 曲面 , 直线 可 以 看 作 它们 的 交 。 以 
这 种 方式 , 通过 相应 于 三 个 可 变数 之 间 的 方程 的 一 般 研 究 为 中 介 ， 
进行 关于 曲面 和 曲线 的 -- 般 研究 ， 发 现 全 体 共 有 的 性 质 就 成 为 可 
能 的 了 ; 每 一 个 几何 问题 至 少 能 够 被 代数 表示 , 即便 不 是 能 立即 解 
答 的 ， 每 一 个 代数 中 的 改进 或 发 现成 为 能 够 在 几何 中 应 用 或 说 明 
的 。 空间 和 有 时间 的 科学 (这 里 采用 我 在 其 他 地 方 大 胆 提出 的 对 代 
数 的 一 种 看 法 ) 成 为 相互 之 间 密 切 交织 在 一 起 , 牢 不 可 破 地 联系 在 
一 起 了 。 从 此 以 后 , 改进 一 个 学 科 而 不 改进 另 一 个 学 科 几 乎 是 不 
可 能 的 。 给 曲线 画 切线 的 问题 导致 了 流 数 或 微分 学 的 发 现 ， 那 些 
求 长 和 求 积 的 问题 导致 了 积分 学 的 反 演 ， 曲面 和 曲率 的 研究 要 求 
偏 微 分 的 微 积分 学 ; 等 同 问题 导致 变 分 学 的 形成 。 反 过 来 , 代数 科 
学 中 的 所 有 这 些 伟大 的 步骤 , 都 有 对 几何 的 直接 应 用 , 导致 了 点 或 
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线 或 面 之 间 的 新 关系 的 发 现 。 但 是 即使 这 个 新 方法 的 应 用 不 是 如 
此 多 样 和 重要 ， 也 仍然 会 有 把 它 作为 一 个 方法 在 沉思 中 派生 出 来 
的 高 度 智慧 的 乐趣 。 
“这 个 坐标 的 代 孝 方法 对 光学 系统 的 第 一 个 重要 应 用 ， 是 由 合 
破 仑 在 埃及 的 军队 中 的 一 名 法 国 工程 军官 马 昌 作 上 出 米 的 ， 他 在 物 
理光 学 史上 作为 由 于 反射 的 光 的 偏振 的 发 现 者 而 知名 。 马 吕 在 
1807 年 提交 法 国 科学 院 一 篇 深刻 的 数学 著作 ， 它 是 上 面 提 到 的 那 
种 类 型 的 , 题目 是 < 光学 专 论 ?5 在 那 篇 论文 中 所 运用 的 方法 , 可 以 
这 样 来 描述 一 一 任何 最 终 光 学 系统 的 -- 条 直 的 光线 的 方向 ， 都 被 
认为 是 按照 某 企 特殊 系统 的 特征 ， 并 把 它 与 其 他 系统 区 分 开 来 的 
规律 ; 依靠 这 根 光线 上 某 个 指定 点 的 位 置 而 定 的 。. 这 个 规律 可 以 
用 代数 方法 卖 示 出 来 ， 办 法 是 给 这 条 光线 上 的 另外 菜 个 点 的 三 个 
华 标 确定 三 个 表达 式 ， 表 达成 所 提出 的 点 的 弓 个 坐标 的 函数 。 马 
:' 昌 由 此 使 用 了 下 示 这 三 个 函数 《或 至 少 等 同 于 这 些 函 数 的 三 个 函 
数 ) 的 一 般 符 号 , 通过 非常 复杂 但 对 称 的 计算 , 着 手 得 出 了 几 个 重 
要 的 一 般 结论 ; 许多 这 样 的 结论 , 连同 许多 其 他 的 结论 , 后 来 我 自 
己 也 得 到 了 , 那 时 我 并 不 知道 马 吕 做 过 的 工作 , 用 了 几乎 同样 的 方 
法 , 开始 了 我 自己 把 代数 应 用 到 光学 的 尝试 。 但 是 我 的 研究 不 久 
就 引导 我 用 一 个 很 不 相同 的 (我 相信 我 已 经 证 明了 )、 对 于 光学 系 
统 的 研究 更 加 适合 得 多 的 方法 ,代替 了 马 呈 的 这 个 方法 。 由 于 这 
个 方法 不 需 肝 上 面 提 到 的 三 个 函数 , 或 至 少 它们 的 两 个 比 , 只 用 一 
个 西数 就 尼 够 了 ， 我 称 这 个 函数 为 特征 函数 或 原 再 函数 这样 他 
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人 的 而 使 用 的 、 a 
的 基础 的 这 个 函数 , 在 另 一 点 上 , 呈现 在 以 前 的 作者 位 面前， 就 旬 
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是 表达 了 那 门 科学 中 非常 高 深 、 广博 的 归纳 的 结果 。 这 个 已 知 结 
马 那 一 章 ], 它 包括 以 前 发 现 的 关于 那样 一 些 规则 的 一 切 ， 这 些 规 
则 决定 了 光 沿 着 它们 传播 的 线 的 形式 和 位 置 ， 以 及 由 寻常 的 或 不 
寻常 的 反射 或 折射 所 产生 的 那些 线 的 方向 的 改变 [后 一 种 改变 就 
如 在 一 个 双 折 射 晶体 ,比如 说 冰 洲 石 中 那样 , 一 条 光线 在 进入 这 样 
一 个 晶体 时 , 会 分 解 成 两 条 ， 两 条 都 发 生 折 射 ]。 一 个 定量 在 一 种 
物理 理论 中 是 作用 , 在 另 一 种 物理 理论 中 是 时 间 ; 光 在 从 任意 第 一 
个 点 传 到 任意 第 二 个 点 中 消耗 着 它 ， 如果 光 走 的 是 它 的 实际 路 径 
以 外 的 任何 其 他 路 径 , 或 者 至 少 有 着 技术 上 所 说 的 它 的 变 分 核 ,路 
径 的 两 端 不 变 ,那么 人 们 发 现 这 种 量 就 减少 了 。 我 的 方法 的 数学 
新 意 ,在 于 把 这 个 量 考虑 成 这 些 端点 的 坐标 的 函数 , 按照 我 称 为 变 


DA 


观点 下 呈现 数 学 光学 的 化 简 ， 一 个 类 似 于 [如 我 认为 ] 笛 卡 儿 呈 现 
代数 对 几何 的 应 用 方面 的 化 简 。” 人 8 
无 需 给 哈密 顿 的 这 个 说 明 添加 什么 了 ， 也 许可 以 加 上 这 样 的 


评论 : 任何 科学 , 不 论 怎样 详细 地 解释 , 都 不 会 象 任何 一 本 小 说 那 


样 容易 理解 ， 不 管 这 本 小 说 写 得 多 么 精 糕 。 整个 摘要 读 第 二 遍 时 
会 有 收获 。 
在 这 个 关于 光线 系统 的 伟大 工作 中 ， 了 哈密 顿 建立 了 比 他 所 知 


” 道 的 更 多 的 东西 。 在 上 述 摘要 写 出 后 几乎 恰好 一 百年 ,人们 发 现 


哈密 顿 引进 光学 的 方法 ， 正 是 与 现代 量子 理论 和 原子 结构 理论 相 
联系 的 波动 力学 中 所 要 求 的 东西 。 可 以 回想 牛顿 偏爱 一 种 发 射 


”的 .或 微粒 的 光学 理论 , 而 惠 更 斯 和 他 的 几乎 直到 我 们 这 一 代 的 追 


随 者 们 ， 试 图 利用 波 的 理论 来 解释 光 的 现象 。 两 种 观点 在 现代 量 
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子 理论 中 结合 在 一 起 ,并 在 纯 数学 意义 上 协调 了 起 来 , 现代 量子 理 
论 形成 于 1925 一 1926 年 。1843 年 , 哈密 顿 二 十 八 岁 时 ,实现 了 他 
把 引入 光学 的 原理 扩展 到 整个 动力 学 的 抱负 。: 

哈密 顿 的 光线 理论 在 它 的 作者 只 有 二 十 七 岁 时 发 表 ， 不 和 久 就 
取得 了 任何 数学 杰作 所 能 取得 的 最 快 、 最 惊人 的 成 就 。 这 个 理论 
旨 在 讨论 实在 的 物理 世界 的 现象 ， 就 象 在 日 常生 活 和 科学 实验 室 
中 观察 到 的 那样 。 除非 任何 这 样 的 数学 理论 能 够 作出 后 来 为 实验 
证 实 的 预测 , 否则 它 不 比 它 所 系统 化 的 学 科 的 一 本 简明 词典 更 好 ， 
而 且 它 肯定 很 快 就 会 被 更 富 于 想像 力 的 、 不 是 一 量子 然 的 描写 所 
代替 。 在 那些 证 明了 物理 科学 中 真正 的 数学 理论 的 价值 的 著名 预 
测 中 , 我 们 可 以 回想 起 三 个 : 由 约翰 库 奇 "亚当 斯 (1819 一 1892) 秀 ， 
于 尔 班 让- 约瑟夫. 勒 韦 里 埃 (1811 一 1877) 通过 按照 牛顿 万 有 引 
力 理论 , 分 析 行 星 天 王 星 的 摄 动 , 在 1845 年 独立 地 , 而 且 用 乎 同时 
作出 的 数学 发 现 ， 由 詹姆斯 -克拉 克 * 才 克 斯 书 (1831---1879) 作为 
他 自己 的 光 的 电磁 理论 的 结论 ， 在 1864 年 作出 的 无 线 电 波 的 预 
测 ; 最 后 ， 爱 困 斯 坦 在 1915 一 1916 年 由 他 的 广义 相对 论 作出 的 光 
线 在 引力 场 中 偏转 的 预测 , 这 个 预测 在 有 历史 意义 的 1919 年 5 月 
29 日 , 首次 由 对 有 日 食 的 观测 证 实 ; 他 的 预测 (也 是 出 自 他 移 理 论 ):: 
由 巨大 的 物体 产生 的 光 的 光谱 线 会 移动 一 个 量 ， 爱 因 斯 坦 说 是 向 
光谱 的 红色 一 端 移动 一 个 量 ， 也 得 到 了 证 实 。 这 些 例子 的 后 两 个 
一 一 麦克 斯 韦 的 和 爱 因 斯 坦 的 一 一 具有 与 第 一 个 例 予 不 同 的 种 
就 是 说 , 这 些 预 测 是 定性 的 .麦克 斯 书 和 爱 因 斯 坦 两 人 用 精确 的 定 
量 预 测 加 强 了 他 们 的 定性 预见 ， 这 些 定量 预测 当 他 们 的 预言 最 终 
为 实验 证 实时 , 就 排除 了 任何 认为 仅仅 是 猜测 的 指责 。 

哈密 顿 对 光学 中 之 称 为 锥 形 折射 的 预测 ， 是 这 种 同样 的 定性 
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51 加 定量 的 类 型 。 从 他 的 光线 系统 理论 , 他 在 数学 上 预测 , 与 光 在 双 
轴 蝇 体 中 的 折射 相 联 系 , 会 发 现 一 个 完全 出 乎 意料 的 现象 。 他 在 
琢磨 他 关于 光线 的 论文 的 < 第 三 个 补充 > 时， 有 一 个 发 现 使 他 自己 ， 
吃 了 一 惊 , 他 这 样 描述 这 个 发 现 . 

“光线 在 普通 镜子 上 的 反射 规律 , 看 来 欧 几 里 得 是 知道 的 。 光 
线 在 水 、 玻璃 , 或 其 他 韭 晶 体 介 质 表 面 的 普通 折射 规律 , 是 由 斯 内 
利 厄 斯 在 晚 得 多 的 时 候 发 现 的 ， 惠 更 斯 发 现 马 吕 证 实 了 由 单 轴 咒 
体 , 诸如 黄玉 或 零 石 ， 表 面 的 特殊 的 双 折 射 规律 , 是 在 我 们 这 一 代 
由 菲 涅 尔 发 现 的 。 但 是 甚至 在 这 些 特 殊 的 或 晶体 的 折射 中 ， 也 只 
有 不 超过 两 条 折射 光线 被 观察 到 或 被 怀疑 存在 ， 如 果 我 们 把 柯 西 
的 一 个 理论 除外 , 那么 有 可 能 会 有 第 三 条 光线 , 虽然 我 们 的 感觉 也 
许 觉 察 不 到 它 。 然而 , 哈密 顿 教授 在 用 他 的 一 般 方法 研究 菲 涅 尔 
规律 的 结果 时 , 得 出 了 这 样 的 结论 : 在 一 些 情形 下 , 在 一 个 双 轴 晶 
体内 ; 相应 于 或 产生 于 单独 一 条 入 射线 ,应 该 有 不 只 两 条 ， 也 不 只 
三 条 , 也 不 只 任意 有 限 多 条 折射 光线 ,而 是 有 无 穷 多 条 ， 或 者 是 折 
射 光线 的 一 个 锥 ; 在 其 它 一 些 情形 , 在 这 样 一 个 晶体 中 的 单独 一 条 
光线 会 产生 无 穷 多 条 突然 出 现 的 光线 ,排列 在 另外 某 个 锥 中 。: 因 
此 ， WE 李 给 它们 命名 为 内 部 和 外 部 
锥 形 折射 。” 

这 个 预测 以 及 它 由 汉 弗 莱 ， . 劳 换 德 作出 的 实验 所 证 实 ， 使 年 轻 
的 哈密 顿 从 那些 能 够 欣赏 他 所 做 出 的 工作 的 人 那里 博得 了 无 限 的 
赞扬 。 从 前 与 他 竞争 天 文学 教授 职位 的 对 手 艾 里 ; 这样 估计 哈密 
顿 的 成 就 : “也 许 迄 今 为 止 所 作出 的 最 值得 注意 的 预测 ， 就 是 最 近 
由 哈密 顿 教授 做 出 的 了 。” 哈 密 顿 自己 认为 这 个 预测 象 任何 类 似 
的 预测 一 样 , 比 起 他 心目 中 的 宏伟 目标 , 是 一 个 “次 要 的 、 二 流 的 
结果 , ”他 的 目标 是 “给 被 视 为 纯 科 学 的 一 个 分 支 的 光学 的 思考 和 
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推理 , 引进 协调 和 一 致 。” 


按照 一 些 人 的 看 法 , 这 个 惊人 的 成 功 是 哈密 顿 事业 的 顶点 ; 在 
这 项 关于 光学 和 动力 学 的 伟大 工作 之 后 , 哈密 顿 台 落 了 。 另外 一 ”353 

些 人 , 特别 是 被 称 为 四 元 数 的 高 教会 派 的 成 员 们 , 认为 哈密 顿 的 最 

伟大 的 工作 还 未 作出 一 一 这 就 是 创造 他 的 四 元 素 理论 ， 哈 密 顿 本 

人 认为 这 是 他 的 杰作 ， 而 且 是 使 他 得 以 不 朽 的 杰作 。 暂且 把 四 元 

素 放 在 一 边 , 我 们 可 以 简单 地 说 , 从 他 二 十 七 岁 直到 他 六 十 二 岁 去 

世 为 止 ， 有 两 个 灾难 给 哈密 顿 的 科学 事业 带 来 了 严重 的 破坏 ， 那 

就 是 结婚 和 酒精 。 酒 精 是 不 幸 的 婚姻 的 部 分 结果 ， 但 不 是 全 部 结 

果 。 

哈密 顿 第 二 次 不 幸 的 恋爱 以 -名 轻率 的 话 结束 了 ，: 这 句 话 并 
没有 什么 意思 ， 但 是 这 位 敏感 的 求婚 者 却 对 它 耿耿 于 怀 ， 在 这 以 

. 后 , -他 于 1833 年 春 和 他 的 第 三 个 意中人 海伦 .玛丽 亚 . 贝 利 结婚 
了。 他 当时 是 二 十 八 岁 。 新 娘 是 一 个 乡村 牧师 的 赛 妇 的 女儿 。 海 
伦 有 “ 讨 人 喜欢 的 、 象 贵 妇 人 似 的 外 貌 ,很 早 便 以 她 诚实 的 天 性 和 
他 知道 她 会 具有 的 宗教 原则 , 给 他 [哈密 顿 ] 留 下 了 好 印象 , 虽然 对 

这 些 介绍 没有 加 上 什么 容貌 非常 漂亮 或 联 正 ”现在 ， 如 果 一 个 僵 

瓜 要 如 实地 介绍 她 的 话 , 任何 一 个 伤 瓜 都 能 说 明 真 实情 况 , 不 论 谁 
和 她 结婚 , 都 将 处 于 轻率 从 事 的 劣势 一 方 。 1832 年 夏天 ， 贝 利 小 

, 姐 “ 患 了 一 场 重病 ,…… 这 件 事 无 疑 把 他 [失恋 的 哈密 顿 ] 的 心 轧 吸 
引 到 她 那 方 面 , 为 她 的 康复 而 焦虑 不 安 , 而 且 , 这 件 事 发 生 在 这 样 

的 时 候 [ 当 时 他 刚刚 和 他 真正 心爱 的 姑娘 决裂 ]， 他 感到 不 得 不 克 

制 他 原来 的 热情 ， 为 比较 温柔 的 ， 温 暖 的 感情 铺 平 道路 .总 而 言 
之 ,哈密 顿 是 完全 被 一 个 病弱 的 女性 给 钓 住 了 ,这 个 女性 的 后 半生 
将 成 为 一 个 半 残 废 , 她 或 者 是 由 于 无 能 ， 或 者 是 由 于 身体 太 差 ,让 
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她 丈夫 的 懒散 的 仆人 们 随心 所 欲 地 管理 家 务 ， 至 少 在 这 个 家 的 某 
些 部 分 一 一 特别 是 他 的 书房 一 一 脏 乱 得 象 一 个 猪 轿 。 哈 密 顿 需要 
一 个 有 坚强 意志 的 、 富 于 同情 心 的 女人 支持 他 ;把 他 的 家 务 管理 得 
井井有条 , 但 是 他 得 到 的 却 是 一 个 病弱 的 人 。 

哈密 顿 在 婚 后 十 年 震惊 地 认识 到 他 在 走 着 一 条 下 坡 路 ， 于 是 
试 着 从 滑坡 上 停 下 来 。 作 为 一 个 年 轻 人 , 在 宴会 上 大 吃 大 喝 , 他 相 
当 放 纵 自己 , 特别 是 他 那天 生 的 口才 和 爱 吃喝 玩乐 的 性 格 , 在 一 两 


` 杯 酒 下 肚 以 后 , 就 很 自然 地 变 本 加 利 了 。 在 他 结婚 以 后 , 吃饭 不 规 


则 , 或 者 根本 就 没有 饭 吃 , 加 之 他 那 不 休 息 地 连续 工作 十 二 小 时 或 
十 四 小 时 的 习惯 , 他 只 能 依靠 酒 瓶 来 补充 营养 。 

适当 地 纵 酒 究竟 是 加 速 还 是 妨碍 数学 上 的 创造 能 力 ， 这 是 一 
个 有 争议 的 问题 ， 在 进行 一 套 有 控制 的 彻底 的 试验 来 解决 这 个 问 
题 以 前 , 必须 让 这 个 疑问 继续 存在 , 恰 如 在 任何 其 他 生物 学 的 研究 
中 一 样 。 有 人 认为 , 假如 诗 的 创造 与 数学 的 创造 是 相似 的 , 那么 合 


理 的 醒酒 (假如 有 这 种 情况 的 话 ) 显 然 决 不 会 破坏 数学 上 的 创造 能 


力 。 事 实 上 ,许多 充分 证 实 了 的 例子 说 明 情况 恰恰 相反 。 当 然 ,在 
诗歌 方面 ,“ 酒 和 歌 常 常 是 连 在 一 起 的 , 至 少 有 一 个 例子 一 斯 温 
伯 恩 一 一 是 没有 酒 ,诗歌 也 就 完全 枯竭 了 。 数学 家 们 常常 谈 到 长 
时 间 集 中 精力 解决 一 个 难题 所 引起 的 可 怕 的 紧张 ， 有 人 发 现 喝 标 
酒 就 会 明显 地 松 快 下 来 。 但 是 可 冷 的 哈密 顿 很 快 就 超过 了 这 个 阶 
段 而 变 得 漫不经心 ; 不 仅 在 他 凌乱 的 书房 里 独自 一 人 时 是 这 样 , 在 
宴会 厅 里 大 庭 广 众 之 中 也 是 如 此 。 他 在 一 次 科学 界 的 宴会 上 喝 酬 
了 。 认 识 到 是 什么 把 他 打垮 了 以 后 , 他 下 决心 永远 不 再 喝酒, 他 的 
决心 保持 了 两 年 。 后 来 ,在 罗斯 励 品 (拥有 当时 最 大 而 最 无 用 的 望 
远 镜 ) 的 花园 里 举行 的 一 次 科学 会 议 上 , 他 的 老 对 手 艾 里 叫 笑 他 除 
了 喝 水 什么 也 不 蝎 。 哈密 顿 让 步 了 ,从 那 以 后 便 沉溺 于 饮酒 一 
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超过 了 需要 。 这 个 不 利 条 件 仍然 不 能 使 他 退出 竞赛 , 不 过 , 没有 这 
个 不 利 条件, 他 也 许 会 走 得 更 远 ,达到 更 大 的 高 度 ,但 是 , 他 已 到 得 
够 高 了 , 还 是 让 道德 家 去 说 教 吧 。 二 


在 考虑 什么 是 哈密 顿 认为 他 的 杰作 以 前 ， 我 们 不 妨 简略 地 总 
结 一 下 他 所 得 到 的 主要 荣誉 。 三 十 岁 时 , 他 在 英国 科学 促进 协会 在 
都 柏林 的 会 议 上 担任 一 个 有 影响 的 职位 与 此 同时 , 纹 章 局 官员 命 
令 他 “足下 , 哈密 顿 教授 , 然后, 用 国 剑 拍 他 的 双肩, 命令 他 “起 来 ， 
威廉 : 罗 思 -哈密 顿 巍 士 .。” 这 是 哈密 顿 一 生 中 无 话 可 说 的 几 个 场 
合 中 的 一 个 。 三 十 二 岁 时 , 他 成 为 爱尔兰 皇家 科学 院 院 长 , 三 十 八 
岁 时 , 他 从 英国 政府 获得 每 年 二 百 英镑 的 文官 终身 津贴 , 当时 担任 
首相 的 是 爱尔兰 难以 相处 的 朋友 罗伯特 .皮尔 事 士 。 在 这 以 前 不 ， 
久 , 险 密 顿 作 出 了 他 的 重大 发 现 一 一 四 元 数 。 

他 在 临终 时 获得 的 最 后 一 项 荣誉 ， 比 以 往 获得 的 任何 荣誉 都 
更 使 他 高 兴 ， 这 就 是 他 被 选 为 美国 国家 科学 院 第 一 位 外 籍 院士 。 
科学 院 是 在 内 战 期 间 成 立 的 。 这 项 荣誉 主要 是 对 他 在 四 元 数 上 的 
工作 的 重视 。 由 于 某 种 深奥 难 测 的 原因 , 这 项 工作 比 牛 顿 的 原理 » 
以 来 的 任何 其 他 英国 数学 成 就 ， 更 深刻 地 打动 了 当时 的 美国 数学 
家 (当时 只 有 一 两 名 数学 家 ， 险 佛 大 学 的 本 杰 明 .皮尔 斯 是 主要 的 
一 位 )。 四 元 数 在 美国 很 早 享有 盛名 多 少 是 一 个 谜 ,或 许 是 < 四 元 数 
讲义 ?的 浮夸 的 雄辩 投 合 了 这 个 年 轻 的 、 朝 气 莲 勃 的 国家 的 胃口 ， 
这 个 国家 还 没有 丢掉 它 对 议院 演讲 的 可 悄 的 嗜好 和 七 月 四 日 的 
才气 焕发 的 热烈 赞 词 。 


四 元 数 的 历史 太 长 , 不 能 在 这 里 讲述 这 整个 故事 , 甚至 高 斯 在 


，- 美国 独立 纪念 日 。 一 一 译 者 
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他 1817 年 的 预测 , 也 不 是 这 个 领域 中 的 第 一 个 ， 欧 拉 以 一 个 孤立 
的 结果 先 于 高 斯 ， 这 个 结果 用 四 元 数 解释 最 为 简单 。 四 元 数 的 起 
源 甚至 可 以 追溯 得 更 远 ， 因 为 奥 古 斯 塔 斯 . 德 .摩根 有 一 次 半 开 玩 
笑 地 提出 ， 要 为 哈密 顿 把 它们 的 历史 从 十 印度 追溯 到 维多利亚 女 
王 时 代 。 不 过 , 我 们 在 这 里 只 需要 看 看 这 个 发 现 中 的 主要 部 分 , 简 
略 地 考虑 一 下 鼓励 了 哈密 顿 的 是 什么 。 

英国 学 派 的 代数 学 家 , 象 在 布尔 那 一 章 中 会 看 到 的 那样 ,在 十 
九 世 纪 上 半 叶 把 普通 常用 代数 建立 在 它 自 己 的 基础 上 。 他 们 预见 
到 了 在 谨慎 和 严格 地 发 展 数学 的 任何 分 支 中 现在 所 接受 的 步 又 ， 
在 公设 上 建立 了 代数 。 在 此 之 前 ， 当 假定 所 有 的 代数 方程 都 有 根 
时 , 进入 数学 的 各 种 各 样 的 数 一 一 分 数 、 负 数 、 无 理 数 一 一 都 被 允 
许 在 与 普通 正 整 数 同样 的 基础 上 起 作用 , 由 于 习惯 , 普通 正 整数 是 
如 此 之 陈旧 , 以 致 所 有 的 数学 家 们 都 认为 它们 是 “自然 的 ”, 在 某 种 
含糊 的 意义 上 是 完全 理解 了 的 一 一 实际 上 它们 并 非 如 此 ， 甚 至 在 
今天 也 不 是 这 样 的 , 这 点 当 我 们 讲 到 乔治 . 康 托 尔 的 工作 时 就 会 看 
到 了 。 对 于 一 个 建立 在 数学 符号 的 盲目 的 、 形 式 上 的 花招 上 的 体 
系 , 这 样 天 真 地 相信 它 的 一 致 性 ,可 能 是 令 人 崇敬 的 ,但 也 有 点 昌 
惟 。 这 种 轻信 在 声名 狼藉 的 形式 的 永久 原理 中 达到 顶点 ， 这 个 原 
理 实际 上 是 说 ， 一 组 对 于 一 类 数 -一 比如 说 正 整 数 一 一 产生 一 致 
的 结果 的 规则 ， 当 应 用 到 任何 其 它 类 型 的 数 一 一 比如 说 虚数 一 一 
时 , 甚至 当 结果 还 没有 明确 的 解释 时 , 也 会 继续 产生 一 致 性 。 这 样 
信任 无 意义 的 符号 的 完美 ,常常 导致 莞 廖 ,看 来 这 是 不 足 为 奇 的 。 

英国 学 派 改 变 了 这 一 切 , 虽然 他 们 还 不 能 迈 出 最 后 一 步 , 证 明 
他 们 对 于 普通 代数 的 公设 永远 不 会 导致 矛盾 。 那 一 步 只 是 到 了 我 
们 这 一 代 , 才 由 德国 工作 者 在 数学 基础 中 完成 了 。 在 这 一 点 上 必 
须 牢记 , 代数 只 讨论 有 限 过 程 , 当 无 穷 过 程 进入 时 ， 例 如 当 无 穷 级 
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数 求 和 时 , 我 们 就 越 出 代数 , 而 进入 另 一 个 领域 了 。 强 调 这 一 点 是 
因为 通常 的 初等 教科 书 标明 的 “代数 ”， 包 含 许多 在 代数 这 个 词 的 
是 j 如 , 无 穷 几 何 级 数 。 

哈密 顿 在 四 元 数 的 创造 中 所 做 的 事情 的 性 质 ， 在 对 普通 代数 
的 一 组 公设 ( 取 自 工 . 卫 . 迪克 森 的 < 代数 及 其 算术 >， 芝 加 哥 , 1923 
年 ), 或 者 象 专门 术语 说 的 域 (英国 作者 有 时 用 corpus [ 体 ] 作为 德 
文 的 k6rper 或 法 文 的 corps 的 同义词 ) 的 背景 下 ， 表 现 得 更 为 清 
楚 。 | / 








“一 个 域 了 是 包含 一 个 元 素 为 4, 9, 6…… 的 集合 5S 和 两 个 
运算 的 系统 ， 这 两 个 运算 称 为 加 法 和 乘法 ， 可 以 实施 到 有 的 任意 
两 个 (相等 的 或 不 同 的 ) 元 素 & 和 8 上 , 按照 这 样 的 顺序 ,有 的 唯一 
决定 的 元 素 6 人 Bb 和 45, 使 得 公设 I 一 V 得 以 满足 ,为 简单 起 见 ， 
我 们 写 4-+2 代替 a 外 5, 06 代替 42， 分 别称 它们 为 < 和 的 和 
与 积 。 此 外 , 称 5 的 元 素 为 了 的 元 素 。 

全 如果 a 和 8 是 五 的 任意 两 个 元 素 ， 那 么 sc 十 2 和 68 是 万 
的 唯一 决定 的 元 素 , 并 且 

b+a=a+b, b0= 0 

TI. 如 果 4, 5, 6 是 了 的 任意 三 个 元 素 ， 

(a-+b) +e=w+ (8+6), (0b)e=0(be), olb+oe) =ab +ac, 

“III. FF 中 存在 两 个 不 同和 的 元 素 , 记 为 0 和 1, 使 得 如 果 a 是 
也 的 任意 元 素 ， 那 么 % 十 0=a， 由 I， 因 此 0 二 =a，is= 
a)。 

“TV. 不 论 王 的 元 素 a 是 什 2 ; 总 存在 了 中 的 一 个 元 素 ww, 使 
得 ge+z=0( 由 了 因此 za=0)。 

“V. 不 论 也 的 元 素 4 是 什么 , 总 存在 中 的 一 个 元 类 攻 使 
得 ay=1( 由 了 ,因此 y=1)。” 
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整个 普通 代数 就 是 由 这 些 简单 的 公设 推导 出 来 的 。 关 于 一 些 
论断 的 一 两 句 话 , 可 能 有 助 于 那些 多 年 没有 读 过 代数 的 人 。 在 开 
中 ,论断 (4 二?) 十 c==g 十 (5 十 0), 称 为 加 法 的 结合 律 ， 表 示 如 果 & 
和 ? 相 加 , 再 给 这 个 和 加 上 6, 那么 结果 与 a 加 上 2 与 c 的 和 相等 。 
对 于 工 中 的 第 二 个 论断 , 就 乘法 来 说 也 是 类 似 的 。 工 中 的 第 三 个 
论断 称 为 分 配 律 。 在 II 中 , 公设 了 “ 零 ” 和 “单位 ” 在 IV 中 ， 公 
设 的 2 给 出 & 的 负数 ; V 中 的 第 一 个 括号 中 注 明 禁止 “用 零 除 ” 
公设 工 中 的 要 求 分 别称 为 加 法 和 乘法 的 交换 律 。 

这 样 一 组 公设 可 以 认为 是 经 验 的 浓缩 。 许 多 世纪 运用 数 和 根 
据 算术 规则 得 到 有 用 的 结果 一 一 赁 经 验 得 到 一 一 这 种 做 法 启发 了 
包含 在 这 些 精 确 的 公设 中 的 大 多 数 规则 ， 但 是 一 旦 懂得 了 经 验 的 
启发 ， 由 经 验 提供 的 解释 (这 里 是 普通 算术 的 ) 就 故意 地 被 隐瞒 或 
已 记 了 。 由 公设 定义 的 系统 是 由 普通 逻辑 加 上 数学 的 机 智 ， 在 它 
自己 的 价值 上 抽象 地 发 展 起 来 的 。 

特别 要 注意 IV, 它 公设 负数 的 存在 。 我 们 并 不 企图 从 正 数 的 
性 态 推 断 出 负数 的 存在 。 当 负数 在 经 验 中 首次 出 现时 ， 就 象 在 借 
方面 不 是 贷方 那样 ， 它 们 作为 数 ， 被 认为 是 与 后 来 的 虚数 /一 十 
VV 一 2 等 等 “不 自然 ”的 怪物 一 样 可 懂 的 东西 。 这 些 虚 数 产生 了 诸 
如 十 =0, 十 23 一 0 等 等 方程 的 形式 解 。 如 果 读 者 回顾 一 下 高 
斯 为 复数 所 做 的 ， 他 就 能 够 更 充分 地 欣赏 下 面 这 部 分 陈述 的 简单 
扼要 , 这 个 陈述 是 关于 哈密 顿 剥 去 “虚数 ”思春 的 、 纯 虚构 的 神秘 性 
的 独创 方法 的 。 这 个 简单 的 东西 是 把 哈密 顿 引导 到 他 的 四 元 数 的 
步骤 之 一 , 虽然 严格 说 来 它 与 四 元 数 毫 无 关系 。 它 是 对 于 结局 有 重 
要 意义 的 复数 代数 的 这 种 巧妙 重建 背后 的 方法 和 观点 。 

如 果 锭 通常 那样 ,4 表示 \/ 一 1， 那么 一 个 “复数 ”是 一 个 a 十 
类 型 的 数 ， 其 中 a, 2 是 “实数 ” 或 者 如 果 愿 意 的 话 ， 更 一 般 地 是 
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由 上 述 公设 定义 的 域 卫 的 元 素 。 哈 密 顿 不 是 把 < 十 到 看 作 一 个 
“ 数 ” 而 是 把 它 想象 为 “ 数 ” 的 一 个 有 序数 对 。 他 把 这 个 数 对 记 为 
(c, 5)。 然 后 他 着 手 把 和 与 积 的 定义 强加 于 这 些 数 对 上 , 就 象 从 代 
数学 家 们 操纵 复数 一 一 好 和 象 普通 代数 的 规律 事实 上 对 它们 成 立 
似 的 一 一 的 经 验 中 升华 出 来 的 组 合 的 形式 规则 所 提示 的 那样 。 处 
理 复数 的 这 种 新 方法 的 一 个 优点 在 于 ， 数 对 的 和 与 积 的 定义 被 看 
作 是 在 一 个 域 中 的 和 与 积 的 一 般 、 抽 象 的 定义 的 例子 。 因 此 , 如 果 
证 明了 由 公设 为 一 个 域 定义 的 系统 的 一 致 性 , 那么 无 需 再 证 明 , 就 
推断 出 对 于 复数 和 它们 据 以 组 合 的 通常 规则 的 类 似 结论 。 叙 述 哈 
密 顿 把 复数 考虑 为 数 对 (4, 3)，(e, a), 等 等 的 理论 中 和 与 积 的 定 
义 就 够 了 。 
(ww 外 与 (6, 田 的 和 是 (十 六 6 十 0); 积 是 (ao 一 54，od 十 pc)。 
后 一 个 中 , 减 号 象 在 域 中 那样 ， 即 在 TV 中 公设 的 元 素 % 由 一 4 表 
示 。 域 中 的 0, 1 在 这 里 相应 于 《0, 0),，(1, 0)。 有 了 这 些 定义 , 就 
很 容易 证 明 哈 密 顿 的 数 对 满足 对 于 一 个 域 所 陈述 的 全 部 公设 。 但 
是 它们 也 符合 对 于 复数 运算 的 形式 规则 。 因 此 ，(a, 5)，(6, gd) 分 
别 相应 于 5 十 她， 十 硼 , 这 两 个 的 形式 “和 ”是 (w+oe) 6C5 十 0), 相 
应 于 数 对 (a 二 0,5 十 Q)。 再 有 , ac 十 0，o 十 硼 的 形式 续 积 产生 (ao 一 
3d) +é《ad 十 50), 它 相应 于 数 对 (ac 一 5d4, adg 廿 po)。 如 果 这 种 东西 
对 某 个 读者 是 新 的 , 那么 再 看 一 遍 是 值得 的 , 因为 它 是 现代 数学 消 
除 神秘 性 的 方法 的 一 个 例子 。 只 要 有 一 丝 神 秘 性 附着 于 某 个 概念 
上 , 那个 概念 就 不 是 数学 的 概念 。 

哈密 顿 用 数 对 处 理 复 数 以 后 ， 试 图 把 他 的 设想 扩展 到 三 重 数 
或 由 重 数 上 。 如 果 没 有 要 完成 什么 的 想法 ， 这 样 一 项 工作 当然 仿 
糊 到 了 没有 意义 。 哈密 顿 的 目的 是 要 发 明 一 种 代数 , 它 对 三 维 空 
闻 中 的 旋转 起 着 复数 、 或 他 的 数 对 之 于 二 维 空间 中 的 旋转 所 超 的 
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有 方 身 的 线段, 这 在 图 中 是 很 明显 的 , 有 方向 的 线段 (用 箭头 表示 )》 
表示 向 量 OP。 但 是 在 试图 把 三 维 空间 中 向 量 的 性 态 符 号 化 ,以 
保持 在 物理 学 .特别 是 旋转 的 组 合 中 有 用 的 向 量 的 那些 性 质 时 , 哈 
密 顿 被 一 个 没有 料 到 的 困难 阻挡 了 好 此 年。 他 很 长 时 间 甚 至 没有 
猜想 到 这 个 困难 的 真正 特性 。 我 们 可 以 顺便 看 看 他 追 循 的 一 条 线 
索 。 这 个 没有 使 他 得 到 任何 东西 的 线索 一 而 他 坚持 它 使 他 得 到 
了 什么 一 一 所 以 更 值得 注意 ， 是 由 于 它 现在 几乎 被 普遍 视 为 一 个 
雇 论 , 或 者 充其量 是 一 个 形而上学 的 推测 ,在 历史 或 数学 经 验 中 没 
有 基础 可 言 。 

哈密 顿 反 对 他 的 英国 同 代 人 提倡 的 对 代数 进行 纯 抽 象 的 、 公 
设 化 的 系统 阐述 , 他 试图 把 代数 建立 在 一 些 “ 更 实在 ”的 基础 之 上 ， 
为 了 这 个 训 无 意义 的 事业 , 他 利用 了 他 对 康德 把 空间 作为 “一 种 纯 
形式 的 感觉 直观 ”的 错误 见解 一 由 非 网 几何 的 创造 所 联 倒 一 
的 知识 。 确 实 , 似乎 不 知道 非 欧 风 何 的 哈密 顿 , 追随 康德 , 相信 “时 
间 和 空间 是 知识 的 两 大 源泉 ， 各 种 各 样 先 验 的 综合 认识 都 能 够 由 
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它们 得 出 来 。 在 这 方面 ， 就 我 们 对 空间 及 其 各 种 各 样 的 关系 的 认 
识 来 说 ， 纯 数学 提供 了 一 个 极 好 的 例子 。 由 于 它们 都 是 纯 形 式 的 
感觉 直观 ， 它 们 反映 了 综合 命题 的 先 验 可 能 。” 当 然 , 今天 任何 不 
是 完全 无 知 的 数学 家 都 知道 , 康德 的 这 个 数学 概念 是 错误 的 , 但 是 
在 十 九 世 纪 四 十 年 代 ， 当 哈密 顿 在 接近 四 元 数 途中 时 ， 康 德 的 数 
学 哲学 对 那些 没有 听 说 过 罗 巴 切 夫 斯 基 的 人 一 一 几乎 是 所 有 的 人 
一 一 仍然 有 意义 。 哈 密 顿 用 看 上 去 象 是 糟糕 的 数学 双关 的 东西 ， 
把 康德 的 学 说 应 用 于 代数 , 得 出 了 奇怪 的 结论 : 由 于 几何 是 空间 的 
科学 , 由 于 时 间 和 空间 是 “直观 的 纯 感觉 形式 ”, 因此 数学 的 基本 部 
分 必须 属于 时 间 ， 而 且 他 把 自己 的 大 部 分 时 间 浪 费 在 推 若 希 奇 古 
怪 的 学 说 , 即 代数 是 纯 时 间 的 科学 上 。 

这 个 古怪 的 想法 吸引 了 很 多 哲学 家 。 就 在 不 久 以 前 在 数学 
的 胆囊 中 寻找 者 学 家 的 结石 的 思春 的 形而上学 家 们 ， 还 发 所 并 认 
真 地 剖析 了 它 。 正 因为 “代数 作为 纯 时 间 的 科学 ”根本 不 具有 数学 
意义 , 它 将 继续 被 活跃 地 讨论 , 直到 时 间 本 身 结束 为 止 。 一 位 大 数 
学 家 关于 代数 的 “ 纯 时 间 ” 方 面 的 看 法 , 可 能 是 有 趣 的 ,“ 我 本 人 无 
法 理解 代数 与 时 间 的 联系 , " 凯 莱 承 认 , “就 算 不 断 进 步 的 概念 出 现 
了 ， 0 0 

哈密 顿 在 试图 构造 对 于 三 维 空 间 的 向 量 和 旋转 的 代数 中 所 碰 ， 
到 的 困难 , 根源 在 于 他 下 意识 地 确信 , 普通 代数 最 重要 的 规律 必定 
继续 存在 于 他 寻找 的 代数 中 。 三 维 空间 中 的 向 量 是 怎样 被 乘 在 一 
起 的 呢 ? 

为 了 领悟 这 个 问题 的 困难 ， 六 章 ) 普 通 复 
i > eet 还 


® 1 ?+ + 0 9 9 oo 9 9 9» 0 © 9 + «a 
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是 任意 复数 ,那么 4X B=Bx 4, 不 管 4, B 是 按 代数 解释 的 ， 还 


s $0 9 » 


* ss» + * 


哈密 顿 的 伟大 发 现 一 一 或 发 明 一 一 是 一 种 代数 ， 是 三 维 空间 
中 的 旋转 的 “自然 ”代数 中 的 一 种 ,交换 律 在 其 中 不 成 立 。 在 这 个 
四 元 数 的 (他 这 样 称 他 的 发 明 ) 哈 密 顿 代数 中 , 出 现 了 一 种 乘法 , 其 
中 4xB 不 等 于 Bx 4， 而 是 等 于 负 的 Bx 4, 即 4xB= 一 Bx 








能 够 不 顾 乘法 交换 律 构造 出 无 矛盾 的 、 实 际 有 用 的 代数 系统 ， 
这 是 第 一 流 的 ， 也 许可 以 和 非 殉 几何 思想 的 形成 相 比 美的 发 现 。 
有 一 天 (1843 年 10 月 16 日 )， 哈 密 顿 和 他 的 麦子 出 去 散步 , 走 到 
一 座 桥 上 时 , 他 在 石头 上 刻下 了 新 代数 的 基本 公式 , 经 过 十 五 年 秆 
劳 的 思索 之 后 , 一 下 子 清楚 了 , 这 件 事 的 重要 性 给 哈密 顿 留 下 了 极 
为 深刻 的 印象 。 他 的 伟大 发 现 直 到 今天 仍然 指引 着 代数 学 家 们 通 
往 其 它 代数 的 道路 , 实际 上 数学 家 们 步 哈 密 顿 的 后 尘 , 通过 对 域 否 
定 一 个 或 更 多 的 公设 并 发 展 其 后 果 , 而 随意 创造 出 代数 。 这 些 “ 代 
数 ” 中 有 的 极其 有 用 ; 包含 这 许多 代数 的 一 般 理 论 ， 也 包括 哈密 顿 
的 伟大 发 明 ,; 仅 只 是 一 个 细 自 , 尽管 是 一 个 很 重要 的 细 目 。 

按照 哈密 顿 的 四 元 数 ， 涌 现 出 了 过 去 的 两 代 物 理学 家 们 所 喜 


 » 0。 ee 。 


® » ee 9. * so 。 


比 简单 和 普遍 的 张 量 分 析 搬 在 一 边 了 。 关 于 这 点 后 面 还 要 谈 到 。 
在 这 同时 , 说 明 下 面 这 一 点 就 足够 了 ; 哈密 顿 最 深刻 的 悲剧 妈 

不 是 酒精 ， 也 不 是 他 的 婚姻 , 而 是 他 顽固 地 相信 , 四 元 数 是 解决 物 

质 宇宙 的 数学 的 关键 。 历 史 已 经 表明 , 当 哈密 顿 坚持 “.…… 我 仍然 

361 必须 断言 ,我 认为 这 一 发 现 对 于 十 九 世纪 中 时 的 重要 性 , 正如 流 数 
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[ 微 积 分 学 ] 的 发 现 对 于 十 七 世纪 末 叶 的 重要 人 性” 时, 他 是 可 翡 地 其 
强 了 他 自己 。 从 来 没有 一 个 伟大 的 数学 家 这 样 毫 无 希望 地 错误 
过 。 


哈密 顿 一 生 的 最 后 二 十 二 年 几乎 完全 致力 于 对 四 元 数 的 详细 
阐述 ,包括 它们 对 动力 学 、 天 文学 和 光波 理论 的 应 用 , 以 及 他 的 大 
量 通 信 。 哈 密 顿 去 世 后 发 表 的 “四 元 数 基础 > 的 过 份 详尽 的 风格 ， 
清楚 地 说 明了 它 的 作者 的 生活 方式 的 影响 。 他 于 1865 年 9 月 2 
日 死 于 痛风 ， 这 以 后 人 们 发 现 哈密 顿 身后 留 下 了 大 量 混 乱 得 难以 
形容 的 文稿 ， 和 大 约 六 十 大 本 充满 了 数学 的 手稿 ， 他 的 著作 的 令 
人 满意 的 版 本 即将 出 版 。 他 的 文稿 的 状况 , 证 明了 他 一 生 的 最 后 
三 分 之 一 时 间 是 在 怎样 艰难 的 家 庭 环 境 中 度 过 的 ;在 他 那 堆积 如 
山 的 文稿 中 , 埋藏 着 无 数 的 盘子 ,里 面 盛 着 变 千 了 的 、 没 有 吃 过 的 
猪排 ， 从 杂乱 无 章 的 东西 中 ， 挖 据 出 了 足够 供应 一 大 家 人 吃 的 饭 
业 。 喻 密 顿 在 最 后 一 段 时 间 生 活 得 象 一 个 遂 世 者 ， 对 他 在 工作 时 
塞 给 他 的 饭菜 毫 不 理 卢 , 沉溺 在 他 的 梦想 中 . 他 那 卓越 天 才 的 最 后 
一 次 巨大 努力 , 将 使 他 自己 和 他 亲爱 的 爱尔兰 得 以 不 朽 , 将 作为 自 
牛顿 的 《原理 > 问世 以 来 对 科学 的 最 伟大 数学 贡献 而 永远 屹立 。 

他 把 他 不 朽 的 光荣 赖 以 建立 的 、 他 的 早期 工作 , 视 为 他 的 巨 作 
旁边 的 几乎 不 重要 的 东西 。 直 到 最 后 ， 他 始终 是 谦 摆 而 虔 减 的 , 完 
全 不 为 他 的 科学 声誉 担心 。 “我 长 期 以 来 欣赏 托 勒 密 对 他 伟大 的 
天 文学 大 师 希 巴克 斯 的 描绘 ， hvfio Nbmrovos xai piaNn0#s, 一 
个 热爱 劳动 和 热爱 真理 的 人 。 但 愿 我 的 幕 志 铭 也 如 此 。” 
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各 罗 拟 


a69 诸 神 自身 向 思春 进行 的 斗争 也 没有 胜 
阿 贝 耳 死 于 贫穷 ， 伽 罗 瓦 则 死 于 黑豆 。 全 部 科学 史上 ， 极 度 

电 屠 战胜 不 可 抑制 的 天 才 的 例子 , 再 没有 比 埃 瓦 里 斯 - 伽 罗 瓦 过 于 ， 
短促 的 一 生 所 提供 的 例子 更 全 面 了 。 关于 他 的 不 幸 的 记录 ,很 可 

能 作为 一 切 自信 的 教书 匠 、 无 耻 的 政客 .和 骄 做 自满 的 院士 们 的 一 
个 不 祥 的 纪念 碑 而 竖立 。 仰 罗 瓦 不 是 “无 用 的 天 神 ”， 但 是 面 对 大 
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纤 思 给 的 人 联合 反对 他 , 就 连 他 那 非凡 的 力量 也 被 粉碎 了 , 他 在 同 
一 个 接着 一 个 的 不 可 战胜 的 爷 才 的 斗争 中 , 耗 尽 了 他 的 生命 。 

伽 罗 瓦 一 生 中 的 最 初 十 一 年 是 幸福 的 。 他 的 双 崇 住 在 莱茵 河 
昱 的 布尔 小 村 里 ， 就 在 巴黎 城 外 ，1811 年 10 月 站 日 ， 埃 瓦 里 斯 
就 诞生 在 那里 。 埃 瓦 里 斯 的 父亲 尼 十 拉 - 加 布 里 埃 尔 . 伽 罗 瓦 是 十 
八 世 纪 的 遗 老 , 他 有 教养 、 聪 明 、 富 于 哲学 思想 , 对 王权 深恶痛绝 ， 
对 自由 无 限 热爱 。 在 拿破仑 逃离 厄 尔 巴 岛 的 “ 百 日 复 尽 ? 期 间 ,人 
罗 瓦 被 选 为 该 村 的 村 长 , 滑铁卢 战役 以 后 , 他 保持 着 他 的 职位 ， 在 
国王 治 下 忠诚 服务 , 支持 村 民 们 反对 教士 , 在 社交 集会 上 用 他 自己 
创作 的 老式 的 诗歌 让 人 们 高 兴 。 这 些 无 害 的 活动 ， 后 来 却 证 明 是 
这 个 和 芒 可 亲 的 人 和 毁灭 的 原因 。 

- 代 罗 矶 直到 十 二 岁 时 ， 除 了 他 的 母亲 阿 代 拉 伊 德 .玛丽 . 德 芒 
以 外 ,没有 别 的 教师 。 伽 罗 瓦 性 格 中 的 一 些 特点 是 从 他 母亲 继承 
来 的 ， 她 出 身 于 一 个 显要 的 律师 世家 。 她 的 父亲 好 象 有 几 分 讨 萌 
血统 。 他 给 了 他 的 女儿 彻底 的 古典 教育 和 宗教 教育 , 她 又 把 这 些 
教育 赋 与 她 的 大 儿子 ， 不 过 不 是 把 她 所 接受 的 东西 原封 不 动 地 教 363 
给 他 , 而 是 独 出 心 裁 地 把 它 熔 合成 一 种 强 有 力 的 坚忍 精神 。 她 没 
有 拒绝 基督 教 , 也 没有 毫 无 疑问 地 全 盘 接 受 , 她 只 是 把 基督 的 教义 
与 塞 涅 卡 和 西 塞 罗 的 学 说 加 以 对 照 ， 把 一 切 都 归纳 为 它们 的 基本 
美德 。 她 的 朋友 们 记得 她 是 一 个 性 格 坚 强 的 女子 ， 有 她 自己 的 见 
解 , 慷慨 , 有 明显 的 创造 能 力 , 好 奇 , 喜欢 探索 , 有 时 流 于 自 相 矛 盾 。 
她 死 于 1872 年 , 终年 八 十 四 岁 。 直 到 最 后 , 她 始终 思想 清晰 有 力 。 
她 象 她 丈夫 一 样 , 懂 恨 暴政 。 

在 癸 罗 瓦 的 父系 或 母系 方面 ， 都 没有 关于 数学 才能 的 记载 。 
他 自己 的 数学 天 才 ， 或 许 是 在 青春 期 开始 时 象 爆炸 似 地 进发 出 来 
的 。 在 孩童 时 代 , 他 感情 充沛 ， 比 较 严 肃 , 不 过 他 也 很 喜欢 参加 为 


364 
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了 向 他 的 父亲 表示 敬意 而 经 常 举行 的 欢乐 的 庆祝 活动 ， 甚 至 创作 
诗歌 和 对 话 来 使 客人 们 高 兴 。 所 有 这 一 切 ， 在 卓 鄙 的 迫害 和 时 虱 
的 误解 的 刺 痛 下 , 便 都 改变 了 , 迫害 和 误解 不 是 来 自 他 的 父母 , 而 
是 来 自 他 的 教师 们 。 

1823 年 , 合 罗 瓦 十 二 岁 时 进 了 巴黎 的 路 易 大 帝 皇 家 学 院 ， 这 
是 他 上 的 第 一 所 学 校 。 那 地 方 阴森 可 怕 , 戒备 森严 , 由 一 个 与 其 说 
是 教师 不 如 说 是 政治 上 的 监狱 看 守 的 圣 职 候补 者 统治 着 ， 这 地 方 
看 上 去 象 一 座 监狱 , 实际 上 也 正 是 一 所 监狱 。 1823 年 的 法 国 ， 对 
大 革命 记忆 犹 新 。 那 是 一 个 策划 阴谋 和 反 阴 谋 的 时 代 ， 充 满 暴乱 
和 革命 谣言 的 时 代 。 所 有 这 一 切 在 学 校 里 都 引起 共鸣 。 学 生 们 怀 
疑 这 位 圣 职 候补 者 在 打算 让 耶稣 会 会 士 卷 土 重 来 , 他 们 罢课 , 拒绝 
在 教堂 里 唱 圣 歌 。 圣 职 候补 者 不 通知 学 生 家 长 而 把 那些 他 认为 最 
有 罪 的 人 开除 了 。 他 们 流落 街头 。 僻 罗 瓦 不 在 他 们 当中 , 但 是 如 
果 他 在 , 对 他 倒 要 好 些 。 

直到 这 时 ， 暴 政 对 这 个 十 二 岁 的 孩子 来 说 ， 还 仅仅 是 口头 上 
的 。 现 在 他 在 行动 上 看 见 它 了 ， 这 个 经 历 使 他 的 性 格 的 一 个 方面 
终生 都 不 正常 。 他 被 震惊 得 怒不可遏 。 他 的 学 习 ; 由 于 他 母亲 在 
古典 文学 方面 的 极 好 的 教导 , 成 绩优 异 , 他 得 了 奖 。 但 是 他 也 获得 
了 一 种 比 任何 奖励 都 更 持久 的 东西 , 那 就 是 一 种 顽强 的 信念 , 不 论 
它 是 正确 的 还 是 错误 的 , 他 认为 不 管 是 长 惧 还 是 最 严 历 的 惩罚 , 都 
不 能 在 这 些 经 历 了 第 一 次 无 私 的 献身 的 年 轻 的 心灵 中 ， 扑 灭 正义 
感 和 公正 待人 。 这 是 他 的 同学 们 用 他 们 的 勇气 教 给 他 的 。 伽 罗 瓦 
从 来 没有 忘记 他 们 的 榜样 。 他 太 年 轻 了 , 不 能 不 激怒 。 

随后 的 一 年 , 标志 着 这 个 年 轻 孩子 生活 中 的 另 一 次 危机 。 他 
对 文学 和 古典 文学 的 俯首 贴 耳 的 兴趣 消失 了 , 变 得 厌烦 了 ; 他 的 数 
学 天 才 已 经 在 生气 却 勃 地 活跃 起 来 。 他 的 教师 们 建议 让 他 留级 。 
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埃 瓦 里 斯 的 父亲 反对 , 于 是 这 孩子 继续 做 着 修辞 学 、 拉 丁 文 和 希腊 
文 的 没完 没 了 的 练习 。 据 报告 ， 他 的 成 绩 低 劣 , 他 的 行为 “放荡 ” 
教师 们 如 愿 以 偿 了 。 伽 罗 瓦 降级 了 。 他 被 迫 春 下 他 的 天 才 所 拒绝 
的 残 汤 剩 饭 。 他 感到 厌烦 , 对 他 的 功课 数 衍 塞责 , 既 不 努力 也 不 感 
兴趣 地 混 日 子 。 数 学 课 比 起 消化 古典 文学 这 种 严肃 的 事情 来 ， 多 
多 少 少 是 一 种 附带 的 东西 。 所 以 各 个 年 级 和 不 同年 龄 的 学 生 都 在 
其 他 课程 之 余 学 习 初 等 数学 。 

正 是 在 这 非常 厌烦 的 一 年 ， 苏 罗 瓦 开始 学 正规 学 校 的 数学 课 
了 。 他 发 现 了 勤 让 德 的 光辉 的 几何 学 。 据 说 就 连 学 生 当中 比较 好 的 
数学 人 才 , 要 掌握 勒 让 德 , 一 般 也 需要 两 年 的 时 间 。 爷 罗 瓦 从 头 到 
尾 读 完了 几何 学 , 就 象 其 他 孩子 读 一 本 关于 海盗 的 故事 那样 容易 。 
这 本 书 唤 起 了 他 的 热情 ; 它 不 是 一 本 雇佣 文人 写 的 教科 书 , 而 是 一 
个 富 于 创造 性 的 数学 家 所 创作 的 艺术 品 。 只 要 读 一 遍 就 足以 把 初 
等 几何 学 的 整个 结构 , 一 清二 楚 地 显示 给 这 个 着 了 迷 的 孩子 了 。 他 
已 经 掌握 了 它 。 

他 对 代数 的 反映 是 很 有 启发 性 的 。 代数 使 他 厌恶 ， 当 我 们 考 
虑 到 伽 罗 瓦 有 着 怎样 的 头脑 时 ， 他 对 代数 的 厌恶 是 有 非常 充分 的 
理由 的 。 这 里 没有 象 勒 让 德 那样 的 大 师 去 鼓 钴 他 。 代 数 方面 的 课 
本 只 不 过 是 学 校 的 教科 书 而 已 。 人 铮 罗 瓦 轻 项 地 把 它 扔 在 一 边 。 他 
说 ; 它 缺 乏 创造 者 的 机 人 敏 , 那 是 只 有 富 于 创造 力 的 数学 家 能 够 给 予 
的 。 既然 已 经 通过 其 著作 结识 了 一 位 大 数学 家 ,， 伽 罗 瓦 就 自己 着 
手 来 解决 问题 了 。 他 不 顾 教师 吹 毛 求 辛 地 过 份 着 重 细节 ， 直 接 从 
当时 最 伟大 的 大 师 拉 格 朗 日 那里 去 学 他 的 代数 。 后 来 他 阅读 了 阿 
贝 耳 的 著作 。 这 个 十 四 、 五 岁 的 孩子 , 吸取 了 为 成 熟 的 专业 数学 家 
们 写作 的 代数 分 析 的 巨著 一 一 关于 方程 数值 解 、 解 析 函 数论 , 以 及 
函数 的 微 积分 方面 的 论文 。 他 在 课堂 上 的 数学 成 绩 平平 ; 传统 的 
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365 课程 对 于 一 个 数学 天 才 说 来 是 微不足道 的 ， 也 是 掌握 真正 的 数学 
所 不 需要 的 。 
伽 罗 瓦 能 够 几乎 完全 凭 心 \ 算 进行 最 困难 的 数 学 上 的 调查 研 
究 。 这 种 特殊 的 天 赋 无 需 教师 或 主考 人 的 帮助 。 他 们 坚持 的 那些 
细节 , 在 他 看 来 是 太 显 而 易 见 或 太 琐碎 了 , 使 他 愤怒 得 准 以 忍受 ， 
他 常常 发 脾气 。 然 而 他 在 总 考 中 仍然 获奖 。 教 师 们 和 同学 们 都 很 
惊讶 , 当 他 们 失败 时 , 伽 罗 瓦 却 用 突击 夺 得 他 的 王国 。 

-由 于 这 样 初次 认识 到 自己 的 巨大 力量 ， 匣 罗 素 的 性 格 发 生 了 
深刻 的 变化 。 他 知道 了 他 与 代数 分 析 方 面 的 大 师 们 的 密切 关系 ， 
他 感到 无 比 自豪 , 渴望 着 冲 到 前 面 去 , 和 他 们 较量 他 的 力量 。 他 的 
家 人 一 一 甚至 他 的 异乎 寻常 的 母亲 一 一 发 现 他 很 奇怪 。 在 学 校 
里 ， 他 似乎 在 他 的 教师 和 同学 们 心里 引起 一 种 害怕 和 爸 怒 相 混合 
的 奇怪 的 感情 。 他 的 教师 们 都 是 好 人 , 而 县 有 耐心 , 但 是 他 们 是 遇 
娩 的 ， 而 对 于 伽 罗 瓦 ， 昌 霖 是 不 能 原谅 的 罪恶 。 在 这 一 年 的 年 初 ， 
他 们 报告 说 他 “很 温和 , 充满 着 天 真 和 良好 的 品质 , 但 是 一 一 ”接着 
他 们 就 说 “他 身上 有 点 奇怪 的 东西 ”无 疑 是 有 的 。 这 孩子 有 着 不 
寻常 的 头脑 。 过 了 不 久 , 他 们 承认 他 不 是 “调皮 捣蛋”， 只 不 过 是 
“有 独创 性 和 古怪 , “好 争 辨 , ”他 们 抱怨 他 喜欢 取笑 他 的 同伴 。 这 
一 切 无 疑 是 应 该 受到 严厉 语 走 的 ， 但 是 他 们 可 以 用 他 们 的 眼睛 看 
看 。 这 孩子 发 现 了 数学 , 他 已 经 被 他 的 精灵 驱使 着 了 。 在 这 觉醒 
的 一 年 的 年 底 ， 我 们 得 知 “ 他 的 古怪 使 他 和 所 有 的 同伴 疏远 了 ,” 
他 的 教师 们 注意 到 “他 的 性 格 中 有 点 神秘 的 东西 。 更 糟糕 的 是 他 
们 指责 他 “假装 胸怀 大 志和 有 独到 见解 ”但 是 确实 有 人 承认 傅 罗 
瓦 数 学 很 好 。 他 的 修辞 学 教师 们 满足 于 一 名 古典 的 讽刺 话 , “他 的 
聪明 现在 只 是 一 种 我 们 不 能 相信 的 神话 。” 他 们 抱怨 他 在 给 他 指 
定 的 工作 中 一 一 当 他 打算 在 上 面 花 费 一 点 心思 是 马虎 了 











欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 章 ”天 才 与 思 配 425 


草 和 证 里 古怪 ， 故 意 地 用 无 休止 的 “胡闹 ”来 使 他 的 教师 们 厌烦 。 
这 最 后 一 点 不 是 指 干 坏事 ， 因 为 伽 罗 瓦 并 没有 恶意 。 那 仅 仅 是 用 





一 个 强烈 的 措 词 , 来 描述 一 个 第 一 流 的 数学 天 才 , 决 不 能 把 他 的 聪 


明 才智 浪费 在 迁 腐 的 学 究 们 详细 阐述 的 、 无 用 的 修辞 学 上 。 

有 一 个 人 出 于 他 永远 可 靠 的 .数学 上 的 洞察 力 , 宣称 饰 罗 瓦 在 
文学 研究 方面 和 他 在 数学 上 同样 能 干 。 伽 罗 宽 看 来 是 被 这 个 人 的 
好 意 打 动 了 。 他 答应 给 修辞 学 一 个 机 会 。 但 是 他 的 数学 魔鬼 这 时 已 
被 完全 唤醒 了 ,大 喷 大 叫 地 要 出 来 了 ， 可 怜 的 伽 罗 瓦 失 去 了 天 恩 。 
在 短 短 的 时 间 内 , 这 位 持 不 同意 见 的 教师 就 站 在 大 多 数 人 一 边 , 投 
了 和 他 们 一 致 的 票 。: 他 斐 误 地 承认 , 件 罗 瓦 不 可 救 药 了 ,“ 鸡 人 艇 宵 
满 , 不 可 容忍 的 、 装 模 作 样 的 独创 性 。” 但 是 这 位 卖 族 学 问 的 教师 
提出 了 一 个 极 好 的 :恼怒 的 建议 ; 以 挽回 他 的 面子 。 如 果 这 个 建议 
被 采纳 了 , 伽 罗 瓦 可 能 会 活 到 八 寸 岁 “对 数学 的 疯狂 主 字 了 这 孩 
子 ,我 想 他 的 父母 最 好 是 让 他 只 学 数学 。 他 在 这 里 浪费 他 的 时 间 ， 
他 所 做 的 一 切 都 是 折磨 他 的 教师 们 , 并 给 他 自己 招来 责备 。” 


十 六 岁 时 ， 爷 罗 巨 犯 了 一 个 奇 入 的 错误 。 他 不 知道 阿 贝 守 在 - 


他 的 事业 开始 时 就 自 认 为 他 已 做 出 了 不 可 能 做 到 的 事 ， 解 决 了 一 
般 五 次 方程 的 问题 ; 做 罗 巨 董 复 了 这 个 错误 。 有 一 个 时 期 -一 不 


过 时 间 很 短 一 一 他 相信 他 已 经 做 到 了 不 可 能 做 到 的 事 。 这 仅仅 是 


阿 员 耳 和 伽 罗 瓦 丙 人 的 经 历 中 几 个 特别 相似 之 处 中 的 一 个 。 

当 伽 罗 瓦 在 十 六 岁 时 已 经 很 好 地 开始 了 他 那 重 大 发 驱 的 事业 
时 , 他 的 数学 教师 囊 尼 埃 仍 在 不 断 地 对 他 啼 路 切 妥 ,就 象 一 只 母 灼 
组 出 了 一 只 小 座 ， 而 不 知道 怎样 把 这 个 不 守 规 矩 的 家 伙 的 双 脚 固 
定 在 谷 仓 院子 里 那 一 大 堆 脏 士 上 一 样 。 韦 尼 埃 恳求 伽 罗 瓦 按 步 就 
班 地 工作 。 伽 罗素 忽略 了 这 个 忠告 ， 没有 准备 就 去 参加 了 巴黎 综 
合 工科 学 校 的 竞争 性 的 入 学 考试 。 这 所 伟大 的 学 校 是 法 国 数学 家 





367 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


426 数 学 精 英 


之 母 , 创办 于 法 国 大 革命 期 间 ( 有 人 说 是 蒙 日 创办 的 ) 目的 是 为 了 
给 土木 工程 师 和 军事 工程 师 们 提供 世界 上 任何 地 方 所 能 得 到 的 、 
最 好 的 科学 教育 和 数学 教育 。 这 所 学 校对 丰 心 勃勃 的 伽 罗 瓦 有 
双重 吸引 力 。 在 综合 工科 学 校 , 他 的 数学 才能 可 以 得 到 赏识 和 最 
大 的 鼓励 。 还 有 他 对 人 身 自由 和 言论 自由 的 渴望 也 会 得 到 满足 ; 
因为 难道 不 正 是 强 有 力 的 、 大 胆 的 、 综 合 工科 学 校 的 学 员 们 一 一 
其 中 有 些 是 未 来 的 军官 领袖 一 一 始终 是 那些 企图 破坏 光荣 的 革命 
工作 ， 恢 复 腐朽 的 教士 阶级 和 国王 们 的 神圣 权利 的 反动 阴谋 家 的 
眼中 钉 吗 ?大 胆 指 综合 工科 学 校 的 学 员 们 , 至 少 在 俘 罗 瓦 孩 子 气 的 . 
眼中 ; 跟 路 易 大 帝 学 院 那 些 象 吹 胡子 腰 眼 无足轻重 的 人 似 地 嘱 叭 
喷 嘻 的 修辞 学 教师 们 , 不 是 同一 类 的 人 , 他 们 是 一 帮 献 身 的 青年 爱 





” 国 者 。 以 后 的 事件 不 久 就 会 证 明 , 他 的 估价 至 少 部 分 是 正确 的 。 


伽 罗 现 考 试 失败 了 。 不 只 是 他 一 个 人 认为 他 的 失败 是 一 种 帅 
尼 的 、 不 公正 行为 的 结果 。 他 曾经 无 情 地 嘲笑 过 的 同伴 们 都 大 吃 
一 惊 。 他 们 相信 和 伽 罗 瓦 具有 最 高 级 的 数学 天 才 ， 他 们 怀疑 他 的 主 
考 人 是 些 不 称职 的 人 。 将 近 四 分 之 一 世纪 以 后 ， 秦 尔 奈 姆 提醒 他 
的 读者 们 , 这 场 争论 并 未 结束 。 泰 尔 奢 姆 是 专门 维护 投考 综合 工 
科学 校 和 师范 学 院 的 考生 利益 的 数学 杂志 “新 数学 年 鉴 的 编辑 。 
他 在 评论 佑 罗 瓦 的 失败 和 另 一 个 例子 中 主考 人 的 难以 理解 的 裁决 
时 说 , “一 个 高 等 智力 的 报考 者 ， 败 在 一 个 智力 低下 的 主考 人 手中 
了 。 Hic ego barbarus sum quia mon intelligor illis [ 因 为 他 们 
不 了 解 我 , 我 是 一 个 野蛮 人 。]…… 考 试 是 神秘 莫 测 的 事情 ， 我 在 
它 面 前 屈服 。 正如 神学 的 许多 神秘 莫 测 的 事情 一 样 ,理智 必须 谦 
插 地 承认 它们 ， 而 无 需 设 法 去 了 解 它们 。” 至 于 邵 罗 瓦 ， 这 次 失败 
几乎 是 最 后 的 一 击 , 它 迫 使 他 依靠 自己 , 使 他 的 生活 更 加 痛苦 。 

1828 年 伽 罗 瓦 证 七 岁 ， 这 是 他 重大 的 一 年 ， 第 一 次 遇 到 了 一 
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个 能 够 了 解 他 的 天 才 的 人 ， 路 易 大 帝 学 院 高 级 数学 (专业 数学 班 ) 
教师 路 易 -保罗 - 埃 米尔 -里 夏 尔 (1795--1849)。 里 夏 尔 不 是 一 个 
普 普 通通 的 教师 , 而 是 一 个 有 才能 的 人 。 他 在 空余 时 间 去 巴黎 大 
学 听 有 关 几 何 学 的 高 级 讲座 , 及 时 了 解 当时 的 数学 家 们 的 进展 , 并 
把 它 传 给 他 的 学 生 们 。 他 胆 小 、 谦 虚 、 不 谋私 利 , 把 他 的 全 部 才能 
都 贡献 给 他 的 学 生 们 。 这 个 不 肯 为 了 促进 自己 的 利益 而 花 一 点 力 
气 的 人 ,在 他 的 学 生 的 前 途 遇 到 危急 情况 时 , 不 惜 作出 任何 牺牲。 
他 完全 忘记 了 自己 , 热心 地 通过 更 能 干 的 人 们 的 工作 , 来 促进 数学 
的 发 展 。. 尽 管 他 在 科学 界 药 朋友 们 极力 劲 他 写作 ， 而 且 对 于 他 鼓 
舞 人 心 的 教导 ， 十 九 世 纪 杰 出 的 法 国 数学 家 中 不 只 一 个 对 他 表示 
感激 ， 如 通过 纯 数学 分 析 与 亚当 斯 一 起 共同 发 现 海王 星 的 勒 书 里 
埃 ; 著名 几何 学 家 、 第 一 个 系统 地 阐述 徊 罗 瓦 的 方程 论 的 、 高 等 代 
数 经 典 著作 的 作者 塞 尔 ; 第 一 流 的 代数 学 家 和 算数 学 家 埃 尔 米 特 ; 
最 后 , 是 伽 罗 瓦 。 

”里 夏 尔 一 下 子 就 认识 到 落 在 他 手 里 的 是 什么 一 “法 国 的 阿 
贝 耳 。” 仙 罗 瓦 交 去 的 、 对 一 些 难题 的 独到 解答 , 都 令 人 自豪 地 对 
全 班 学 生 作 了 解释 , 给 了 这 个 年 轻 的 作者 公正 的 称赞 , 里 夏 尔 并 公 
开 地 宣扬 ,这 个 非凡 的 学 生 应 该 不 经 考试 直接 进入 综合 工科 学 校 。 
他 给 了 仰 罗 瓦 头等 奖 ; 并 在 他 的 学 期 报告 中 写 道 ,“ 这 个 学 生 有 着 
超出 他 所 有 的 同学 的 明显 优势 ， 他 只 在 数学 最 先进 的 部 分 上 工 
作 。” 所 有 这 一 切 都 是 确 确实 实 的 。 人 徊 罗 瑟 十 七 岁 时 就 在 方程 理 
论 方面 做 着 划时代 的 重要 发 现 ， 这 些 发 现 的 重要 性 经 过 一 个 多 世 
纪 以 后 还 没有 穷尽 。 1829 年 3 月 ， 伽 罗 瓦 发 表 了 他 的 第 一 篇 论 
文 ; 论 连 分 式 。 这 篇 论文 没有 包含 他 已 作出 的 伟大 的 东西 , 但 是 它 
足以 向 他 的 同学 们 宣告 ,他 不 仅仅 是 一 个 学 者 , 而 且 是 一 个 富 于 创 
造 力 的 数学 家 。 
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当时 法 国 主要 的 数学 家 是 柯 西 。 在 发 明 创造 的 丰富 方面 , 很 
少 有 人 能 与 柯 西 相 比 ; 正如 我 们 所 知 ,他 的 选集 之 多 , 在 数量 上 仅 
仅 被 历史 上 最 多 产 的 数学 家 欧 拉 和 山菜 @ 的 作品 所 超过 。 不 论 什 
么 时 候 ， 当 科学 院 想 要 对 提交 给 它 考虑 的 一 篇 数学 论文 提出 权威 
性 意 郊 的 时 候 , 它 总 是 找到 柯 西 。 一 般 说 来 , 他 是 一 个 迅速 而 公正 
的 评阅 人 , 但 是 他 也 有 失误 的 时 候 。 不 地 的 是 他 失误 的 情况 都 是 
最 重要 的 在 数学 史上 , 两 次 主要 的 灾难 都 是 由 入 柯 西 的 疏忽 造 
成 的 : 那 就 是 对 徊 罗 瓦 的 怨 略 和 对 阿 册 耳 的 不 公平 的 对 待 。 对 阿 
贝 耳 , 柯 西 具有 部 分 责任 ， 但 是 对 伽 罗 瓦 的 不 可 原谅 的 疏忽 , 责任 
全 在 柯 西 。 

， 合 罗 丽 把 他 直到 十 七 岁 时 的 重大 发 现 写 成 一 篇 论文 ， 准 备 旦 
交 科学 院 。 柯 西 答应 送 交 这 篇 论文 , 但 是 他 忘记 了 。 最 后 他 竟然 
不 称职 到 把 作者 的 摘要 遗失 子 。 这 就 是 伽 罗 瓦 对 柯 西 惊 慨 的 允诺 
所 昕 到 的 最 后 的 消息 。 这 只 不 过 是 一 连 串 类 似 的 灾难 中 的 第 一 
件 ， 这 些 灾难 促使 这 个 遭 到 挫折 的 孩子 对 科学 院 和 科学 院 院士 们 
的 慢 怒 的 芒 视 ， 变 成 对 他 注定 要 在 其 中 生活 的 整个 思春 的 社会 的 
强烈 仇恨 。 a Re 

尽管 这 个 备 受 折磨 的 孩子 表现 出 明显 的 才华 ， 现 在 他 在 学 术 
里 却 连 想 做 他 自己 愿意 做 的 事 也 不 可 能 。 学 校 当 局 不 让 他 安静 地 
在 他 丰富 的 发 现 领域 里 去 获得 成 果 ， 而 是 用 一 些 琐 事 把 他 上 烦 扰 得 
发 狂 。 用 他 们 无 休止 的 说 教 和 矮 罚 激 起 他 的 公开 反抗 。 他 们 在 他 


身上 找 不 出 任何 东西 ， 只 有 骄 做 自满 和 一 种 想 要 成 为 数学 家 的 坚 


强 决心 。 他 已 经 是 一 个 数学 家 了 , 但 是 他 们 不 知道 。 
在 他 十 八 岁 的 时 候 ， 又 有 两 个 灾难 给 伽 罗 瓦 的 性 格 带 来 了 最 


DD 仅 就 截至 1936 年 实际 出 版 的 数量 而 言 。 当 欧 拉 的 著作 最 后 全 部 出 版 时 , 无 
会 超过 柯 西 。 
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后 的 影响 。 他 第 二 次 参加 综合 工科 学 校 的 入 学 考试 。 一 些 连 给 他 
前 铅笔 也 不 配 的 人 坐 在 那里 评判 他 。 结 果 是 可 想 而 知 的 。 合 罗 瓦 
失败 了 。 这 是 他 最 后 的 机 会 ; 综合 工科 学 校 的 大 门 永远 对 他 关闭 
1 ] E 
那 次 考试 已 经 成 为 一 个 传奇 。 伽 罗 瓦 几乎 完全 赁 脑子 工作 的 
习惯 , 使 他 在 黑板 面前 处 于 非常 不 利 的 地 位 。 粉笔 和 板 刷 妨碍 了 
他 -一 直到 他 对 其 中 的 一 样 找到 合适 的 用 途 才 好 一 些 。 在 考试 的 
口试 部 分 ,一 个 主考 人 冒昧 地 和 合 罗 瓦 辩 论 一 道 数 学 难题 。 这 个 
人 明明 错 了 ; 但 又 很 固执 。 伽 罗 瓦 眼见 他 作为 一 个 数学 家 和 综合 
工科 学 校 的 民主 自由 的 职业 斗士 的 全 部 希望 和 整个 生活 正在 落 
空 ,他 完全 失去 了 忍耐 。 他 知道 他 已 经 失败 了 。 在 一 阵 愤怒 和 拓 
望 中 , 他 把 板 刷 扔 到 那个 折磨 他 的 人 的 脸 上 , 狠 狠 地 击 中 了 。 
， 最 后 的 打击 是 伽 罗 瓦 的 父亲 的 惨死 。 老 伽 罗 瓦 作为 菜 黄河 畔 
的 布尔 的 市 长 , 尤其 是 因为 他 总 是 支持 村 民 们 反对 神父 , 成 了 当时 
教士 们 搞 阴 谋 话 计 的 把 子 。 在 1827 年 的 选举 风暴 以 后 , 一 个 鬼 计 和 多 
端的 年 经 神父 组 织 了 一 场 反 对 市 长 的 捍 鄙 的 运动 。 这 个 狐 独 的 神 
父 利用 市 长 擅长 写 诗 这 一 众所周知 的 特点 ， 编 写 了 一 组 针对 市 长 
的 一 个 家 庭 成 员 的 既 下 流 又 遇 愉 的 诗 , 签 上 市 长 的 名 字 , 在 市 民 中 
免费 散发 。 极 其 正派 的 市 长 因为 这 场 迫 害 而 难受 得 发 狂 ,一 天 , 趁 aro 
他 妻子 不 在 的 时 候 ,他 偷偷 地 去 了 巴黎 , 在 离 他 儿子 就 读 的 学 校 不 
远 的 一 间 房间 里 自杀 了 。 在 出 迟 时 暴发 了 严重 的 骚乱 。 愤 怒 的 市 民 
们 投掷 石头 ; 一 个 神父 作 头 被 击 中 了 。 伽 罗 瓦 看 见 他 父亲 的 棺材 在 
一 种 不 合 时 宜 的 暴乱 中 被 放 进 了 坟墓。 从 此 以 后 , 他 怀疑 到 处 者 
存在 着 他 所 增 恨 的 不 公正 , 他 在 任何 事情 上 都 看 不 见 善良 。 

伽 罗 瓦 第 二 次 报考 综合 工科 学 校 失 败 后 ， 回 到 学 校准 备 从 事 
教书 生涯 。 这 时 学 校 来 了 一 位 新 校长 ,一 个 趋 炎 附 势 . 给 保皇 派 和 
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教士 们 充当 密探 的 胆小鬼 ， 在 不 久 就 要 从 根本 上 动 播 法 兰 西 的 政 
治 大 变动 中 , 这 个 人 左右 着 缘 、 迎合 潮流 的 行为 , 对 爷 罗 瓦 的 最 后 
几 年 有 一 种 悲剧 性 的 影响 。 

癸 罗 瓦 仍然 受到 他 的 教师 们 的 迫害 和 恶意 的 误解 ， 他 在 这 种 
情况 下 为 期 终 考试 作 准备 。 他 的 主考 人 的 评语 是 很 有 趣 的 。 数 学 
和 物理 学 的 评语 ， 他 得 到 “很 好 ”。 最 后 的 口试 引起 这 样 的 评语 : 
“这 个 学 生 有 时 不 能 清楚 地 表达 他 的 思想 , 但 是 他 有 才智 ， 表 现 出 
卓越 的 研究 精神 。 他 告诉 了 我 一 些 应 用 分 析 中 的 新 结果 。” 文 学 
的 评语 是 :“ 这 是 对 我 的 问题 回答 得 很 精 糕 的 唯一 的 学 生 ; 他 简直 
什么 也 不 知道 。 我 听 说 这 个 学 生 对 学 数学 有 一 种 非凡 的 才华 ， 这 
使 我 非常 惊讶 ; 因为 在 他 考试 以 后 , 我 认为 他 没有 甚么 才华 。 他 成 
功 地 隐 随 了 这 一 点 , 正 象 他 向 我 隐瞒 了 一 样 。 如 果 说 这 个 学 生 真 
是 象 我 以 前 认为 的 那样 ， 我 确实 很 怀疑 他 是 否 还 能 成 为 一 个 好 的 
教师 ”对 这 个 评语 , 伽 罗 瓦 记 起 他 自己 的 一 些 好 老师 ， 他 可 能 回 
答 .“ 决 没有 的 事 。” 

“1830 年 2 月 , 伯 罗 瓦 十 九 岁 时 ， 明 确 地 被 承认 具有 大 学 的 声 
望 。 他 确 知 他 有 超常 的 能 力 ， 这 点 再 次 反映 在 他 对 辛 辛 苦 苦 的 教 
师 们 的 令 人 旦 惧 的 轻 项 上 ， 他 继续 按照 自己 的 主意 独 肖 工作 。 这 
一 年 他 写 出 了 三 篇 论文 , 在 其 中 开辟 了 新 的 领域 。 这 些 论文 包含 
了 一 点 他 关于 代数 方程 论 的 伟大 工作 。 它 远 远 超过 了 当时 已 经 做 
过 的 任何 东西 。 伽 罗 瓦 满怀 希望 地 把 它 ( 还 有 进一步 的 结果 ) 包 括 
在 一 篇 提交 科学 院 的 、 参 加 数学 大 奖 赛 的 论文 中 。 这 项 大 奖 仍然 
是 数学 研究 中 的 最 高 荣誉 ， 只 有 当时 第 一 流 的 数学 家 们 能 够 去 况 
争 。 专 家 们 认为 伽 罗 瓦 的 论文 是 完全 有 资格 获奖 的 。 它 是 最 富 于 
独创 性 的 工作 。 正 象 伽 罗 瓦 完全 公正 地 说 的 “我 作出 的 这 些 研 究 
成 果 , 将 使 许多 著名 学 者 对 他 们 的 研究 跨 足 不 前 。” 
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手稿 安全 地 到 了 秘书 手中 。 秘书 把 它 带 回 家 去 审阅 , 但 是 还 
没有 来 得 及 看 就 去 世 了 。 人 们 在 他 死 后 搜寻 他 的 文件 时 , 这 篇 手 
稿 连 一 点 踪迹 也 没有 找到 。 这 就 是 伽 罗 瓦 最 后 一 次 听 说 起 它 。 很 
难 责备 他 把 他 的 不 幸 归 和 个 于 比 纯 出 偶然 更 难 断定 的 东西 。 在 柯 西 . 
的 疏忽 之 后 , 又 发 生 了 同样 的 事情 , 看 来 太 象 是 天 意 而 不 仅仅 是 意 
外 了 。 他 说 ,“ 天 才 是 被 一 个 恶毒 的 社会 组 织 为 了 有 利于 奉承 讨好 
的 平庸 之 辈 ， 而 判定 永远 不 给 予 公正 的 。 他 的 异 恨 加 深 了 ， 他 多 
力 投入 政治 活动 , 站 在 当时 被 禁止 的 激进 派 、 共 和 派 一 边 。 





1830 年 革命 最 初 的 射击 声 使 伽 罗 瓦 非常 高 兴 。 他 试图 把 他 
的 同学 们 拉 进 这 场 冲突 中 去 , 但 是 他 们 长 缩 不 前 , 那 位 善于 迎合 法 
流 的 校长 要 他 们 以 名 准 担 保 ,不 离开 学 校 。 伽 罗 瓦 拒绝 作出 保证 ， 
校长 恩 求 他 当天 留 在 学 校 。 校长 的 话说 得 很 不 得 体 , 而 且 毫 无 党 
识 。 鸽 罗 瓦 被 激怒 了 ,企图 在 夜间 逃走 , 但 是 围墙 太 高 , 出 不 去 。 
那 以 后 在 整个 “光荣 的 三 天 ”中 , 综合 工科 学 校 英勇 、 年 轻 的 学 员 们 ， 
走 上 街头 , 做 出 名 垂青 史 的 大 事 , 这 时 这 位 校长 却 小 心 谨慎 地 把 他 
管辖 下 的 学 生 锁 在 学 校 里 。 校 长 准备 观望 形势 然后 行动 。 超 义 成 
功 地 完成 子 ， 猜 犹 的 校长 慷慨 地 把 他 的 学 生 交 给 临时 政府 随意 处 
置 * 这 对 伽 罗 瓦 的 政治 信念 产生 了 最 后 的 打击 。 他 在 假期 中 以 他 
对 群众 权利 的 狂热 支持 ， 使 他 的 家 人 和 少年 时 代 的 朋友 们 感到 震 
惊 。 z I 
1830 年 的 最 后 几 个 月 ， 象 通常 在 一 次 彻底 的 政治 骚乱 之 后 一 

样 动 葛 不 安 。 精 粕 沉 到 了 底下 , 乍 贱 的 人 升 到 了 项 上 , 悬 在 二 者 之 
” 间 的 人 口中 的 温和 分 子 则 犹 列 不 决 , 无 所 适 从 。 爷 罗 瓦 回 到 了 学 
院 , 他 把 校长 的 趋 炎 附 势 、 左右 连 源 和 学 生 们 软弱 无 力 的 效忠 , 与 
综合 工科 学 校 中 他 们 的 严格 的 对 立 面 加 以 对 比 。 他 再 也 不 能 忍受 
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372 无 所 作为 的 耻辱 , 便 给 《学 报 > 写 了 一 封 言 词 激 烈 的 信 , 在 信 中 对 学 
生 和 校长 都 作 了 他 认为 他 们 应 得 的 评价 。 学 生 们 本 来 能 够 保全 
他 , 但 是 他 们 缺乏 骨气 , 伽 罗 瓦 被 开除 了 。 愤 慨 之 余 , 徊 罗 瓦 给 < 学 
报 > 写 了 第 二 封 信 , 向 学 生 们 讲话 。 他 写 道 :“ 我 不 是 为 我 自己 向 你 
们 请 求 什么 ,而 是 为 了 你 们 的 荣誉 , 并 根据 你 们 的 良心 , 黑 直 说 了 
我 的 看 法 。” 这 封 信 没 有 回复 ， 原 因 很 明显 ， 伽 罗 瓦 向 他 们 呼吁 的 
那些 人 , 既 没 有 荣誉 , 也 没有 良心 。 

现在 可 以 随心 所 欲 了 , 伽 罗 现 宣 布 私人 开 赣 讲授 高 等 代数 , 效 
周一 次 。 他 这 时 十 九 岁 , 是 一 个 富 于 创造 力 的 、 最 最 第 一 流 的 数学 
家 , 忽 售 课程 ， 却 没有 买主 。 他 开 的 课程 将 色 括 “一 种 新 的 假想 理 
论 [现在 以 在 代数 和 数论 中 极其 重要 的 “ 佩 罗 瓦 假想 ”理论 著称 ]; 








用 根 式 求解 方程 的 理论 , 以 人 人 


都 是 他 自己 的 工作 。 
由 于 找 不 到 学 生 ， 和 罗 需 知 时 放弃 了 数学 参加 了 国民 警卫 队 
的 炮兵 ， 四 个 炮兵 营 中 有 两 个 营 几 乎 完全 是 由 自称 为 “人 民 之 友 ” 


的 自由 派 组 成 的 。 不 过 他 并 没有 完全 放弃 数学 。 他 在 泊 松 的 鼓励 . 


现在 称 为 “ 优 罗 





下 , 向 科学 院 呈 交 了 一 篇 有 关 方 程 的 一 般 求解 


瓦 理论 ”一 一 的 论文 。 此 是 研究 万 有 引力 、 电 学 和 磁 学 的 数学 理 
论 , 都 会 记 起 泊 松 的 名 字 , 他 提交 了 一 份 熬 簿 塞 责 的 报告 。 他 说 这 ” 
篇 论文 是 “不 可 理解 的 , ”但 是 他 没有 说 明 他 花 了 多 少时 间 得 出 这 
个 惊人 的 结论 。 这 是 终于 使 人 不 能 忍受 的 最 后 一 击 。 仰 罗 瓦 把 他 


的 全 部 力量 投入 了 革命 的 政治 活动 。 他 写 道 . 人 
来 唤起 人 民 , 我 愿 献 出 我 的 。” 
1831 年 5 月 9 日 , 标志 着 事变 的 前 光 。 大 约 丙 百 个 青年 共和 


党 人 举行 了 一 次 宴会 ， 抗 议 王室 关于 解散 伽 罗 所 参加 过 的 炮兵 ， 


的 命令 。 他 们 为 1789 年 和 4793 年 的 革命 祝酒 干杯 , .为 罗 但 斯 庇 


小 


“We .iN 
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尔 祝酒 干杯 , 并 为 1830 年 的 革命 祝酒 干杯 。 这 次 来 会 的 整个 气氛 

是 革命 的 和 挑 峡 的 。 伽 罗 瓦 站 起 来 , 一 手 拿 着 酒杯 , 一 手 拿 着 打开 
的 小 刀 , 提议 : “为 国王 路易 "菲利普 ”干杯 ,他 的 同伴 们 误解 了 祝酒 

的 意义 ,把 他 嗪 了 下 来 。 然 后 他 们 看 见 了 打开 的 小 刀 。 他 们 把 这 解 

释 为 对 国王 的 性 命 的 威胁 , 狂 喊 着 表示 赞同 。 伽 罗 瓦 的 一 个 朋友 看 ”373 
见 大 促 马 和 其 他 知名 人 士 从 敞开 的 窗户 外 面 走 过 ， 他 县 求 伽 罗 瓦 
坐 下 , 但 是 喧闹 在 继续 下 去 。 伽 罗 瓦 一 时 间 成 了 英雄 , 炮兵 们 涌 上 
街头 , 通宵 跳舞 , 庆祝 他 们 充沛 的 精力 。 第 二 天 伽 罗 瓦 在 他 母亲 的 
住所 被 捕 , 并 被 投 进 了 圣 . 佩 拉 热 监狱 。 

一 个 聪明 的 律师 在 伽 罗 瓦 的 忠实 朋友 的 帮助 下 ， 制 订 了 一 篇 
巧妙 的 辩护 辞 , 大 意 是 说 伽 罗 瓦 确实 是 说 过 :“ 为 路 易 . 菲 利 普 ， 如 
事实 也 是 这 样 。 祝酒 中 的 那 半 句 能 够 搭救 他 的 话 , 他 的 朋友 们 发 
暂 说 他 们 是 听见 的 ， 只 不 过 被 口哨 声 淹没 了 ， 只 有 那些 高 说 话 的 
人 很 近 的 人 听 清 了 他 说 的 是 什么 。 徊 罗 瓦 不 承认 他 说 了 这 半 句 能 
够 搭救 他 的 话 。 

在 审判 期 间 ， 伽 罗 瓦 的 态度 表现 出 对 法 庭 和 他 的 控诉 人 的 高 
做 的 轻 蕊 。 他 不 顾 后 果 ， 发 表 了 反对 一 切 政治 上 的 非 正义 力量 的 
激烈 演说 。 法 官 是 一 个 自己 有 子女 的 人 。 他 警告 被 告 , 这 样 做 于 
他 的 案子 不 利 , 并 严厉 地 制止 了 他 。 起 诉 在 一 个 论点 上 是 模 楼 两 
可 的 , 即 当 发 生 事件 的 那 家 饭店 被 作为 私人 宴会 的 场所 时 , 是 否 是 
一 个 “公共 场所 >。 黎 罗 瓦 的 自由 就 系 于 这 一 微妙 的 法 律 论点 。 但 ， 
是 法 庭 和 陪审 团 都 为 被 告 是 如 此 年 轻 所 打动 了 。 经 过 十 分 钟 的 审 
议 后 , 陪审 团 裁决 被 告 无 罪 。 伽 罗 瓦 从 证 据 台 上 拿 起 他 的 小 刀 , 关 
上 , 随手 放 进口 袋 , 一 声 不 响 地 离开 了 审判 室 。 

他 的 自由 没有 保持 多 久 。 不 过 一 个 月 的 时 间 , 1831 年 7 月 才 
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日 他 再 次 被 逮捕 ， 这 次 是 作为 防范 措施 。 当时 共和 党 人 准备 举行 
一 次 庆祝 活动 , 而 伽 罗 瓦 由 于 在 当局 眼中 被 视 为 一 个 “危险 的 激进 
派 ” 无端 地 被 拘禁 了 。 全 法 国 的 政府 报纸 都 大 肆 喧 染 警察 的 这 种 
了 不 起 的 突然 袭击 。 现 在 他 们 有 了 “危险 的 共和 党 人 埃 瓦 里 斯 .人 
罗 瓦 ,> 他 在 那里 无 论 如 何 也 不 可 能 发 动 一 场 革命 。 但 是 他 们 很 难 
找 出 一 条 合法 的 罪名 , 足以 使 他 受审 。 不 错 , 他 在 被 捕 时 是 全 副 起 
装 的 , 但 是 他 没有 拒捕 。 伽 罗 瓦 不 是 一 个 傻子。 假如 他 们 控告 他 阴 
谋反 对 政府 呢 ? 太 重 了 ;不 会 通过 没有 哪个 陪审 团 会 给 定罪。 
唉 ! 经 过 两 个 月 不 停 的 冥 思 苦 想 ， 他 们 终于 捏造 出 一 条 罪名 。 伽 
罗 瓦 在 被 捕 时 穿 的 是 炮兵 制服 。 但 是 炮兵 已 经 解散 。 因 此 伽 罗 瓦 
犯 了 非法 穿 制服 菲 。 这 次 他 们 定 了 他 的 罪 。 和 他 一 起 被 捕 的 一 个 
朋友 被 判刑 三 个 月 ; 伽 罗 瓦 被 判 六 个 月 徒刑 。 他 将 被 监禁 在 圣 . 佩 
拉 热 , 直到 1832 年 4 月 29 日 。 他 的 妹妹 说 ,展望 质 在 他 前 面 的 暗 
无 天 日 的 日 子 , 他 看 上 去 快要 五 十 岁 了 。 怎么 不 会 呢 ?“ 天 跑 下 来 
也 得 让 正义 占 优势 。” 


' 监狱 里 对 政治 犯 的 惩罚 不 重 ,他 们 受到 适度 的 人 道 待遇 。 大 
多 数 人 醒 着 的 时 候 在 专 供 他 们 使 用 的 院子 里 散步 ， 或 是 在 小 卖 部 
喝酒 一 一 那 是 监狱 长 私人 贪污 受贿 的 地 方 。 不 久 , 伽 罗 瓦 由 于 他 
忧郁 的 面容 , 节制 饮食 的 习惯 ， 和 他 永远 专注 的 神情 , 成 为 快活 的 
酒 徙 们 取笑 的 对 象 。 他 是 在 专心 干 他 的 数学 , 但 他 不 能 不 听 到 对 
他 的 奚落 辱骂 。 

“怎么 ! 你 只 喝 水 ? 离开 共和 党 ， 回 到 你 的 数学 那里 去 吧 。” 
一 一 没有 酒 和 女人 ,你 永远 不 会 成 为 一 个 人 。?” 伽 罗 瓦 被 他 们 刺 
激 得 受 不 住 了 , 他 抓 起 一 瓶 白兰 地 ,不 知道 它 是 什么 ,也 不 管 它 是 
什么 , 就 喝 了 下 去 。 一 个 正派 的 同 监 犯 照 顾 他 , 直到 他 清醒 过 来 。 
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当 他 认识 到 他 做 了 什么 时 , 他 的 这 次 丢脸 使 他 受到 极 大 的 打击 。 

他 终于 逃 出 了 当时 法 国 作家 笔下 巴黎 最 脏 脏 的 阴沟 。 1832 
年 霍乱 流行 , 居 记 着 伽 罗 瓦 的 当局 们 在 3 月 16 日 把 他 转 到 了 一 记 
医院 。 这 位 曾经 威胁 到 路 易 * 非 利 普 的 性 命 的 “重要 政治 犯 ” 太 宝 
贵 了 , 不 能 让 他 暴露 在 霍乱 病 面 前 。 

侨 罗 瓦 是 假释 出 狱 的 ， 所 以 他 反而 有 充分 机 会 和 外 面 的 人 兄 
面 。 这 样 , 他 就 偶然 地 经 历 了 他 的 第 一 次 、 也 是 唯一 的 一 次 恋爱 。 
在 这 件 事 上 , 也 象 在 其 他 事情 上 一 样 , 他 是 不 幸 的 。 一 个 不 足 取 的 
寻 娘 (“低级 客栈 里 的 卖弄 风骚 的 女人 ”) 找 上 了 他 。 伯 罗 瓦 对 待 这 
件 事 很 狂暴 , 他 讨厌 爱情 , 讨厌 他 自己 ， 也 讨厌 这 个 姑娘 。 他 写 信 
给 他 忠实 的 朋友 奥 古 斯 特 谢 瓦 利 埃 ,“ 你 的 信和 充满 了 使 徒 的 同情 ， 


给 我 带 来 了 一 点 平静 。 但 是 怎样 消除 我 所 体验 过 的 那样 热烈 的 感 : 


情 的 痕迹 呢 ? …… 在 重 谈 你 的 来 信 时 ,我 注意 到 一 句 话 ， 你 责备 我 
为 一 个 否 污 了 我 的 心 、 我 的 头脑 和 我 的 双手 的 腐朽 世界 的 浓 落 腐 
化 而 陶醉 …… 陶 醉 ! 我 对 一 切 的 幻想 都 已 破灭 ， 其 至 对 爱情 和 名 
声 的 幻想 也 已 破灭 。 一 个 我 所 增 恶 的 世界 怎 能 焉 污 我 呢 ?” 这 是 
1832 年 5 月 25 日 写 的 。 四 天 以 后 他 自由 了 。 他 打算 到 乡间 去 休 
息 和 思考 。 


5 月 29 日 那天 发 生 的 事情 ,人们 不 确切 知道 。 下 面 从 两 封 信 

中 摘录 的 话 , 提出 了 通常 作为 事实 真象 被 接受 的 情况 : 人 匣 罗 瓦 刚 刚 

获释 就 与 政敌 发 生 了 争吵 。 这 些 “ 爱 国 者 ”只 是 一 心 想 要 打架 ,不 

幸 的 伯 罗 瓦 命中 注定 在 一 场 决 斗 中 和 他 们 较量 。 在 一 封 日 期 为 
1832 年 5 月 29 日 的 “ 致 全 体 共和 党 人 书 ” 中 ,全 罗 瓦 写 道 . 

“我 请 求爱 国 者 和 我 的 朋友 们 不 要 为 了 我 不 是 为 祖国 而 

死 责 备 我 。 我 是 作为 一 个 无 耻 的 、 卖弄 风情 的 女子 的 受害 者 
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而 死 。 我 的 生命 是 在 一 场 可 悲 的 争吵 中 熄灭 的 。 啊 ! 为 什么 


要 为 了 这 样 渺小 的 事情 而 死 , 为 了 一 件 如 此 插 吕 的 事情 而 死 ! 
6 请 原谅 那些 杀 死 我 的 人 ， 他 们 是 真诚 的 。” 在 另 一 封 写 给 
两 个 未 指名 的 朋友 的 信 中 , 他 写 道 ,“ 两 个 爱国 者 已 经 向 我 提 
出 挑战 一 一 拒绝 , 对 我 来 说 是 不 可 能 的 。 我 请 求 你 们 原谅 我 
没有 征求 你 们 的 意见 。 但 是 我 的 对 手 们 相信 我 为 了 自己 的 名 
誉 而 不 会 预先 通知 任何 爱国 者 。 你 们 的 任务 很 简单 ; 证 明 我 
是 不 得 已 而 决斗 的 ， 那 就 是 说 已 经 用 尽 了 一 切 调解 办 法 之 后 
才 决 斗 的 …… 既 然 命 运 没有 给 我 足够 的 时 间 ， 让 我 活 到 我 的 
国家 知道 我 的 名 字 , 请 保留 对 我 的 记忆 吧 。 我 至 死 是 你 们 的 
朋友 。 





也. 佑 罗 瓦 ” 

这 些 就 是 他 写 的 最 后 的 话 。 在 写 这 些 信之 前 , 整个 晚上 , 他 把 
飞逝 的 时 间 用 来 焦躁 地 一 气 写 出 他 的 科学 上 的 最 后 遗言 ， 在 死亡 
之 前 (他 预见 到 死亡 能 够 扎 上 他 ) 尽 快 地 写 ,把 他 丰富 的 思想 中 那些 
伟大 的 东西 尽量 写 一 些 出 来 。 他 不 时 中 断 , 在 纸 边 空白 处 写 上 “我 
没有 时 间 , 我 没有 时 间 , ”然后 又 接着 涂写 下 一 个 极其 党 草 的 提纲 。 
他 在 天 之 之 前 那 最 后 几 个 小 时 拼命 写 出 的 东西 ， 将 使 世 世 代 代 的 
数学 家 们 忙 上 几 百 年 。 他 一 劳 永 逸 地 给 一 个 折磨 了 数学 家 们 达 几 
世纪 之 和 久 的 谜 , 找 出 了 真正 的 解答 。 这 个 谜 就 是 在 什么 条 件 下 方 
程 是 可 解 的 。 但 这 只 不 过 是 许多 事情 中 的 一 件 。 在 这 项 伟大 的 工 
作 中 ,， 伽 罗 瓦 极其 成 功 地 用 了 群 论 ( 见 柯 西 一 章 )。 伯 罗 瓦 的 确 是 
这 个 今天 在 全 部 数学 中 具有 根本 重要 性 的 抽象 理论 的 一 个 伟大 先 
驱 者 。 


除了 这 封 心烦 意 乱 的 信 以 外 ， 伽 罗 瓦 把 他 曾经 打算 送 交 科学 
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院 的 一 些 手稿 托付 给 他 的 科学 执行 人 。 十 四 年 以 后 ，1848 年 ， 约 
瑟 夫 . 刘 维尔 为 “纯粹 数学 和 应 用 数学 杂志 > 编辑 了 部 分 手稿 。 刘 
维尔 本 人 是 一 个 杰出 的 、 富 于 创造 力 的 数学 家 , 也 是 这 个 重要 杂志 
的 编辑 , 他 在 序言 中 写 道 . 

“ 埃 瓦 里 斯 ' 伽 罗 瓦 的 这 个 重要 著作 的 目的 ， 是 阐明 方程 能 用 
根 式 求解 所 必需 的 条 件 。 作者 为 一 个 一 般 理论 莫 定 了 基础 , 他 把 
这 个 理论 详尽 地 应 用 于 素数 次 方程 。 仙 罗 瓦 在 他 十 六 岁 、 还 是 路 
易 大 帝 皇 家 学 院 的 学 生 时 …… 已 在 着 手 研究 这 个 困难 的 问题 。” 
刘 维尔 接着 叙述 学 院 的 评阅 人 拒绝 了 伽 罗 瓦 的 论文 ， 因 为 它们 模 
糊 难 解 。 他 接着 说 :“ 产 生 这 个 缺点 的 原因 是 过 份 追 求 简练 , 这 个 
缺点 是 在 对 待 抽象 而 神秘 的 纯 代 数 问题 时 ， 我 们 应 该 首先 竭力 吉 
免 的 。 当 你 试图 领导 读者 远 远离 开 老路 , 步 入 更 广阔 的 领域 时 , 确 
实 更 加 需要 清楚 明了 。 正如 笛 卡 儿 说 的 , 在 论述 玄妙 的 问题 时 ， 
应 该 玄妙 地 清楚 。 伽 罗 瓦 常常 过 于 忽略 这 个 告 诚 了 。 我 们 能 够 理 
解 ， 杰 出 的 数学 家 们 之 所 以 任 他 们 贤明 的 告 诚 ， 努 力 把 才华 横 滋 
但 缺乏 经 验 的 初学 者 拉 回 到 正路 上 来 , 这 样 做 是 应 该 的 。 他 们 指 
责 的 作者 就 在 他 们 前 面 , 热情 , 活跃; 他 本 该 从 他 们 的 忠告 中 获得 
教 益 。 

“但 是 现在 一 切 都 改变 了 。 徊 罗 瓦 不 存在 了 ! 让 我 们 抛 开 无 
用 的 批评 ， 让 我 们 把 缺点 留 在 那里 而 看 看 成 绩 .” 刘 维 尔 继续 说 
明 他 怎样 研究 了 手稿 ， 拣 出 了 一 个 应 该 特别 注意 的 完美 的 珍 
证 

“ 当 我 弥补 上 一 些小 小 的 缺陷 后 ， 看 出 了 伽 罗 瓦 所 证 明 的 方 
法 , 特别 是 一 个 美妙 的 公理 , 是 完全 正确 的 , 这 一 瞬间 , 我 的 热心 得 
到 了 充分 的 报 偿 , 我 感受 到 极 大 的 喜悦 。 这 个 美妙 的 公理 是 ; 为 使 
一 个 不 可 约 的 素数 次 方程 可 用 根 式 求解 ， 充 分 而 必要 的 条 件 是 所 
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有 它 的 根 都 是 任意 两 个 根 的 有 理 函 数 。”@ 

伽 罗 瓦 把 他 的 遗嘱 委托 给 他 忠实 的 朋友 奥 古 斯 特 ` 谢 瓦 利 埃 ， 
全 世界 都 应 该 感谢 它 被 保留 了 下 来 。 “我 亲爱 的 朋友 , ”他 开始 写 
道 ，“ 我 在 分 析 方 面 作 出 了 一 些 新 的 发 现 。 然后 他 在 时 间 人 允许 的 
情况 下 着 手写 出 大 网。 它们 是 划时代 的 。 他 结束 说 :“ 请 雅 可 比 或 
高 斯 公开 提出 他 们 的 意见 , 不 是 对 这 些 公理 的 正确 性 , 而 是 对 它们 
的 重要 性 。 我 希望 以 后 会 有 人 发 现 , 辨 读 这 一 堆 写 得 很 党 草 的 东 
西 ,对 他 们 是 有 益 的 。 满 怀 激情 地 拥抱 你 。 瑟 . 伽 罗 瓦 。” 

轻易 信任 别人 的 伽 罗 瓦 ! 雅 可 比 是 惊 慨 的 ; 高 斯 会 说 什么 呢 ? 
关于 阿 贝 耳 他 是 怎么 说 的 ? 关于 柯 西 , 或 者 关于 罗 巴 切 夫 斯 基 , 他 
略 去 了 什么 没有 说 ? 尽管 有 了 那 一 切 痛苦 的 经 历 ， 伽 罗 瓦 仍然 是 
一 个 怀抱 希望 的 孩子 。 

1832 年 5 月 31 日 清晨 很 时 的 时 候 ， 伽 罗 瓦 在 “决斗 场 ”与 他 
的 敢 手相 遇 。 决 斗 是 在 二 十 五 步 的 距离 用 手枪 对 射 。 佑 罗 瓦 倒 下 
了 ， 肠 子 被 射 穿 。 没有 医生 在 场 。 他 被 丢 在 他 倒 下 的 地 方 。 九 点 
钟 的 时 候 , 一 个 路 过 那里 的 农民 把 他 送 到 利 尚 医 院 。 伽 罗 瓦 知道 
他 快 死 了 。 在 不 可 避免 的 腹膜 炎 开始 以 前 ,在 他 的 神志 仍然 完全 
清醒 的 时 候 ， 佑 罗 瓦 拒绝 了 一 个 神父 的 祈祷。 也 许 他 记 起 了 他 的 
父亲 。 他 的 弟弟 ， 他 的 家 人 中 唯一 得 到 通知 的 一 个 , 流 着 泪 赶 到 
了 。 伽 罗 殉 努力 以 一 种 坚忍 精神 去 安慰 他 的 弟弟 ; “不 要 器 , ”他 
说 ， 我 需要 我 的 全 部 勇气 在 二 十 岁 时 死去 。” 

1832 年 5 月 31 日 上 午 , 伽 罗 瓦 正在 他 二 十 一 岁 上 去 世 了 。 他 
被 埋葬 在 南 公 墓 的 普通 壕沟 里 , 所 以 今天 埃 瓦 里 斯 * 合 罗 瓦 的 坟 医 
已 无 踪迹 可 寻 。 他 不 朽 的 纪念 碑 是 他 的 著作 , 共 六 十 页 。 
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第 二 十 一 章 不 变量 的 挛 生 兄弟 
饥 菜 和 西 尔 维 斯 特 


不 变量 理论 是 在 凯 某 强 有 力 的 手中 消 
现 出 来 的 ， 但 是 它 最 后 形成 一 个 完美 的 艺 
术 品 ,博得 后 世 数 学 家 们 的 赞美 , 主要 是 由 
于 西 尔 维 斯 特 的 才智 以 其 闪光 的 灵机 妙 想 
照 亮 了 它 。 
一 一 P.A. 麦克 马 洪 
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“很 难 给 现代 数学 的 广阔 范围 一 个 明确 的 概念 。 “范围 这 个 
词 不 确切 ， 我 的 意思 是 指 充满 了 美妙 的 细节 的 范围 一 一 不 是 一 个 
象 一 马 平川 的 平原 那样 单调 乏味 的 范围 ， 而 是 象 一 个 从 远 处 猛然 
看 上 去 的 辽阔 美 丽 的 乡村 , 它 能 经 得 起 人 们 在 其 中 漫步 ,详细 研究 
一 切 山坡 、 峡 谷 .小 溪 、 岩 石 .树木 和 花草 。 但 是 , 正如 对 一 切 事物 
一 样 , 对 一 个 数学 理论 也 如 是 一 一 美 , 只 能 意 会 而 不 能 言传 。” 

这 些 话 引 自 凯 菜 1883 年 担任 英国 科学 促进 协会 主席 的 就 职 
演说 , 它们 也 很 可 以 用 于 他 自己 的 巨大 的 著作 。 就 丰富 的 创造 力 
而 言 , 欧 拉 、 柯 西 和 凯 莱 自 成 一 类 , 在 他 们 后 面 远 远 跟 着 的 是 庞 加 
菜 ( 他 比 这 几 个 人 都 去 世 得 早 )。 这 只 是 就 这 些 人 的 工作 数量 来 说 ; 
工作 的 质量 是 另 一 回 事 ， 那 要 部 分 由 这 些 巨人 们 提出 的 思想 在 数 
学 研究 中 出 现 的 频繁 程度 , 部 分 由 单纯 的 个 人 主张 , 部 分 由 民族 偏 
见 来 判断 。 

凯 莱 关于 现代 数学 的 广阔 范围 的 这 些 话 ， 提 醒 我 们 把 我 们 的 
注意 限制 在 他 自己 那些 显然 引进 了 新 颖 而 深远 的 思想 的 工作 的 一 
些 特点 上 。 葛 定 他 最 伟大 的 名 声 的 工作 是 不 变量 理论 ， 以 及 由 这 
个 广阔 的 理论 中 自然 地 产生 出 来 的 东西 ， 他 是 这 个 理论 的 创始 者 
和 卓绝 的 发 展 者 ， 在 这 项 工作 中 得 到 他 的 朋友 西 尔 维 斯 特 高 明 的 
大 力 支持 。 不 变量 的 概念 对 于 现代 物理 , 特别 是 相对 论 , 有 着 极其 
重要 的 意义 ,但 是 这 不 是 它 应 该 受到 注意 的 主要 原因 。 众 所 周知 ， 
许多 物理 理论 是 必须 修正 和 抛弃 的 ; 不 变量 理论 作为 对 纯 数学 的 
永恒 的 增加 部 分 , 看 来 是 建立 在 更 坚固 的 基础 上 的 。 

凯 菜 首创 的 另 一 个 思想 是 “高 维 空间 >(m 维 空间 ) 几何 , 它 对 
现代 科学 同样 具有 重要 意义 , 但 是 作为 纯 数学 的 思想 , 则 无 可 比拟 
地 更 为 重要 。 和 矩阵 理论 也 是 同样 的 , 它 也 是 凯 莱 的 发 明 。 在 非 欧 
几何 方面 ， 凯 莱 为 克 莱 因 的 杰出 的 发 现 销 平 了 道路 ， 这 个 发 现 就 








欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 一 章 ”不 变量 的 李 生 兄弟 441 


是 , 欧 几 里 得 几何 同 罗 巴 切 夫 斯 基 和 黎 曼 的 非 欧 几 里 得 几何 , 这 三 
种 几何 都 仅仅 是 一 种 把 它们 包括 在 内 作为 特殊 情况 的 更 一 般 的 几 
何 的 不 同方 面 。 我 们 在 概述 了 饥 菜 和 他 的 朋友 西 尔 维 斯 特 的 生平 
之 后 , 将 简单 地 说 明 他 的 这 些 贡献 的 性 质 。 

如 果 可 能 的 话 ， 应 该 把 凯 莱 和 西 尔 维 斯 特 的 生平 放 在 一 起 来 
写 。 这 两 个 人 完全 互相 衬托 , 每 一 个 人 的 一 生 都 在 很 大 程度 上 填 
补 了 另 一 个 人 生活 中 的 不 足 。 凯 莱 的 一 生 是 平静 的 , 西 尔 维 斯 特 
的 一 生 则 象 他 上 自己 苦 湿地 说 的 那样 , 把 他 的 大 量 精力 用 在 “与 世界 
搏斗 "上 。 西 尔 维 斯 特 的 思想 有 时 象 推动 水 车 的 水 流 那 样 涝 涌 灌 
急 ; 凯 莱 的 思想 总 是 强 有 力 的 、 稳定 的 平静 的 。 凯 莱 极 少 人 允许 他 
自己 用 书面 表达 任何 东西 而 不 带 有 精确 的 数学 陈述 的 严 遵 一 一 本 
章 开 始 引用 的 比喻 只 是 一 个 极 少 有 的 例外 ; 西 尔 维 斯 特 几 乎 一 谈 
到 数学 就 会 立刻 变 得 几乎 带 有 东方 的 诗意 ， 他 那 遏 止 不 住 的 热情 
往往 使 他 仓促 行事 。 然 而 , 这 两 个 人 成 了 知 交 , 在 一 些 不 管 他 们 两 
人 中 哪 一 个 做 出 的 最 好 的 工作 上 都 互相 鼓励 , 例如 , 在 不 变量 理论 
和 和 矩阵 理论 上 都 是 如 此 (后 面 要 讲 到 )。 

两 个 人 的 性 格 上 既然 是 这 样 , * 他 们 的 友谊 的 进程 并 不 总 是 融洽 
的 永 不 足 为 奇 了 。 西 尔 维 斯 特 经 常 处 在 爆发 点 上 , 凯 莱 则 平静 地 
坐 在 安全 闪 上 , 相信 他 的 容易 激动 的 朋友 很 快 就 会 冷静 下 来 , 那 时 
他 就 能 够 平静 地 重新 开始 他 们 的 讨论 ， 好 象 西 尔 维 斯 特 从 未 发 过 
火 似 的 ; 而 西 尔 维 斯 特 那 一 方 则 不 顾 他 的 急性 子 的 轻率 一 一 直到 
他 为 了 另 一 件 事 发 怒 为 止 。 在 很 多 方面 ， 这 奇怪 地 志趣 相投 的 一 
对 , 腕 象 一 对 度 蜜月 的 夫妻 , 只 不 过 这 友谊 的 一 方 从 来 不 发 脾气 。 
虽然 西 尔 维 斯 特 比 凯 莱 大 七 岁 , 我 们 仍 从 凯 莱 开始 。 西 尔 维 斯 特 
的 生活 很 目 然 地 间 入 凯 莱 生活 的 平静 的 缓 流 ， 就 象 一 条 深 深 的 河 
流 当中 一 氛 粗 糙 的 石头 。 
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阿 琴 " 凯 菜 于 1821 年 8 月 16 日 出 生 在 萨 里 的 里 士 满 , 那 时 他 
的 父母 在 英国 暂 住 , 他 是 他 们 的 第 二 个 儿子 。 在 他 的 父亲 这 方面 ， 
凯 莱 把 他 的 家 系 追 湖 到 诺 曼 征 服 (1066 年 ) 的 时 代 ， 其 至 更 早 ， 追 
溯 到 在 诺曼底 的 一 个 男 珊 的 家 世 。 这 是 一 个 有 才华 的 家 族 , 象 达 尔 
文 的 家 族 一 样 ， 可 以 给 学 遗传 学 的 学 生 们 提供 许多 可 以 参考 的 材 
料 。 他 的 母亲 玛丽 亚 . 安 东 妮 娅 * 道 蒂 ， 有 人 说 她 有 俄国 血统 。 他 
的 父亲 是 一 个 从 事 俄国 贸易 的 英国 商人 ， 阿 瑟 是 在 他 的 父母 定期 
回 英国 的 一 次 探望 中 出 生 的 。 

1829 年 阿 瑟 八 岁 时 , 这 个 商人 退休 了 , 从 此 在 英国 定居 。 阿 
琶 被 送 到 布 菜 克 里 什 的 一 所 私立 学 校 , 后 来 , 在 他 十 四 岁 时 ,又 被 
送 到 伦敦 的 国王 学 院 。 他 很 早 就 显示 出 数学 天 才 。 他 卓越 才能 的 
最 初 展现 , 和 高 斯 一 样 , 年 轻 的 凯 莱 在 长 数值 计算 方面 发 展 了 惊人 
的 技巧 , 他 做 这 些 计 算是 为 了 娱乐 。 在 开始 正式 学 习 数学 时 , 他 很 
快 就 超过 了 学 校 里 的 其 他 学 生 , 不 久 , 他 象 后 来 逢 入 大 学 时 那样 ， 
成 为 特别 出 众 的 学 生 。 他 的 教师 们 一 致 认为 这 孩子 是 个 天 生 的 数 
学 家 。 他 应 该 以 数学 作为 他 的 职业 。 凯 莱 的 教师 们 和 合 罗 瓦 的 教师 
们 形成 了 鲜明 的 对 照 , 他 们 从 一 开始 就 看 出 了 他 的 才能 , 给 了 他 一 
切 喜 励 。 一 开始 ,退休 的 商人 激烈 反对 他 的 儿子 成 为 数学 家 。 但 是 
最 后 他 终于 被 学 校 的 校长 说 服 了 , 他 同意 了 ， 给 了 他 祝福 , 也 给 了 
钱 。 他 决定 把 他 的 儿子 送 到 剑桥 去 。 

山 莱 十 七 岁 时 在 剑桥 大 学 三 一 学 院 开 始 了 他 的 大 学 生活 。 在 
他 的 同学 中 , 他 被 看 作 一 个 对 看 小 说 有 一 种 古怪 的 热情 的 “十 足 的 
数学 家 。 凯 莱 确 实 终生 都 热衷 于 阅读 有 些 夺 张 的 小 说 , 这 些小 说 
现在 被 认为 是 古典 小 说 ， 它 们 曾经 使 十 九 世 纪 四 十 年 代 和 五 十 年 
代 的 读者 着 迷 。 他 似乎 最 喜欢 司 各 脱 , 其 次 是 简 . 奥 斯 汀 。 后 来 他 
读 了 辽 哆 雷 的 作品 , 可 是 不 喜欢 他 ; 他 从 来 不 能 把 狄更斯 的 小 说 读 
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下 去 。 拜 伦 的 叙事 诗 博得 了 他 的 赞赏 虽然 他 那 有 儿 分 清教徒 式 
的 、 维 多 利 亚 时 代 的 口味 ， 使 他 厌恶 许多 最 好 的 东西 ， 他 也 从 来 
没有 读 过 有 趣 的 轻浮 子弟 < 唐 . 开 >。 莎士比亚 的 戏剧 ,特别 是 喜 
剧 ， 是 他 终生 都 喜爱 的 。 
一 一 方面 ， 他 一 再 阅读 格 罗 特 的 宛 长 的 < 希腊 史 > 和 麦 考 某 的 文体 
优美 的 < 英国 史 >。 他 在 中 学 学 的 古 希 腊 文 ， 是 他 终生 保持 的 阅读 
语言 ,他 用 法 文 阅读 和 写作 , 象 用 英文 一 样 容易 ， 在 他 读 遍 了 维 多 
利 亚 时 代 的 古典 著作 (或 它们 使 他 厌倦 了 ) 以 后 ， 他 的 德 文 和 意 大 
利文 知识 给 他 提供 了 许多 阅读 材料 。 欣 赏 严肃 的 小 说 只 是 他 的 一 
种 消 罩 ; 我 们 继续 讲 下 去 , 就 会 提 到 其 它 的 消 遗 了 。 

凯 莱 在 剑桥 大 学 读 完 三 年 级 时 ， 他 在 数学 上 已 远 远 超出 了 其 
他 人 , 以 至 主考 人 在 他 的 名 字 下 面 画 了 一 条 线 , 把 这 个 年 轻 人 归 入 
“在 第 一 名 之 上 ”的 最 出 众 的 一 类 。1842 年 凯 莱 二 十 一 岁 时 ， 是 剑 
桥 大 学 数学 荣誉 学 位 考试 的 老 资 格 一 等 及 格 者 ， 同 年 他 又 取得 了 
争取 史密斯 奖金 的 更 困难 的 考试 的 第 一 名 。 

-按照 一 个 极 好 的 计划 ， 凯 莱 这 时 有 希望 得 到 特别 研究 生 奖 学 
金 , 这 笔 奖金 能 够 使 他 在 几 年 内 做 他 想 做 的 事 。 他 被 选 为 为 期 三 年 

三 一 学 院 特别 研究 生 和 助理 导师 。 要 是 他 愿意 担任 圣 职 , 他 的 
任期 可 能 还 会 延长, 但 是 虽然 凯 菜 是 英国 基督 教 圣 公会 的 教徒 , 他 
也 不 能 忍受 为 了 紧 紧 抓 住 他 的 工作 ; 或 为 了 得 到 一 个 更 好 的 工作 ， 
OA 
仰 ,也 不 扰乱 他 们 的 良心 。 

他 的 职责 很 轻松 , 几乎 到 了 没有 责任 的 程度 ， 他 带 几 个 学 生 ， 
但 是 人 数 不 多 , 不 至 于 影响 他 自己 或 他 的 工作 。 他 尽量 利用 他 的 自 
由 , 继续 他 在 上 大 学 时 就 已 开始 的 数学 研究 。 象 阿 贝 耳 . 伽 罗 瓦 , 和 
其 他 许多 在 数学 上 取得 很 大 成 就 的 人 一 样 ， 凯 莱 也 到 大 上 师 们 的 车 
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作 中 去 寻找 他 的 灵感 。 他 的 第 一 项 工作 就 是 从 他 对 拉客 朗 日 和 拉 
普 拉 斯 的 研究 中 产生 出 来 的 , 它 发 表 于 1841 年 ， 那 时 他 是 一 个 二 
十 岁 的 大 学 生 。 

在 取得 学 位 之 后 , 凯 莱 除 了 他 想 做 的 事 以 外 , 没有 其 他 事情 要 
做 , 他 在 第 一 年 发 表 了 八 篇 文章 , 第 二 年 发 表 了 四 篇 ， 第 三 年 发 表 
了 十 三 篇 。 当 最 后 一 篇 发 表 时 , 这 个 年 轻 人 还 不 到 二 十 五 岁 , 这 些 
早期 发 表 的 文章 ,规划 了 他 在 此 后 五 十 年 内 要 从 事 的 大 部 分 工作 。 
他 已 经 开始 了 %w 维 几何 (这 是 他 首先 开始 的 )、 不 变量 理论 .平面 曲 
线 的 枚 举 几何 学 的 研究 , 以 及 他 对 椭 贺 函数 理论 的 特殊 贡献 。 

在 这 个 成 果 极 其 丰富 的 时 期 ， 他 不 仅 只 是 刻苦 工作 。 他 在 
1843 年 二 十 二 岁 时 ， 以 及 其 后 他 二 十 五 岁 离开 剑桥 大 学 以 前 ， 也 
曾 偶尔 逃 到 欧洲 大 陆 去 记过 偷 快 的 假期 ， 他 徒步 旅行 ， 疏 山 ， 画 
水 彩 画 。 虽 然 他 看 上 去 单薄 虚弱 ， 实 际 上 却 有 强健 坚强 的 体质 ， 
他 常常 整 夜 在 丘陵 起 伏 的 乡间 踊 涉 ， 早 饭 时 又 象 朝露 一 样 清新 地 
出 现 ， 准 备 花 上 刀 个 小 时 研究 他 的 数学 。 在 第 一 次 旅行 期 间 ， 他 
访问 了 瑞士 , 进行 了 大 量 的 登山 运动 。 就 这 样 ,他 开始 了 另 一 个 终 
生 的 爱好 。 他 对 “现代 数学 的 范围 > 的 描述 ， 决 不 仅仅 是 一 个 从 未 
的 过 山 , 或 从 不 曾 在 一 片 美丽 的 乡间 漫步 的 教授 的 学 究 式 的 练习 ， 
而 是 一 个 亲身 熟悉 大 自然 的 人 作 的 精确 的 比喻 。 

在 第 一 次 出 国度 假 的 最 后 四 个 月 期 间 , 他 熟悉 了 意大利 北部 。 
在 那里 , 他 开始 了 另外 两 项 爱好 , 它们 将 要 在 他 以 后 的 生活 中 给 他 
以 慰藉 , 这 就 是 对 建筑 的 欣赏 和 对 优秀 的 绘画 的 喜爱 。 他 自己 喜欢 
水 彩 画 , 在 这 方面 表现 出 明显 的 才能 。 由 于 他 对 优秀 的 文学 作品 、 
旅行 、 绘 画 、 建 筑 的 爱好 ， 以 及 他 对 大 自然 美的 深刻 领悟, 他 就 有 
了 充分 的 东西 ， 使 他 不 至 于 退化 成 一 般 文学 作品 中 的 “ 纯 数学 家 ” 
一 一 这 些 作品 大 多 数 是 由 这 样 一 些 人 写 的 ， 他 们 可 能 确实 知道 一 
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些 卖弄 学 问 的 大 学 数学 教 择 ， 但 是 他 们 在 生活 中 从 来 没有 见 过 一 
个 活着 的 、 真 实 的 数学 家 。 

1846 年 凯 莱 二 十 五 岁 时 离开 了 剑桥 。 除非 他 有 可 能 把 他 的 
良心 和 圣 职 的 拘束 调和 起 来 ， 否 则 他 不 可 能 得 到 一 个 数学 家 的 位 
置 。 而 作为 一 个 数学 家 ， 凯 莱 无 疑 感到 化 圆 为 方 也 比 这 更 容易 。 
不 管 怎样 , 他 离开 剑桥 了 。 法 律 以 及 印度 事务 部 的 文官 职位 , 不 时 
吸引 着 英国 许多 最 有 希望 的 有 才智 的 人 才 , 现在 法 律 吸引 了 凯 莱 。 
看 到 十 九 世 纪 英 国有 多 少 第 一 流 的 大 律师 和 大 法 官 是 剑桥 大 学 数 
学 荣誉 学 位 考试 的 一 等 及 格 者 ,多少 有 点 令 人 吃惊 ,但 是 不 能 因此 
就 象 一 些 人 声称 的 , 数学 训练 是 进入 法 律 界 的 很 好 的 准备 。 看 来 


比较 肯定 的 是 , 让 一 个 象 凯 莱 这 样 有 着 明显 数学 天 才 的 年 轻 人 ,去 38: 


起 草 遗 路、 转让 证 书 和 奖 约 , 也 许 是 社会 的 悬 玲 行为 。 
按照 那些 希望 进入 比较 高 级 的 (就 是 说 , 在 初级 律师 行业 以 上 
. 的 ) 英 国 律师 界 的 人 们 的 惯例 , 遍 莱 进 了 林肯 法 律 协会 ,以 便 为 取得 
律师 资格 作 准 备 。 在 一 位 名 叫 克里斯蒂 的 先生 手下 当 了 三 年 学 生 
以 后 , 凯 莱 在 1849 年 取得 律师 资格 。 他 当时 二 十 八 岁 。 当 上 律师 以 
后 , 凯 菜 作 了 一 个 聪明 的 决定 ,不 受 法 律 的 驱使 。 他 下 决心 不 腐化 
路 落 , 他 拒绝 的 事务 比 他 接受 的 事务 还 要 多 。 整 整 十 四 年 他 坚持 这 
样 做 , 过 着 富裕 的 生活 ， 同 时 有 意 避 开 使 自己 沉溺 于 赚钱 的 机 会 ， 
以 及 一 些 著 名 大 律师 那 种 多 少 有 点 靠 吹牛 获得 的 名 声 ， 这 样 ， 他 
可 以 积攒 下 足够 的 钱 ( 但 决 不 更 多 ), 使 他 能 够 继续 进行 他 的 工作 。 
在 使 人 变 得 迟钝 的 、 枯 燥 的 法 律 事务 的 日 常 工 作 中 ， 他 的 而 
心 堪 称 模范 , 几乎 象 圣 徒 一 般 , 他 在 他 那 一 行业 (财产 转让 业务 ) 方 
面 的 声誉 也 稳步 上 升 。 其 至 有 记载 说 由 于 他 所 经 办 的 一 件 模 范 法 
律 工作 , 他 的 名 字 已 载 入 一 部 法 典 。 但 是 也 有 极为 可 嘉 的 记录 , 凯 
莱 并 不 是 一 个 软弱 无 力 的 圣人 , 而 是 一 个 正常 的 凡人 , 必要 时 他 也 
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会 发 脾气 。 一 次 ,他 和 他 的 朋友 西 尔 维 斯 特 正在 凯 莱 的 办 公 室 里 
讨论 不 变量 理论 中 的 一 个 论点 , 仆人 进来 了 , 交 给 凯 莱 一 大 束 和 需要 
他 仔细 察看 的 法 律 文件 。 看 了 一 眼 他 手 上 的 东西 ， 他 不 禁 摇晃 了 
一 下 ， 回 到 现实 中 来 。 为 了 替 舒 舒 服 服 的 委托 人 已 经 过 多 的 收入 
省 下 几 个 英镑 ， 一 天 天 的 把 时 间 花 在 解决 一 些 琐碎 的 争端 上 ， 这 
种 前 途 对 于 这 个 真正 有 头脑 的 人 说 来 ， 实 在 是 太 过 份 了 。 他 厌恶 
地 大 叫 了 一 声 , 轻 茂 地 诅咒 他 手中 的 ”该死 的 垃圾 ”把 这 东 材 料 扔 
在 地 板 上 , 就 接着 谈 他 的 数学 。 显 然 , 这 是 凯 菜 有 生 以 来 唯一 的 一 
次 发 脾气 。 在 十 四 年 的 律师 生涯 以 后 , 凯 莱 一 有 机 会 就 放弃 了 它 。 
但 是 在 他 从 事 律师 的 苦 役 期 间 , 他 发 表 了 两 三 百 篇 数学 论文 , 其 中 
许多 现在 是 第 一 流 的 。 


由 于 西 尔 维 斯 特 是 在 法 律 阶段 进入 凯 莱 的 生活 的 ， 我 们 将 在 
这 里 介绍 他 。 

入 姆 斯 约瑟夫 一 一 首先 介绍 他 出 生 时 用 的 姓名 一 一 是 几 个 
兄弟 姊妹 中 最 小 的 一 个 , 1814 年 9 月 3 日 出 生 在 伦敦 一 个 犹太 人 
的 家 庭 。 关 于 他 的 童年 时 代 , 人 们 知道 得 很 少 , 因为 西 尔 维 斯 特 对 
他 的 早年 生活 保持 沉默 。 他 的 长 兄 移居 美国 , 在 那里 用 了 西 尔 维 
斯 特 的 姓氏 , 家 庭 的 其 他 成 员 也 效法 他 的 榜样 。 但 是 为 什么 一 个 
正统 的 犹太 人 会 给 自己 戴 上 一 个 为 基督 教 教皇 所 喜爱 ， 而 为 犹太 
人 所 敌视 的 姓氏 , 这 始终 是 一 个 这 。 也 许 是 那 位 长 兄 有 点 幽默 感 ， 
无 论 如 何 , 亚伯拉罕 .约瑟夫 的 儿子 .普通 的 詹姆斯 :约瑟夫 , 从 此 ， 


.而 且 永 远 , 变 成 了 湛 姆 斯 ,约瑟夫 西 尔 维 斯 特 。 


象 凯 莱 一 样 , 西 尔 维 斯 特 的 数学 天 才 很 早 就 表现 了 出 来 。 他 
在 六 岁 至 十 四 岁 期 间 上 私立 学 校 。 他 第 十 四 年 的 最 后 五 个 月 是 在 
伦敦 大 学 度 过 的 , 在 那里 的 德 ' 摩 根 指导 下 学 习 。 在 一 篇 写 于 1840 
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年 ,题目 有 些 神秘 的 论文 < 论 共存 的 导数 > 中 , 西 尔 维 斯 特 说 “为 了 
这 个 词 [再 现 ] 我 得 感谢 德 "摩根 教授 , 我 可 以 为 曾经 是 他 的 学 生 而 
自豪 

1829 年 , 西 尔 维 斯 特 十 五 岁 时 进 了 利物浦 的 皇家 学 院 ， 在 那 
里 呆 了 不 到 两 年 。 他 在 第 一 年 结束 时 获得 数学 奖 。 到 这 时 他 在 数学 
方面 已 经 远 远 走 在 他 的 同学 们 前 面 ,因而 为 他 单独 开 班 。 在 皇家 
学 院 时 他 还 获得 另 一 项 奖 。 这 特别 有 意思 , 因为 它 使 西 尔 维 斯 特 与 
美国 建立 了 第 一 次 联系 ， 他 将 在 那里 度 过 他 一 生 中 最 幸福 一 一 也 
是 最 不 幸 一 一 的 时 光 。 他 在 美国 的 哥哥 , 职业 是 保险 统计 师 , 他 向 
美国 抽 彩 给 奖 法 承包 人 的 理事 们 建议 ， 由 他 们 将 排列 方面 的 一 个 
难题 交 给 年 轻 的 西 尔 维 斯 特 。 这 位 初 露头 角 的 数学 家 的 解答 是 完 
美的 , 实际 上 是 理事 们 最 满意 的 。 他 们 给 了 西 尔 维 斯 特 一 笔 五 百 
美元 的 奖金 。 

在 利物浦 度 过 的 岁月 远 远 谈 不 上 幸福 。 西 尔 维 斯 特 一 向 勇 
敢 、 坦率 , 他 毫 不 掩饰 他 的 犹太 信仰 , 纵然 落 入 学 院 里 那些 幽默 地 
自称 为 基督 教徒 的 .强壮 的 年 轻 野蛮 人 手中 , 遭受 严重 人 迫害， 他 仍 
然 骄 做 地 宣布 他 信 牵 犹太 教 。 但 是 一 只 孤独 的 孔雀 处 在 一 群 刀 改 
的 、 爱 路 明 的 榨 鸟 中 , 忍耐 毕 竞 是 有 限 的, 西 尔 维 斯 特 最 后 逃 到 了 
都 柏林 , 口袋 里 只 有 几 个 先 令 。 幸 而 一 位 远亲 在 街 上 认 出 了 他 , 把 
他 带 回 家 , 纠正 了 他 的 错误 , 给 了 路 费 让 他 回 到 利物浦 。 

这 里 ,我 们 记 下 一 个 奇怪 的 巧合 :都 柏林 ,或 者 至 少 它 的 一 个 市 
民 , 在 这 个 来 自 利物浦 的 宗教 避难 者 第 一 次 来 访 时 , 给 了 他 体面 的 
人 道 的 待遇 。 大 约 十 一 年 后 , 当 他 第 二 次 来 访 时 , 都 柏林 三 一 学 院 
授予 他 学 士 和 硕士 学 位 ， 而 他 自己 的 母校 剑桥 大 学 却 拒绝 授予 他 . 
学 位 , 因为 他 是 一 个 犹太 人 , 不 能 在 称 为 三 十 九条 款 的 、 毫 无 意义 
的 声明 书 这 个 奇怪 的 混合 物 上 签名 ， 那 是 英国 教会 对 于 有 理性 的 
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人 所 允许 的 , 作为 最 低 限 度 的 宗教 信仰 而 规定 的 。 这 里 可 以 补充 
一 下 , 1871 年 英国 高 等 教育 终于 摆脱 教会 魔掌 的 束缚 时 ， 西 尔 维 
斯 特 立 即 被 授予 了 名 誉 学 士 和 硕士 学 位 。 还 应 该 指出 , 在 这 件 事 
情 上 ， 如 同 在 其 他 困难 上 一 样 ， 西 尔 维 斯 特 不 是 一 个 温顺 的 、 长 
期 受苦 的 殉难 者 , 他 在 肉体 上 和 精神 上 都 充满 了 力量 和 勇气 , 他 知 
道 怎 样 在 战斗 中 制服 恶棍 , 为 自己 赢得 正义 一 一 他 常常 这 样 做 。 事 
实 上 他 是 一 个 天 生 的 战士 , 有 着 狮子 般 奔 放 不 虹 的 勇气 。 

1831 年 , 刚 过 十 七 岁 时 ， 西 尔 维 斯 特 进 了 剑桥 大 学 圣 约翰 学 
院 。 由 于 身 患 重病 , 中 断 了 大 学 学 业 , 直到 1837 年 才 参 加 数学 柠 
誉 学 位 考试 。 他 名 列 第 二 。 击 败 他 的 那个 人 , 作为 数学 家 , 从 此 不 
再 听见 人 说 起 。 西 尔 维 斯 特 因为 不 是 基督 教徒 没有 资格 参加 史 
密斯 大 奖 赛 。 

在 知识 兴趣 的 广度 方面 , 西 尔 维 斯 特 和 凯 菜 相似 。 在 体格 上 ， 
这 两 个 人 毫 无 共同 之 处 。 凯 莱 , 如 我 们 所 知 ， 虽 然 瘦长 而 结实 , 很 
有 耐力 , 但 外 貌 虚 弱 , 态度 须 肌 而 谦让 。 西 尔 维 斯 特 矮 辟 粗壮 , 硕 
大 的 头颅 稳 稳 地 安放 在 宽 泌 的 肩 上 , 给 人 以 力气 极 大 , 充满 活力 的 
印象 , 他 也 确实 是 这 样 的 。 他 的 一 个 学 生 说 , 他 很 可 以 摆好 姿势 , 为 
查理 金 斯 利 的 小 说 复活 的 赫 里 沃 德 中 的 同名 人 物 画像 。 至 于 数 
学 以 外 的 兴趣 , 西 尔 维 斯 特 所 受 的 限制 比 凯 菜 少 得 多 , 也 远 比 他 自 
由 。 他 对 希腊 文 和 拉丁 文 古典 文学 原著 知识 渊博 而 精确 ， 直 到 他 
最 后 一 次 生病 时 ;他 始终 保持 着 对 它们 的 爱好 。 他 的 许多 论文 都 


“因为 从 这 些 古 典 文 学 中 摘录 了 引文 而 更 加 生动 。 这 些 引 文 总 是 非 


常 恰当 而 且 真 正 甸 明了 眼前 的 问题 。 

关于 他 从 其 他 文学 作品 中 引用 的 隐喻 , 也 可 以 这 样 说 。 文 学 
学 者 如 果 浏 览 一 下 四 卷 < 数 学 论文 集 » 选 集 ， 从 注 明 出 处 的 引文 和 
没有 清楚 说 明 出 处 而 抛 出 的 膏 怪 的 暗示 中 ， 设 想 西 尔 维 斯 特 广 
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阔 的 阅读 范围 ， 可 能 是 很 有 趣 的 。 除了 英国 和 古 希 腊 罗 马 的 古典 
文学 以 外 , 他 对 法 国 、 德国 、 意 大 利 的 原著 也 很 熟悉 。 他 对 语言 和 
文学 形式 的 兴趣 是 敏锐 深刻 的 。 不 变量 理论 的 生动 术语 , 绝 大 部 
分 归功 于 他 。 在 谈 到 他 从 希腊 和 拉丁 制造 厂 中 伪造 出 的 、 范 围 广 
泛 的 新 词汇 时 , 西 尔 维 斯 特 称 他 自己 为 “数学 上 的 亚当 。” 

假如 他 不 是 一 个 非常 伟大 的 数学 家 ， 在 文学 方面 他 很 可 能 比 
一 个 仅仅 是 过 得 去 的 诗人 还 要 稍 好 一 些 。 诗 和 作 诗 的 “规律 ”, 一 
生 都 强烈 地 吸引 着 他 。 他 为 自己 留 下 了 许多 诗 (其 中 有 些 发 表 
过 ), 有 一 扎 是 以 十 四 行 诗 的 形式 写 的 。 他 的 诗歌 主题 有 时 会 引 人 
发 笑 , 但 是 他 常常 表示 他 懂得 什么 是 诗 。 在 艺术 方面 的 另 一 个 兴 
趣 是 音乐 , 他 蚌 一 个 很 有 造 讶 的 业余 爱好 者 。 据说 他 一 度 跟 高 诺 
德 学 声乐 。 他 还 常常 在 工人 的 集会 上 为 他 们 唱歌 。 他 对 他 的 “高 
音 0”, 比 对 他 的 不 变量 更 为 自豪 。 

在 凯 莱 和 西 尔 维 斯 特 之 间 的 许多 明显 的 差别 中 ， 有 一 点 可 以 
在 这 里 提 一 提 : 凯 莱 博览 其 他 数学 家 的 著作 ; 西 尔 维 斯 特 却 发 现 要 、 
想 掌握 别人 所 作 的 工作 , 使 人 厌烦 得 受 不 了 。 他 在 晚年 时 有 一 次 请 
了 一 个 年 轻 人 来 教 他 一 点 关于 椭圆 函数 的 东西 ， 因 为 他 想 把 它们 
应 用 到 数论 上 (特别 是 用 在 分 类 理论 上 , 这 种 理论 讨论 把 一 个 给 定 
数 失 一 一 如 全 由 奇数 组 成 的 数 类 , 或 一 些 为 奇数 .一些 为 偶数 的 数 
类 一 一 中 的 数 相 加 , 以 得 到 一 个 已 知 数 能 有 多 少 种 方式 )。 大 约 上 
了 三 次 课 , 西 尔 维 斯 特 就 放弃 了 学 习 的 打算 , 而 在 给 这 个 年 轻 人 讲 
解 他 自己 在 代数 方面 的 最 新 发 现 了 。 但 是 凯 莱 好 象 什 么 都 知道 ， 
就 连 他 自己 很 少 涉猎 的 一 些 学 科 也 知道 ， 全 欧洲 的 作家 和 编辑 都 
加 他 征求 他 作为 审查 人 的 意见 。 凯 莱 从 来 不 会 忘记 他 见 过 的 东西 ; 
西 尔 维 斯 特 却 连 记 住 他 自己 的 发 明 都 很 困难 ， 有 一 次 甚至 争论 他 
日 己 的 某 一 个 定理 可 能 成 立 。 甚 至 每 一 个 在 工作 的 数学 家 都 知道 387 
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的 比较 微小 的 东西 ， 对 于 西 尔 维 斯 特 也 是 永远 使 他 惊奇 和 高 兴 的 
源泉 。 结果 , 几乎 任何 数学 领域 都 给 了 西 尔 维 斯 特 一 个 足 资 发 现 
的 迷人 的 世界 , 而 凯 莱 平静 地 扫 视 一 下 这 一 切 , 看 见 他 想 要 的 , 拿 
起 来 , 又 继续 进行 新 的 工作 。 

1838 年 , 西 尔 维 斯 特 二 十 四 岁 时 , 第 一 次 得 到 固定 工作 ， 那 就 
是 在 伦敦 大 学 的 大 学 学 院 担任 自然 科学 (一 般 科 学 ， 特 别 是 物理 
学 ) 教 授 , 在 那里 , 他 的 老师 德 ' 摩 根 是 他 的 同事 。 西 尔 维 斯 特 虽 然 
在 剑桥 大 学 学 过 化 学 , 而 且 终 生 保 持 对 它 的 兴趣 , 他 却 发 现 去 教科 
学 与 他 的 志趣 完全 不 合 , 大 约 两 年 以 后 就 放弃 了 教书 。 与 此 同时 ， 
他 在 二 十 五 岁 这 个 不 寻常 的 年 轻 的 年 龄 上 ， 被 选 为 皇家 学 会 的 会 
员 。 西 尔 维 斯 特 的 数学 成 就 是 那样 突出 , 它们 不 可 能 不 得 到 承认 ， 
但 是 并 没有 帮助 他 得 到 一 个 适当 的 位 置 。 

西 尔 维 斯 特 在 他 生涯 的 这 个 时 刻 ， 遇 到 了 他 一 生 中 最 奇特 的 
一 次 不 幸 。 这 要 看 我 们 怎样 看 待 它 了 , 这 场 灾 难 是 愚蠢 的 , 荒唐 可 
笑 的 ,或 者 说 是 悲惨 的 。 1841 年 一 一 布尔 发 表 他 关于 不 变量 的 发 
现 这 一 年 一 一 西 尔 维 斯 特 自信 乐观 , 满怀 他 一 惯 的 热心 , 跨越 大 西 
洋 去 就 任 弗 吉 尼 亚 大 学 的 数学 教授 。 

西 尔 维 斯 特 在 这 所 大 学 大 约 只 忍受 了 三 个 月 。 大 学 当局 拒绝 
惩罚 一 个 侮辱 了 他 的 年 轻 人 ， 促 使 这 位 教授 辞职 。 在 这 次 不 幸 的 
经 历 之 后 , 有 一 年 多 时 间 , 西 尔 维 斯 特 白 费力 气 地 想 找 到 一 个 合适 
的 位 置 , 他 向 哈佛 大 学 和 哥伦比亚 大 学 提出 申请 ， 但 都 没有 成 功 。 
失败 以 后 , 他 回 到 了 英国 。 

西 尔 维 斯 特 在 美国 的 经 历 ， 使 他 在 此 后 十 年 中 饱 党 教书 的 艰 
辛 。 回 到 伦 训 以 后 ， 他 成 了 一 家 人 寿 保险 公司 的 精力 旺盛 的 保险 
统计 员 。 这 种 工作 对 一 个 富 于 创造 力 的 数学 家 ,实在 是 一 桩 有 害 
无 钥 的 苗 差 事 , 而 西 尔 维 斯 特 几 乎 不 再 是 一 个 数学 家 了 。 然 而 , 他 
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收 了 几 个 学 生 私 人 授课 , 因而 仍然 保持 精神 拌 捕 ,学 生 中 有 一 个 今 

天 在 世界 各 国都 享有 盛名 受到 尊敬 。 这 时 是 十 九 世 纪 五 十 年 代 
初期 , 那 是 妇女 适合 于 “ 士 豆 、 梅 干 、 三 棱镜 ”的 时 代 , 人 们 认为 青年 
女子 除了 擦 脂 抹 粉 和 虔诚 孝敬 以 外 ,不 需要 看 重 别 的 了 。 所 以 发 

现 西 尔 维 斯 特 的 最 出 色 的 学 生 是 一 个 年 轻 女子 时 , 人 们 相当 惊讶 ， 

这 个 年 轻 女子 就 是 弗 洛 伦 斯 " 南 丁 格 尔 , 对 顽固 的 军队 官僚 作风 提 ”388 
出 愤 滩 的 抗议 ， 把 体面 的 新 法 卫生 带 进 陆 军医 院 的 第 一 个 人 。 西 
尔 维 斯 特 这 时 三 十 好 几 了 ， 南 于 格 尔 小 姐 比 她 的 老师 小 六 岁 。 就 

在 南 丁 格 尔 小 姐 去 参加 克 里 米 亚 战争 的 同一 年 (1854 年 ), 西 尔 维 

斯 特 摆脱 了 他 临时 凑合 的 谋生 之 路 。 

但 是 在 这 以 前 他 又 走 错 了 一 步 , 弄 得 他 没有 地 方 可 去 。 1846 
年 三 十 二 岁 时 , 他 进 了 坦 普尔 法 学 协会 (在 那里 ， 他 采 肛 地 说 他 自 
己 是 一 只 在 座 群 中 筑 介 栖身 的 鸽子 "), 准备 从 事 法 律 职业 ，1850 
年 取得 了 律师 资格 。 这 样 , 他 和 山菜 终于 走 到 一 起 来 了 -。 

， 当 时 凯 莱 二 十 九 岁 , 西 尔 维 斯 特 三 十 六 岁 , 两 个 人 都 没有 从 事 
真正 是 天 性 召唤 他 们 去 做 的 工作 。 三 十 五 年 以 后 西 尔 维 斯 特 在 牛 
津 大 学 演讲 时 ,衷心 地 赞扬 凯 莱 ,“ 遍 莱 , 虽然 比 我 年 轻 , 是 我 精神 上 
的 前 辈 一 一 他 第 一 个 打开 了 我 的 双眼 , 清除 了 我 服 里 的 杂质 , 从 而 

. 使 它们 能 看 见 并 接受 我 们 普通 数学 信念 中 更 高 深 的 奥秘 。”1852 
年 ,在 他 们 开始 交往 以 后 不 久 , 西 尔 维 斯 特 提 到 “ 凯 莱 先 生 ,他 惯常 
讲 的 是 珍珠 宝石 。 凯 莱 先 生 那 方面 也 常常 提 到 西 尔 维 斯 特 先 生 ， 
但 他 总 是 好 象 无 动 于 囊 。 西 尔 维 斯 特 最 早 以 书面 形式 进发 出 他 的 
感激 之 情 , 是 在 1851 年 出 版 的 一 篇 论文 中 , 他 在 文章 中 说 ,“ 上 面 
前 明 的 公理 [ 它 是 他 与 线性 等 价 二 次 形式 的 小 行列 式 之 间 的 关系 ] 
部 分 是 在 同 遍 莱 先 生 的 一 次 谈话 过 程 中 提出 的 …… 我 感激 他 使 我 
恢复 了 享受 数学 生活 的 乐趣 。…… 
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或 许 西 尔 维 斯 特 高 过 其 实 了 ， 但 是 他 的 话 是 有 些 道理 的 。 如 
果 说 他 不 是 恰好 复活 了 , 他 至 少 得 到 了 一 对 新 的 肺 : 从 他 遇 到 凯 菜 
那 一 时 刻 开始 , 他 就 呼吸 着 数学 , 并 且 生 活 在 数学 中 ， 直 到 生命 结 
束 。 这 两 个 朋友 常常 围绕 着 林肯 法 律 协会 的 院子 散步 ， 一 面 讨 论 
他 们 两 人 都 在 创造 的 不 变量 理论 ; 后 来 ， 当 西 尔 维 斯 特 搬 走 时 , 他 
们 在 距离 彼此 的 住处 大 约 一 半 的 地 方 碰头 , 继续 他 们 的 数学 讨论 。 
当时 两 人 都 是 独身 。 


代数 不 变量 的 理论 开始 于 一 个 极为 简单 的 观察 ， 不 变量 概念 
的 各 种 各 样 的 扩展 ,都 是 由 代数 不 变 理论 自然 产生 的 。 正如 我 们 
将 在 布尔 那 一 章 注 意 到 的 ， 这 个 想法 最 早 的 例子 出 现在 拉 格 朗 日 
的 著作 中 ， 以 后 又 从 拉 格 朗 日 进入 高 斯 的 算术 工作 。 但 是 这 两 个 
人 谁 也 没有 注意 到 ， 在 他 们 面前 的 这 个 简单 然而 值得 注意 的 代数 
现象 , 是 一 个 广阔 理论 的 萌芽 。 当 布 尔 继续 并 大 大 扩展 了 拉 格 朗 
日 的 工作 时 ， 他 似乎 也 没有 充分 认识 到 他 所 发 现 的 是 什么 。 除 了 
有 一 点 小 小 的 不 满 以 外 , 西 尔 维 斯 特 在 优先 权 这 件 事 上 , 对 布尔 总 
是 公正 和 慷慨 的 , 凯 菜 , 当然 总 是 公平 的 。 

任何 曾经 看 见 过 解 二 次 方程 的 人 ， 都 能 懂得 上 面 所 提 到 的 简 
单 观察 , 它 不 过 就 是 解 二 次 方程 而 已 。 方 程 kz 十 20z 十 c 一 0 有 两 个 
相等 的 根 的 充分 必要 条 件 是 如 一 ae 等 于 零 。 让 我 们 把 变量 ” 将 换 
成 它 的 用 y 表示 的 值 , y 由 变量 y= (pz 十 gq) /rz 二 s) 得 到 。 这 样 ， 
2 就 要 由 对 > 解 这 个 变换 的 结果 来 替换 ， 即 用 w= (9 一 sy)/(rgy 一 
2) 替 换 。 这 个 变换 把 已 知 方程 变 成 了 另 一 个 关于 y 的 方程 比如 
说 新 方程 是 Ay 二 2By 二 0 一 0。 进行 代数 运算 ， 我 们 发 现 新 的 系 
数 4, B, O 能 用 旧 系 数 4, 56, oc 表示 如 下 :; 


4 一 8 一 20sr 十 or2， 
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一 一 408 十 (or 一 唉 ) — epr, 
O 一 0o02 一 20D0 十 CD2。 
由 此 很 容易 得 出 (如 果 必 要 的 话 ， 硬 性 化 简 ， 虽 然 有 一 个 更 简单 的 
0 0 B, O), 
一 (2 一 97) (0 — ac)o 
现在 太一 0c ny 2 ee 因此 关于 y 的 二 
次 方程 的 判别 式 是 B? 一 40， 我 们 已 经 指出 ， 的 阁 


ss so 
+* 6 UU» 00 0 . 


® 0 ¢® 0 +0 ss 9 0 0 9 ee 0 * + ® . 


布尔 首先 (在 1841 年 ) 观察 到 在 这 个 特殊 的 平凡 东西 中 有 些 
值得 注意 的 地 方 。 每 一 个 代数 方程 都 有 一 个 判别 式 , 那 就 是 说 , 有 
某 个 表达 式 (诸如 对 二 次 方程 的 如 一 ac) ， 当 方程 有 两 个 或 更 多 的 
根 相等 时 , 而 且 仅仅 在 这 种 条 件 下 , 这 个 表达 式 等 于 零 。 布 尔 首先 
提问 ,每 一 个 方程 的 判别 式 ， 当 其 = 用 有 关 的 % 代 蔡 (如 在 二 次 方 
程 中 的 做 法 ) 时 , 是 否 除去 一 个 只 依赖 于 变换 系数 的 因子 外 ， 判 别 
式 保持 不 变 ? 他 发 现 是 这 样 的 。 接 着 他 问 , 除了 判别 式 以 外 , 是 否 
还 有 其 它 由 系数 组 成 的 表达 式 , 具 硼 在 变换 下 不 变 的 同样 性 质 。 他 
发 现 一 般 四 次 方程 有 两 个 具有 这 样 性 质 的 表达 式 。 然 后 另外 一 个 
人 ， 才 气 焕发 的 年 轻 的 德国 数学 家 了 . M. G. 艾 森 斯 坦 (1823 一 
1852) ,继续 扩展 布尔 得 出 的 一 个 结果 , 在 1844 年 发 现 了 一 些 既 包 
括 原始 方程 的 系数 又 包括 ”的 表达 式 ， 它 们 呈现 出 同 种 类 型 的 不 
变性 : 原来 的 系数 和 原来 的 x 变 成 了 变换 了 的 系数 和 %( 象 对 二 次 
方程 那样 ), 由 原始 量 组 成 的 这 些 表达 式 ， 与 从 变换 后 的 量 组 成 的 
表达 式 , 只 差 一 个 因子 , 这 个 因子 仅 依赖 于 变换 的 系数 。 

布尔 和 艾 森 斯 坦 两 人 都 没有 找 出 这 样 的 不 变 表达 式 的 一 般 方 
法 。 凯 莱 就 是 在 这 一 点 上 , 在 1845 年 以 他 齐 拓 性 的 论文 < 论 线性 
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变换 理论 ?进入 了 这 一 领域 。 那 时 他 二 十 四 岁 。 他 向 自己 提出 的 
问题 是 ， 找 出 能 够 给 他 以 所 描述 的 类 型 的 所 有 不 变量 表达 式 的 统 
一 方法 。 为 了 和 避免 完 长 的 解释 , 问题 是 用 方程 来 说 明 的 ; 实际 上 它 
是 用 其 他 方法 解决 的 , 但 这 点 在 这 里 并 不 重要 。 

由 于 不 变量 这 个 问题 在 现代 科学 思想 中 极为 重要 ， 我 们 举 出 
另外 三 个 例子 来 说 明 它 的 意义 ， 这 三 个 例子 都 不 涉及 到 符号 和 代 
数 。 想象 画 在 一 张 纸 上 的 、 由 相交 的 直线 和 曲线 组 成 的 图 形 。 不 
把 纸 白 破 , 随意 把 它 弄 皱 , 试 着 想 想 什么 是 图 形 在 弄 皱 前 和 弄 煞 后 
保持 不 变 的 、 最 明显 的 性 质 。 对 在 一 张 橡皮 上 钵 的 图 形 做 同样 的 
事 , 以 能 想 出 的 任何 复杂 的 方式 拉 伟 橡皮 , 但 不 要 把 它 撕 破 。 在 这 
种 情形 下 , 显然 面积 和 角度 的 大 小 、 线 的 长 度 都 不 会 保持 “不 变 ”。 
通过 适当 拉 伸 橡皮 ， 直 线 可 以 被 扭曲 成 你 希望 的 几乎 任何 形状 的 
曲线 ， 同 时 原来 的 那些 曲线 一 一 或 至 少 一 部 分 一 一 可 以 被 变 成 直 
线 。 然 而 关于 整个 图 形 仍然 有 某 种 东西 没有 改变 ， 正 是 它 的 简单 
和 明显 使 它 被 忽视 了 。 这 就 是 在 图 形 的 任意 一 条 线 上 , 标志 着 其 
它 线段 与 已 知 线段 相交 之 处 的 点 的 顺序 。 这 样 ， 如 果 沿 着 从 4 到 
0 的 已 知 线段 移动 一 只 铅笔 ， 在 扭曲 前 我 们 必须 通过 这 条 线 上 的 
点 B， 那 么 我 们 在 扭曲 后 从 4 到 O 的 途中 仍然 必须 经 过 点 了 3。 顺 
序 ( 如 所 描述 的 ) 在 一 些 特殊 的 变换 下 是 不 变 的 , 比如 说 , 在 把 -- 张 
纸 反 成 一 个 纸 团 或 者 拉 储 一 张 橡 皮 的 变换 下 是 不 变 的 。 

这 个 例子 看 起 来 也 许 没有 什么 意思 ， 但 是 任何 读 过 广义 相对 
论 中 “世界 线 ”的 相交 的 非 数 学 描述 的 人 ， 和 想起 两 条 这 样 的 线 的 
一 个 交点 标志 着 一 个 物理 “点 事件 ”的 人 , 都 会 看 出 我 们 所 讨论 的 ， 
与 我 们 物理 世界 的 图 画 中 的 一 幅 是 同样 的 东西 。 有 力 到 足以 掌握 
这 些 复杂 的 “变换 ”, 实际 上 足以 产生 不 变量 的 数学 方法 , 是 许多 工 
作者 的 创造 ， 其 中 色 括 获 曼 、 克 里 斯 托 费 尔 . 里 奇 . 莱 维 - 奇 维 塔 、 
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李 ， 和 爱 因 斯 坦 - 一 这 些 名 字 全 都 是 相对 论 的 通俗 解释 的 读者 们 
所 熟知 的 ， 这 整个 广阔 的 纲领 是 由 代数 不 变量 理论 的 早期 工作 者 
们 开始 的 , 而 凯 莱 和 西 尔 维 斯 特 是 该 理论 的 真正 奠基 人 。 

第 二 个 例子 是 想象 在 一 根 绳子 上 套 一 个 结 ， 把 绳子 两 端 系 在 
一 起 。 拉 动 这 个 结 , 让 它 沿 着 绳子 移动 , 我 们 把 它 任意 扭 成 各 种 各 
样 的 “形状 ”。 在 这 种 情形 下 , 这 些 扭曲 就 是 我 们 的 变换 , 那么 在 所 
有 这 些 扭曲 下 ,什么 保持 “不 变 ” 什么 “保留 "下 来 了 呢 ? 显然 , 结 
的 形状 和 大 小 都 不 是 不 变 的 。 但 是 结 本 身 的 “式样 是 不 变 的 ; 这 
点 无 需 详 细 说 明 , 只 要 我 们 不 把 绳子 的 端点 解 开 , 不 管 我 们 把 绳子 
怎样 , 结 都 是 同一 种 式样 的 。 还 有 , 在 较 老 的 物理 学 中 , 能 量 是 “ 守 
恒 的 ”; 字 宙 中 的 总 能 量 被 假定 为 一 个 不 变量 , 在 从 一 种 形式 , 例如 
电能 , 到 其 它 形式 , 诸如 热 和 光 的 一 切 变换 下 , 总 能 量 是 同样 的 。 

我 们 对 不 变量 的 第 三 个 例子 ， 需 要 比 提 到 物理 科学 更 多 一 点 
的 内 容 。 一 个 观察 者 根据 三 个 互相 垂直 的 轴 和 一 个 标准 的 精密 计 
时 表 , 固定 他 在 空间 和 时 间 中 的 “位 置 "。 另 一 个 观察 者 相对 于 第 
一 个 观察 者 而 运动 ， 他 希望 描述 同 第 一 个 观察 者 描述 的 一 样 的 物 
理事 件 。 他 也 有 他 的 时 空 参 照 系 ; 他 相对 于 第 一 个 观察 者 的 运动 ， 
能 够 表示 成 他 自己 的 坐标 (或 第 一 个 观察 者 的 坐标 ) 的 一 个 变换 。 
按照 所 考虑 的 特殊 类 型 的 变换 ， 这 两 个 观察 者 提供 的 描述 在 数学 
形式 上 可 能 不 同 , 也 可 能 相同 。 如 果 他 们 的 描述 确实 不 同 , 那么 很 
显然 , 这 个 差别 不 是 他 们 两 个 观察 的 物理 事件 所 固有 的 , 而 是 他 们 
的 参照 系 和 变换 所 固有 的 。 那么 就 提出 了 这 样 的 问题 ， 即 在 数学 
上 只 把 那些 不 依赖 任何 特殊 的 参照 系 ， 因 此 能 够 被 所 有 的 观察 者 
表示 成 同一 种 形式 的 自然 现象 的 数学 表示 ,用 公式 表示 出 来 。 这 
等 同 于 寻找 一 个 变换 的 不 变量 ， 这 个 变换 表示 了 相对 于 任何 其 它 
参照 系 的 一 个 参照 系 的 时 空中 最 一 般 的 变换 。 这 样 ， 寻找 复杂 的 
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自然 规律 的 数学 表示 的 问题 ， 就 被 不 变量 理论 的 一 个 可 以 考虑 的 
问题 代替 了 。 当 我 们 讲 到 黎 曼 时 ,对 这 个 问题 还 要 多 说 一 些 。 

1863 年 剑桥 大 学 设立 了 一 个 新 创立 的 萨 德 勒 数学 教授 席位 ， 
并 向 凯 莱 提出 了 这 一 职位 , 凯 莱 很 快 就 接受 了 。 同 一 年 , 他 四 十 二 
岁 ,与 苏 丙 : 英 兰 结婚 。 虽 然 他 作为 数学 教授 的 的 钱 比 他 从 事 法 律 
工作 要 少 , 对 这 个 改变 他 并 不 后 悔 。 过 了 一 些 年 , 大 学 事务 重新 安 
排 , 凯 莱 的 薪金 提高 了 。 他 的 职责 也 由 每 学 期 讲 一 门 课 增加 到 两 
门 课 。 他 的 生活 现在 几乎 完全 奉献 给 数学 研究 和 大 学 行政 。 在 大 
学 行政 管理 方面 , 他 充分 的 办 事 训练 , 平和 的 脾气 , 不 受 个 人 情感 
影响 的 判断 ， 以 及 法 律 知识 都 证 明 是 非常 宝贵 的 。 他 从 来 没有 很 
多 话 要 说 ， 但 是 他 所 说 的 通常 都 被 当 作 最 后 的 决定 接受 下 来 ， 因 
为 他 从 来 都 是 经 过 深思 熟 虑 之 后 才 说 出 他 的 看 法 。 他 的 婚姻 和 家 
庭 生活 是 洗 福 的 ， 他 有 两 个 孩子 : 一 个 儿子 和 一 个 女儿 。 随 着 他 
年 事 日 高 , 他 的 头脑 仍然 象 以 往 一 样 强健 有 力 ; 他 的 性 格 ， 如 果 说 
有 什么 改变 的 话 ， 那 就 是 变 得 更 加 温和 了 。 要 是 有 人 在 他 面前 说 
出 武断 的 看 法 , 他 一 定 心 平 气 和 地 提出 抗议 。 对 于 从 事 数学 的 年 
轻 人 和 初学 者 , 他 总 是 慷慨 地 给 予 帮 助 、 鼓 励 和 正确 的 忠告 。 

在 他 任教 授 期 间 ， 妇 女 受 高 等 教育 是 一 个 争论 得 很 热烈 的 问 
题 。 凯 莱 把 他 全 部 平静 的 \ 有 说 服 力 的 影响 放 在 文明 一 边 , 而 且 主 
要 是 由 于 他 的 努力 , 妇女 最 后 被 允许 作 为 学 生 ( 当 然 是 在 她 们 自己 
的 修道 院 里 ) 进 入 中 世纪 的 剑桥 大 学 这 个 修道 士 般 隐蔽 的 地 方 。 

当 凯 菜 在 剑桥 大 学 安静 地 从 事 数 学 研究 时 ， 他 的 朋友 西 尔 维 
斯 特 仍 然 在 和 世界 搏斗 。 西 尔 维 斯 特 终生 未 婚 。 1854 年 他 四 十 
岁 时 ,申请 在 伍 尔 维 奇 的 皇家 军事 科学 院 的 数学 教授 位 置 。 他 没 
有 得 到 这 个 职位 ， 也 没有 得 到 他 申请 的 伦 襄 格 雷 沙 姆 学 院 的 另 一 
个 职位 。 他 的 试用 演讲 对 主管 委员 会 来 说 是 好 得 过 份 了 。 不 过 获 
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胜 的 伍 尔 维 奇 的 候选 人 第 二 年 去 世 了 ， 西 尔 维 斯 特 收 到 了 任命 。 
在 他 得 到 的 不 太 慷 妇 的 薪金 中 , 还 包括 使 用 公共 牧场 的 权利 , 由 于 
西 尔 维 斯 特 既 不 养 马 、 养 牛 , 也 不 养 羊 , 他 自己 又 不 吃 草 , 所 以 很 难 
看 出 他 从 这 个 极 珍贵 的 恩惠 中 得 到 了 什么 特别 的 好 处 。 

西 尔 维 斯 特 在 伍 尔 维 奇 担任 这 个 职位 达 十 六 年 之 久 。 直 到 他 
1870 年 五 十 六 岁 时 因为 “超龄 ”被 迫 退 体 为 止 。 他 仍然 是 精力 旺 
盛 的 , 但 是 拿 针 对 他 的 死板 的 官僚 作风 毫 无 办 法 。 他 的 许多 伟大 
的 工作 仍然 有 待 以 后 完成 呢 , 但 是 他 的 上 司 们 认为 理所当然 的 , 他 
这 样 年 纪 的 人 一 定 是 完了 。 

他 被 迫 退 休 的 另 一 个 方面 ,是 激 起 了 他 的 全 部 斗争 本 能 。 说 
清楚 了 就 是 , 当局 试图 欺骗 西 尔 维 斯 特 , 剥夺 理应 归 他 所 有 的 部 分 
生活 津贴 。 西 尔 维 斯 特 没有 低头 屈服 。 使 这 些 行 骗 未 送 的 骗子 们 
恬 恼 的 是 , 他 们 明白 了 他 们 吓 喀 的 不 是 一 个 温顺 的 老 教授 ,而 是 一 
个 能 进行 有 力 还 击 的 人 。 他 们 付 了 全 部 津贴 , 退缩 了 。 

在 西 尔 维 斯 特 的 物质 生活 方面 发 生 所 有 这 些 不 愉快 的 事情 的 
同时 , 在 科学 方面 他 是 没有 甚么 可 抱怨 的 。 他 常常 得 到 各 种 各 样 
的 荣誉, 其 中 有 科学 界 人 士 最 珍视 的 一 项 荣誉 , 即 法 兰 西 科 学 院 的 
外 籍 通 信 院 士 。 由 于 斯 泰 纳 的 去 世 , 在 几何 部 有 了 一 个 空缺 , 西 尔 
维 斯 特 于 1863 年 当选 为 该 部 的 通信 院士 。 

西 尔 维 斯 特 从 伍 尔 维 奇 退休 后 , 住 在 伦敦 , 写 诗 ， 阅 读 古 典 文 
学 作品 ， 下 棋 ， 一 般 说 来 过 得 很 快活 , 但 是 没有 做 多 少数 学 研究 。 
1870 年 他 出 版 了 一 本 小 册子 < 诗 律 ?, 他 很 重视 它 。 然后 , 在 1876 
年 他 六 十 二 岁 时 , 突然 再 次 回 到 数学 生活 中 。 这 个 “者 “人 是 根本 
压制 不 住 的 。 

1875 年 , 约翰 斯 替 普 金 斯 大 学 在 古 尔 曼 校 长 的 卓越 领导 下 ， 
在 巴尔 的 摩 建 校 。 有 人 劝 古 尔 曼 在 开始 时 聘请 一 位 杰出 的 古典 文 
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学 学 者 和 一 位 最 好 的 数学 家 , 作为 他 的 教员 核心 。 他 们 告诉 他 , 其 
他 的 一 切 都 会 跟 上 去 的 , 事实 也 确实 是 这 样 。 西 尔 维 斯 特 终于 得 
到 了 一 个 实际 上 他 可 以 干 他 想 干 的 事 ， 并 且 能 够 充分 发 挥 他 的 才 
于 的 工作 。1876 年 他 再 次 越过 大 西洋 ， 在 约 坦 斯: 手 普 金 斯 大 学 
担任 了 教授 。 他 的 薪金 每 年 五 千 美元 , 在 当时 算是 丰厚 的 。 在 接 
受 这 个 聘请 时 , 西 尔 维 斯 特 提 出 了 一 个 奇怪 的 条 件 : 他 的 薪金 “要 
用 黄金 支付 ”。 也 许 他 是 想到 了 伍 尔 维 奇 , 他 们 给 他 的 是 相当 于 二 
千 七 百 五 十 美元 (加 上 牧场 ) 的 钱 ; 他 希望 肯定 , 这 一 次 他 真正 能 得 
到 应 该 得 到 的 ,不 管 有 没有 退休 人 金 。 

从 1876 年 到 1883 年 , 西 尔 维 斯 特 在 约翰 斯 : 先 普 金 斯 大 学 度 
过 的 这 几 年 , 也 许 是 他 直到 那 时 所 过 的 最 幸福 、 最 平静 的 几 年 。 虽 
然 他 不 必 再 去 “和 世界 搏斗 ， 但 他 也 没有 躺 在 他 的 荣誉 上 睡觉 。 
他 好 象 年 轻 了 四 十 岁 ， 又 成 了 一 个 精力 旺盛 的 年 轻 人 ， 燃 烧 着 热 
情 , 焕发 出 新 的 思想 。 他 深 深 感激 约翰 斯 省 普 金 斯 给 他 提供 了 机 
会 , 使 他 在 六 十 三 岁 时 开始 了 他 的 第 二 次 数学 生涯 ,他 在 1877 年 
校庆 典礼 上 的 讲话 中 , 毫 不 迟疑 地 公开 表示 了 他 的 感激 之 情 。 

在 这 篇 讲话 中 , 他 概述 了 他 在 数学 与 研究 方面 希望 做 的 事 ( 他 
确实 做 了 )。 

“有 一 些 东 西 称 为 代数 的 形式 。 凯 莱 教 授 称 它们 为 Quantios 
(代数 形式 )。 [ 例 ; gz? 十 25wy 十 oy?, azs 上 382gy 十 3ozg12 十 doai 第 一 
式 中 的 数字 系数 1，2, 1, 第 二 式 中 的 数字 系数 1，3, 3, 1, 是 二 项 
式 系 数 , 与 由 斯 卡 三 角形 (第 五 章 ) 中 的 第 三 和 第 四 行 一 样 ; 按 次 序 
下 一 个 是 2 十 yy 十 6v39++4my? 二 yt。] 确切 地 说 , 它们 不 是 几何 
形式 , 虽然 在 某 种 程度 上 , 它们 可 以 体现 在 几何 形式 中 ; 它们 是 实 
现 的 过 程 , 或 形成 的 运算 的 形式 , 实际 上 是 代数 量 。 

“每 一 个 这 样 的 代数 形式 都 与 无 穷 多 种 其 它 形式 相 联系 , 这 些 
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形式 可 以 被 看 做 由 第 -种 形式 产生 的 ， 或 在 它 的 周围 浮动 着 的 一 
种 大 气 -一 一 但 是 由 于 这 些 从 原始 形式 中 推导 出 来 的 存在 物 ， 这 些 
发 散 物 是 无 限 的 ， 人 们 发 现 它们 有 可 能 由 合成 或 者 可 以 说 由 混合 
一 些 有 限 数目 的 基本 形式 而 得 到 ， 这 些 基本 形式 可 以 象 在 它们 所 
属 的 代数 形式 的 代数 谱 中 那样 ， 叫 做 标准 射线 。 正如 现在 [1877 
年 , 甚至 今天 ] 物 理学 家 们 的 一 项 主要 工作 ， 是 确定 每 一 种 化 学 物 
质 的 光谱 中 的 固定 的 线 , 一 大 批 数学 家 的 目的 和 目标 , 是 找 出 这 些 
代数 形式 的 基本 的 导出 形式 , 它们 称 为 共 变 式 [ 已 经 描述 过 的 那 种 
人 不 变 ' 表示 式 ， 既 包含 变量 , 也 包含 形式 或 代数 形式 的 系数 ] 和 不 
变量 。 

对 于 数学 读者 , 很 明显 , 西 尔 维 斯 特 在 这 里 给 了 基本 方法 一 个 
绝妙 的 类 比 法 , 给 了 一 种 给 定 的 形式 以 合 系 ， 对 非 数 学 读者 , 可 以 
建议 他 们 重读 这 一 段 , 以 便 领会 西 尔 维 斯 特 所 谈 到 的 代数 的 精神 , 
因为 这 种 类 比 ， 实 在 是 一 种 与 “通俗 的 ”数学 很 接近 的 方法 ， 也 是 
“通俗 的 ”数学 的 一 个 很 好 的 例子 ， 和 我 们 在 一 年 的 进展 中 可 能 找 
到 的 同样 美好 。 

西 尔 维 斯 特 接着 在 一 个 脚注 中 指出 , “我 目前 有 一 个 班 ， 有 八 
个 到 十 个 学 生 ; 听 我 关于 现代 高 等 数学 的 演讲 。 他 们 当中 有 一 个 
是 位 年 轻 的 工程 师 , 他 从 早上 八 点 到 晚上 六 点 信 他 办 公 室 的 任务 ， 
当中 有 一 个 半 小 时 用 来 吃饭 和 听讲 ， 他 对 我 所 见 过 的 ， 我 所 说 的 
[ 某 一 个 定理 ]， 给 我 提供 了 最 好 的 证 明 ， 也 是 表达 得 最 好 的 证 明 
ee "* 西 尔 维 斯 特 已 经 年 逾 六 十 ,他 以 一 个 预言 家 的 热情 ,鼓舞 别 
人 去 看 他 所 发 现 的 ， 或 者 将 要 发 现 的 乐土 。 事实 上 这 就 是 最 好 的 
讲授 , 也 是 足以 证 明 先进 的 教学 的 唯一 的 水 平 。 

关于 这 个 收养 了 他 的 国家 , 他 还 有 一 些 补充 的 话 要 说 (在 脚注 
中 ): “我 相信 , 全 世界 没有 一 个 国家 象 在 美国 这 样 ， 有 特点 的 能 力 
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备 受 重视 ， 而 仅仅 拥有 财富 (尽管 我 们 听见 许多 关于 金钱 万 能 的 
事 ) 简 直 无 足 轻重 ……” 

他 也 谈 到 他 那 休眠 状态 的 数学 本 能 怎样 重新 被 唤醒 ， 焕 发 出 
丰富 的 创造 力 。“ 要 不 是 这 个 大 学 [约翰 斯 ' 直 普 金 斯 ] 的 一 个 学 生 
坚持 要 跟 我 学 习 现代 代数 的 迫切 愿望 ， 我 永远 也 不 会 从 事 这 样 的 
研究 …… 他 非常 尊敬 我 , 而 又 极其 固执 地 坚持 他 的 目标 。 他 要 学 
新 代数 (天 知道 他 是 从 哪儿 听 到 的 , 因为 在 这 个 大 陆 上 ， 几 乎 没有 
人 知道 它 ), 要 末 学 它 , 要 末 什 么 也 不 学 。 我 不 得 不 让 步 , 结果 怎样 
呢 ? 为 了 阐明 我 们 的 教科 书 上 一 处 含糊 不 清 的 解释 ， 我 绞 尽 了 脑 
汁 , 我 以 重新 活跃 起 来 的 热情 , 一 头 扎 进 了 一 个 我 已 经 放弃 了 多 年 
的 课题, 找到 了 过 去 长 时 间 吸 引 了 我 的 注意 力 的 精神 食粮 , 它 也 许 
要 在 今后 几 个 月 中 有 利 地 占据 我 全 部 的 思考 能 力 。” 

西 尔 维 斯 特 的 几乎 任何 公开 演讲 或 篇 幅 较 长 的 论文 ， 除 了 技 
术 细节 以 外 ， 都 包含 许多 关于 数学 的 可 以 引证 的 东西 。 从 他 的 著 
作 集 中 , 可 以 为 初学 者 , 甚至 可 以 为 有 经 验 的 数学 家 们 ， 选 编 一 本 
哄 人 耳目 一 新 的 选集 。 也 许 没有 任何 其 他 数学 家 象 西 尔 维 斯 特 这 
岸 ， 通 过 他 的 写作 ， 如 此 透彻 地 展示 了 他 的 个 性 。 他 喜欢 与 人 交 
往 , 并 用 他 自己 对 数学 的 富 于 感染 力 的 热情 去 影响 他 们 。 因 此 他 说 
(他 的 情况 确实 是 这 样 的 ), “只 要 一 个 人 仍然 是 一 个 喜欢 群居 的 、 
爱好 交际 的 人 , 他 就 不 能 不 把 他 正在 学 的 东西 传达 给 别人 , 不 能 不 
通过 别人 去 宣传 在 他 脑子 里 沸腾 着 的 思想 和 印象 , 这 是 一 种 天 性 ， 
尽管 这 样 做 会 妨碍 或 削弱 他 的 品格 ， 使 得 补充 他 未 来 智慧 的 最 可 
靠 的 源泉 枯 疯 。” 

我 们 可 以 把 西 尔 维 斯 特 的 描述 与 遍 莱 关 于 现代 数学 的 范围 的 
描述 并 列 ， 作 为 它 的 姊妹 篇 。“ 假 如 我 要 不 得 不 长 久 地 、 独自 拥有 
现代 数学 所 占据 的 如 此 广阔 的 领域 , 我 会 感到 难过 的 。 数学 不 是 
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一 本 局 限于 封面 和 铜 杀 之 间 的 装 钉 成 册 的 书 ， 只 需要 耐心 就 可 以 
得 到 它 的 内 容 ; 它 不 是 一 座 矿 , 它 的 宝藏 可 以 花费 长 时 间 去 占 为 已 
有 , 但 它 只 存在 于 有 限 的 矿脉 之 中 ; 它 不 是 一 片 土壤 ， 其 肥力 能 够 
因 连 续 的 丰收 而 耗 尽 ， 它 不 是 一 片 大 陆 或 海洋 ， 可 以 规划 它 的 面 
积 , 限定 它 的 外 形 ; 它 象 空间 一 样 无 限 , 而 对 于 它 的 抱负 来 说 , 它 发 
现 空间 也 太 狭 窗 ; 它 可 能 发 生 的 情况 是 无 限 的 , 象 那 在 天 文学 家 的 
注视 下 永远 有 天 体 挤 进 去 、 永 远 在 增加 的 宇宙 一 样 无 限 ， 它 象 意 
识 、 生 命 一 样 , 不 可 能 被 限制 在 指定 的 范围 内 、 或 简化 成 一 些 永远 
正确 有 效 的 定义 ; 它 仿 佛 扑 伏 在 每 一 个 单 原子 中 ,在 每 一 个 物质 原 
子 中 ,在 每 一 片 树叶 、 每 一 个 花 荔 和 细胞 中 ， 永 远 准 备 着 突然 间 进 
发 出 新 型 的 植物 和 动物 实体 。 

1878 年 , 西 尔 维 斯 特 创办 < 美国 数学 杂志 >, 并 经 约翰 斯 ` 霍 普 
金 斯 大 学 委任 他 担任 主编 。 这 个 杂志 正确 的 方向 一 一 研究 一 一 给 
了 美国 数学 以 巨大 的 推动 。 今天 它 在 数学 方面 仍然 欣欣 向 荣 , 但 
是 经 费 十 分 困难 。 

两 年 以 后 ， 在 西 尔 维 斯 特 的 生涯 中 发 生 了 一 件 古 典 文学 方面 
的 意外 事件 。 我 们 借用 费 比 恩 * 富 兰 克 林 博 士 的 话 来 讲述 这 件 事 。 
富兰克林 继 西 尔 维 斯 特 之 后 , 担任 了 几 年 约翰 斯 霍 普 金 斯 的 数学 
教授 , 后 来 是 巴尔 的 摩 ¢ 美 国人 > 的 编辑 。 这 件 事 是 他 亲眼 所 见 、 亲 
和 耳 所 闻 的 。 





“他 [ 西 尔 维 斯 特 ] 除 了 用 拉丁 文 写 了 不 少 诗 ,还 非常 出 色 地 翻 


译 了 贺 拉 斯 和 一 些 德国 诗人 的 作品 。 他 在 韵律 方面 的 力作 是 他 在 
巴尔 的 摩 时 完成 的 , 目的 在 于 说 明 作 诗 的 理论 , 这 在 他 称 为 * 诗 律 > 
的 小 书 中 举例 作 了 说 明 。 在 皮 博 迪 学 院 朗 读 罗 莎 球 德 这 首 诗 ， 是 
他 一 次 心 不 在 器 的 有 趣 的 表演 。 这 首 诗 有 四 百 多 行 ， 全 部 用 罗 莎 
琳 德 这 个 名 字 押 前 ($ 发 长 音 和 短 音 都 可 以 )。 大 厅 里 坐 满 了 听 
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众 ， 他 们 期 待 着 从 倾听 这 首 诗 的 奇特 的 经 历 中 得 到 乐趣 。 但 是 西 
尔 维 斯 特 教授 早 就 发 现 需 要 写 大 量 解释 性 的 脚注 ， 他 宣布 为 了 不 
中 断 朗 读 ， 他 先 把 注释 统统 读 一 遍 。 几乎 每 一 条 注 都 临时 增加 了 
一 些 评论 , 朗读 者 对 每 一 条 注 又 是 那么 兴致 过 过 , 他 一 点 儿 也 没有 
注意 到 时 间 的 飞逝 , 或 是 听众 的 兴趣 。 当 他 念 完 最 后 一 条 注 时 , 抬 
头 看 了 看 钟 , 这 才 大 吃 一 惊 , 发 现 他 在 开始 朗读 这 首 诗 以 前 ， 已 经 
让 听众 们 听 了 一 个 半 小 时 的 注释 ， 而 他 们 是 来 听 他 朗读 诗 的 。 听 
众 对 他 脸 上 惊讶 的 表情 , 报 以 一 阵 好 心 的 用 笑 。 这 时 ， 他 请 求全 
体 听众 ， 如 果 有 事 的 话 可 以 自由 退场 ， 然 后 就 朗读 罗 莎 琳 德 这 首 
诗 。” 8 

富兰克林 对 他 老师 的 评价 , 极 好 地 总 结 了 他 这 个 人 .“ 西 尔 维 
斯 特性 情急 躁 , 缺乏 耐心 , 但 是 他 为 人 慷慨 、 厚 道 , 心地 善良 。 他 对 
别人 的 工作 总 是 极为 重视 ,对 他 的 学 生 表现 出 的 任何 才干 或 能 力 ， 
都 给 予 最 热情 的 赞扬 。 他 会 为 了 一 点 微不足道 的 对 他 的 冒犯 而 光 
火 ,但 是 他 从 不 怀恨 在 心 , 总 是 一 有 机 会 就 很 高 兴 地 忘掉 争吵 的 原 
因 。” ; 

在 拾 起 凯 荣 的 生活 与 西 尔 维 斯 特 的 生活 再 次 交 又 的 线索 以 
前 ， 我 们 先 让 < 罗 莎 琳 德 > 的 作者 谈 谈 他 是 怎样 作出 他 最 美好 的 一 
项 发 现 ， 即 人 们 称 为 “标准 型 ”的 发 现 的 。 [这 仅仅 是 指 把 一 个 
已 知 的 “代数 形式 化 简 为 一 个 “标准 ”形式 。 例如 , xz? 十 25zgy 十 
cj 可 以 表示 为 两 个 平方 的 和 ， 如 昼 ? 二 了 ”aws 填 60vy+100v3y? 
十 10gza 关 二 5eoo 十 fj 可 以 表示 为 三 个 五 次 器 的 和 , 如 总 5 十 7 了 5 
十 2G5。] 

“我 在 林肯 法 律 协会 的 一 间 偏 个 的 办 公 室 里 , 靠 一 瓶 葡萄 酒 来 
维持 日 渐 衰 退 的 精力 ， 一 口气 发 现 并 发 展 了 奇数 阶 的 标准 二 元 型 
式 的 全 部 理论 , 就 已 经 做 出 的 而 言 , 也 发 展 了 偶数 阶 的 标准 二 元 型 
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式 的 理论 @。 这 项 工作 是 完成 了 , 干 得 不 错 , 但 是 也 象 通常 那样 费 
尽 了 折 麻 人 的 思考 一 一 脑子 在 燃烧 ， 双 脚 不 管 是 有 知觉 还 是 没有 
知觉, 就 象 陷 在 冰 桶 里 似 的 。 那 天 晚上 我 们 没有 再 睡觉 。” 专 家 们 


一 致 认为 症状 是 不 可 能 错 的 。 但 是 要 判断 西 尔 维 斯 特 从 瓶子 里 喝 
的 是 甚么 , 它 必 定 是 醇 酒 。 


当 凯 菜 接受 了 1881 一 1882 年 度 在 约翰 斯 .起 普 金 斯 讲 半年 
课 的 邀请 时 ， 他 和 西 尔 维 斯 特 又 在 专业 上 走 到 一 起 了 。 他 选择 了 
那 时 他 正在 研究 的 阿 贝 耳 函 数 作为 他 的 题目 。 六 十 七 岁 的 西 尔 维 
斯 特 忠实 地 出 席 了 他 这 位 著名 的 朋友 的 每 一 次 演讲 。 西 尔 维 斯 特 
前 面 还 有 多 产 的 好 几 年 , 凯 莱 就 没有 这 样 多 了 。 

”我 们 现在 简单 地 谈 谈 凯 菜 除了 关于 代数 不 变量 理论 的 工作 以 
外 ,对 数学 的 三 项 杰出 的 贡献 。 我 们 已 经 提 到 过 他 发 明了 和 矩阵 理 
论 .n 维 空间 几何 , 他 关于 几何 的 一 种 思想 给 非 哆 几何 学 以 新 的 说 
明 ( 在 克 莱 因 手 里 )。 我 们 从 最 后 一 项 开始 , 因为 它 是 最 困难 的 。 

德 扎 尔格 , 帕斯卡 、 彭 赛 利 , 以 及 其 他 一 些 人 创造 了 射影 几何 

( 见 第 五 章 、 第 十 三 章 ), 其 目的 是 要 发 现 那些 在 射影 下 不 变 的 图 形 
的 性 质 。 测 量 一 一 角 的 大 小 , 线 的 长 度 一 一 及 依赖 于 测量 的 定理 ， 
例如 毕 达 哥 拉 斯 的 直角 三 角形 最 长 边 的 平方 等 于 其 余 两 边 的 平方 
和 的 命题 , 不 是 射影 的 ， 而 是 度量 的 , 它们 不 能 用 通常 的 射影 几何 
处 理 。 凯 莱 在 几何 学 中 的 一 个 最 伟大 的 功绩 ， 就 是 越过 了 这 样 一 
个 障碍 。 在 他 跨 过 它 之 前 , 它 把 图 形 的 射影 性 质 与 度量 性 质 分 开 
了 。 从 他 的 更 高 的 观点 看 , 度量 几何 也 成 为 射影 几何 了 , 射影 方法 
的 巨大 力量 和 它 的 灵活 性 ， 由 于 采用 “ 虚 ” 元 素 (例如 坐标 包含 


@ 许多 年 以 后 也 .区 . 韦 克 福 德 (1894 一 1916) 发 展 了 这 个 理论 的 这 一 部 分 ,他 在 
第 一 次 世界 大 战 中 形 命 。“ 现 在 感谢 上 帝 , 他 在 这 个 时 候 与 我 们 同 在 。”( 和 鲁 伯 特 ' 布 鲁 
克 ) 
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~V 一 1 的 点 ), 表明 可 以 应 用 于 度量 性 质 。 任何 学 过 解析 几何 的 人 
都 会 回想 起 , 两 个 圆 相交 于 四 个 点 ,其 中 两 个 点 总 是 “ 虚 的 >。 (有 
一 些 明显 的 例外 情形 , 例如 同心 圆 , 但 是 这 对 于 我 们 的 目的 足够 接 
近 了 。) 度 量 几 何 中 的 基本 概念 是 两 点 之 间 的 距离 和 两 条 线 之 间 
的 角度 。 凯 菜 用 另 一 个 也 包含 “ 虚 ” 元素 的 概念 代替 距离 的 概念 ， 
提供 了 把 欧 几 里 得 几何 和 通常 的 非 欧 几何 统一 成 一 个 更 广泛 的 理 
论 的 方法 。 不 用 一 点 代数 ， 不 可 能 明确 地 说 明 这 可 能 是 怎样 做 出 
来 的 。 对 于 我 们 的 目的 来 说 , 注意 到 刚刚 提 到 的 饥 莱 把 射影 几何 
和 度量 几何 统一 在 一 起 的 主要 进展 ， 及 其 它 几 何 的 同 种 的 统一 就 
足够 了 。 

当 饥 莱 首 先 作出 % 维 几何 时 , 它 比 我 们 今天 看 来 要 神秘 得 多 ， 
因为 我 们 已 经 熟悉 了 相对 论 中 的 四 维 (时 空 ) 的 特殊 情形 。 人 们 有 
时 候 仍然 说 ， 四 维 几何 是 人 类 无 法 理解 的 。 这 是 很 久 以 前 就 由 普 
昌 克 尔 推翻 了 的 一 种 迷信 把 四 维 图 形 放 在 一 张 平面 的 纸 上 是 很 
容易 的 , 就 几何 而 论 , 整个 四 维 “ 空 间 ” 也 是 很 容易 想象 出 来 的 。 首 
先 考虑 一 个 相当 特殊 的 三 维 空间 ， 在 一 个 平面 上 可 能 画 出 的 全 部 
的 图 。 这 “全 部 ”是 一 个 三 维 “ 空 间 ” ,理由 很 简单 要 确定 出 这 些 贺 
RE 

如 果 读 者 现在 想 摹 想 一 个 四 维 空间 ， 他 可 以 想象 用 直线 代替 
点 , 作为 构成 我 们 的 普通 “固体 ”空间 的 元 素 。 代 替 我 们 熟悉 的 .看 
上 去 象 无 限 细 小 的 鸟 枪 子弹 凝聚 在 一 起 的 固体 空间 ， 现 在 它 就 象 
一 根 根 无 限 薄 、 无 限 长 的 、 直 直 的 干草 组 成 的 有 秩序 的 干草 堆 。 如 
果 我 们 使 自己 相信 (我 们 可 以 做 到 )， 要 在 我 们 的 干草 堆 中 确定 一 
根 特别 的 干草 ,恰好 四 个 数 是 必要 而 且 充 分 的 , 那 我 们 就 很 容易 看 


s .0 *. + » 


出 直线 的 空间 确实 是 四 维 的 。 一 个 “空间 ”的 “ 维 数 ” 可 以 是 我 们 选 


Hh 
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择 来 构成 它 的 任何 东西 ， 倘 营 我 们 适当 挑选 构成 空间 的 元 素 (点 、 
圆 、 线 等 等 ) 的 话 。 当然 , 如 果 取 点 作为 构成 我 们 的 空间 的 元 素 ， 
那么 除了 精神 病院 里 的 疯子 ， 没 有 人 能 够 成 功 地 看 到 多 于 三 维 的 
空间 。 

现代 物理 学 正在 迅速 地 教会 一 些 人 放弃 他 们 关于 除了 数学 
“空间 ”一 一 例如 欧 几 里 得 的 空间 一 一 以 外 , 还 有 一 个 神秘 的 “绝对 
空间 ”的 看 法 。 那些 数学 空间 是 几何 学 家 们 为 了 与 他 们 的 物理 经 
验 联系 起 来 而 构造 的 。 今天 的 几何 学 主要 是 分 析 的 问题 ， 但 是 ， 
“点 ”，“ 线 ”,“ 虐 离 ” 等 等 , 这 些 过 去 的 术语 ,有 助 于 向 我 们 提醒 与 我 
们 的 坐标 集合 有 关 的 有 趣 的 东西 。 但 是 不 能 由 此 推断 出 ， 这 些 特 
定 的 东西 是 在 分 析 学 中 能 做 出 的 最 有 用 的 东西 。 实际 情况 可 能 
是 , 总 有 一 天 所 有 这 些 东 西 与 更 重要 的 东西 相 比 , 都 是 相对 不 足 道 
的 东西 了 , 我 们 对 过 时 的 传统 墨 守 陈规 , 继续 考虑 这 些 更 重要 的 东 
西 , 只 是 因为 我 们 缺乏 想象 力 。 

要 是 谈 到 分 析 中 产生 的 状况 有 什么 神秘 的 优点 ， 就 象 要 我 们 
回 到 过 去 , 和 阿 基 米 德 一 起 在 灰 炬 中 画图 一 样 , 那 优点 还 没有 揭示 
出 来 呢 。 图 形 毕 竟 可 能 只 适合 于 很 小 的 孩子 ， 拉 格 庆 日 在 写作 他 
的 分 析 力 学 时 ， 完 全 不 需要 这 种 幼稚 的 帮助 。 我 们 想 要 把 我 们 的 
分 析 “ 几 何 化 ”的 倾向 , 可 能 只 是 我 们 还 未 长 大 的 证 据 。 如 所 周知 ， 
牛顿 本 人 首先 从 分 析 得 出 了 他 的 不 可 思议 的 结果 ， 再 给 它们 披 上 
阿波 罗 尼 奥 斯 式 的 证 明 的 外 衣 。 他 这 样 做 部 分 是 因为 他 知道 , 大 
多 数 人 一 一 天 赋 不 如 他 本 人 的 数学 家 们 一 一 只 有 当 一 个 定理 有 精 
致 的 图 形 和 呆板 的 欧 几 里 得 证 明 伴随 着 时 ， 才 相信 它 是 正确 的 。 
部 分 是 因为 他 本 人 仍然 徘徊 在 对 笛 卡 儿 以 前 的 几何 的 滕 胱 的 偏爱 
中 。 

我 们 挑选 出 来 在 这 里 论述 的 、 凯 莱 的 最 后 一 个 伟大 发 明 , 是 矩 
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阵 及 其 代数 的 大 概 的 轮 席 。 这 个 题目 开始 于 他 在 1858 年 的 一 篇 
论文 ， 直 接 产生 于 对 代数 不 变量 理论 的 那些 (线性 ) 变 换 的 结合 方 
式 的 简单 观察 。 回 顾 一 下 我 们 对 于 判别 式 及 其 不 变量 说 过 的 话 ， 
我 们 注意 到 gy -> 22 十 9 (箭头 在 这 里 读 作 “由 .…… 代 替 2) 这 个 变 


rvs 
换 。 假 设 我 们 有 两 个 这 样 的 变换 ， 


Zr 十 9 Pz+Q 
2 rvs ， 人 Rz+A ” 


把 其 中 的 第 二 个 变换 应 用 到 第 一 个 变换 中 的 z 上 。 我 们 得 到 


y_» (PP+IR)st (pQ+ gS) 
(rP+sR)z+ (rQ+sS) ° 


我 们 只 注意 三 个 变换 中 的 系数 , 把 它们 写成 方 阵 , 即 

p ?9 x| = ,|- PP+gR | 

7 sl |IR 8 rP+sR rQ+sS| 

就 看 出 , 连续 实施 前 两 个 变换 的 结果 , 可 以 用 下 面 的 “乘法 ?规律 写 
PP+gR | 


出 来 ， 
PQ 
x| a S rP+sR 7Q+sS 
其 中 右边 列 阵 的 行 , 是 以 一 种 明显 的 方式 , 由 把 左边 第 一 个 列 阵 的 
行 应 用 到 第 二 个 列 阵 的 列 得 到 的 。 这 样 的 (任意 数目 的 行 和 列 的 ) 
列 阵 就 称 作 和 矩阵 。 它们 的 代数 是 由 几 个 简单 的 公设 得 到 的 , 我 们 
C b A B 
只 需 列举 下 面 几 个 。 先 阵 | 直 和 |2 Dl a4, $=-B, 0 
=O, dD 时 ,而 且 只 有 在 这 种 情况 下 , 是 相等 的 ( 按 定义 )。 刚 才 


a+A b+B C b 
写 出 来 的 两 个 矩阵 的 和 是 年 阵 | pl | 了 | 用 m (全 






































PP 了 
r 8 
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, b 
何 数 ) 相 乘 的 结果 是 矩阵 | 加 [给 库 相对 ” x (或 复合 ) 的 规 
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pol lf 8 
则 如 上 而 所 举 的 对 于 | “| .| 2 | 的 例子 所 示 。 


这 些 规则 的 一 个 独特 的 特点 是 乘法 不 可 变换 ， 特 殊 类 型 的 矩 
阵 除外 。 例 如 , 我 们 由 规则 得 到 
































P sl p ql IFo+er Po+es 
[a 8| 人 -| Rgt+Ss| 
右边 的 矩阵 不 等 于 乘法 
"ols | 
x 
sl| IR AS 
产生 的 矩阵 。 


给 出 所 有 这 些 细节 , 特别 是 最 后 一 个 , 是 为 了 说 明 在 数学 史上 
常常 出 现 的 一 个 现象 : 对 于 科学 应 用 是 必要 的 数学 工具 , 往往 在 以 
数学 为 其 基础 的 这 门 科 学 被 想象 出 来 以 前 几 十 年 就 发 明了 。 和 矩阵 
“乘法 ”的 奇怪 的 规则 ， 由 这 个 规则 我 们 根据 做 乘法 的 次 序 得 到 不 
同 的 结果 (与 普通 代数 不 一 样 , 那里 z-Hy 总 是 等 于 gy 十 2), 似乎 与 
任何 有 关 科 学 的 或 实际 应 用 的 东西 都 不 着 边际 。 然 而 在 凯 菜 发 明 
了 它 六 十 七 年 之 后 , 海 森 堡 在 1925 年 看 出 和 矩阵 代数 恰恰 是 他 在 他 
的 量子 力学 的 革命 性 工作 中 所 需要 的 工具 。 


山菜 炙 续 不 停 地 从 事 创造 性 的 活动 , 直到 他 去 世 的 那个 星期 ， 


他 以 坚 儿 的 勇气 忍受 了 长 期 患 病 的 痛苦 ， 于 1895 年 1 月 26 日 去 
世 。 我 们 引用 福 赛 思 所 写 的 传记 的 结束 请 ,“ 但 是 他 不 仅仅 是 一 个 
数学 家 。 他 怀 着 唯一 的 目标 , 华 滋 华 斯 会 为 他 的 快乐 的 战士 ' 选 
择 的 唯一 的 目标 , 直到 生命 的 最 后 一 刻 , 始终 坚持 他 一 生 为 之 奋斗 
的 崇高 的 理想 。 他 的 一 生 对 于 那些 认识 他 的 人 [ 福 赛 思 是 凯 莱 的 


学 生 , 成 为 他 在 剑桥 大 学 的 继任 者 ] 有 着 重大 的 影响 : 他 们 钦佩 他 . 


的 品格 , 犹如 他 们 敬重 他 的 天 才 。 在 他 去 世 时 ,他 们 感到 ,一 个 伟 
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大 的 人 从 这 个 世界 上 消失 了 。” 

遍 莱 所 作 的 工作 ,许多 已 经 成 为 数学 的 主流 。 他 那 浩瀚 的 * 数 
学 论文 选集 > (由 九 百 六 十 六 篇 论文 构成 的 四 开本 十 三 大 卷 ， 每 卷 
约 六 百 页 ) 中 ,很 可 能 还 有 更 多 的 著作 ， 将 给 未 来 几 代 富 于 探索 精 
神 的 数学 家 们 提供 有 益 的 食粮 。 凯 莱 最 感 兴趣 的 领域 目前 已 不 再 
流行 , 对 西 尔 维 斯 特 也 可 以 同样 这 样 说 ; 但 是 数学 有 一 个 习惯 , 回 
到 它 原 来 的 问题 上 , 把 它们 归纳 为 范围 更 广 的 综合 问题 。 


1883 年 ， 杰 出 的 爱尔兰 数论 专家 、 人 生津 大 学 的 萨 维 利 几 何 教 
授 吝 利 ` 约 给 "斯 带 分 史密斯 在 他 五 十 七 岁 , 正当 他 从 事 科 学 研究 
的 壮年 时 期 去 世 了 。 和 牛津 大 学 邀请 年 老 的 西 尔 维 斯 特 担 任 这 一 空 
出 的 教授 席位 。 他 这 时 是 七 十 岁 。 西 尔 维 斯 特 接受 了 邀请 ， 这 使 
他 在 美国 的 无 数 朋 友 们 深 感 遗憾 。 但 是 他 想 家 了 , 思念 他 的 对 他 
并 不 慷慨 的 祖国 ; 也 许 这 也 给 了 他 某 种 满足 , 使 他 感到 “建筑 师 们 
抛弃 不 用 的 石头 , 同样 成 了 重要 的 基石 。” 

这 位 令 人 惊奇 的 老人 来 到 牛津 大 学 , 担负 起 他 的 职务 , 以 一 种 
声 新 的 数学 理论 (“Reciprocants 一 一 微分 不 变量 ) 浇灌 他 的 高 年 


. 级 学 生 。 任何 赞扬 或 公正 的 赏识 , 似乎 总 会 促使 西 尔 维 斯 特 超 过 


他 自己 原 有 的 水 平 。 虽 然 在 他 最 新 的 工作 中 , 法 国 数学 家 乔治 . 阿 
尔 方 部 分 地 走 在 了 他 前 面 , 他 却 以 他 特殊 的 天 才 使 之 不 朽 , 以 他 不 
可 磨灭 的 个 性 使 之 更 有 生气 。 

1885 年 12 月 12 日 , 西 尔 维 斯 特 七 十 一 岁 时 在 牛津 大 学 发 表 
的 就 职 演说 , 充满 了 他 年 轻 时 火 一 般 的 热情 ,或 者 还 要 多 些 ， 因 为 
他 现在 感到 安心 , 知道 他 终于 被 那个 曾经 向 他 斗争 的 、 势 利 的 世界 
承认 了 。 从 演说 中 摘录 的 两 段 , 可 以 多 少 看 出 整 篇 的 风格 : 

“我 将 要 闭 述 的 理论 , 或 者 说 我 将 要 宣布 其 诞生 的 理论 ， 坚 持 
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它 人 [与 伟大 的 不 变量 理论 ] 的 关系 不 是 姊妹 , 而 是 兄弟 , 虽然 它 出 现 
较 晚 , 按照 男性 比 女性 更 有 价值 , 或 者 , 无 论 如 何 , 根据 撒 利 法 @ 的 
规定 , 有 权 在 它 姐 姐 的 地 位 之 上 , 并 在 它们 的 联合 王国 中 行使 最 高 
支配 权 。” 

在 评论 某 一 代数 式 中 一 个 名 词 的 不 可 解释 的 缺乏 时 ， 他 改 用 
了 抒情 体 ; 

“在 我 们 面前 的 例子 中 , 一 个 家 庭 成 员 出 乎 意料 地 缺席 一 一 它 
的 出 现 可 能 曾 找寻 过 一 一 仍然 在 我 脑海 中 留 下 了 印象 ， 甚 至 影响 
了 我 的 情绪 。 我 开始 想到 它 好 象 代数 星座 中 易 星 团 @ 中 失去 的 一 
个 , 最 后 , 在 郁闷 地 沉思 这 个 问题 时 , 我 的 感情 在 一 次 诗 的 抒发 中 ， 404 
在 一 个 轴 愉 的 游戏 中 , 找到 发 泄 ,或 得 到 宽慰 。 明 知 它 看 上 去 奇特 
或 放肆 ,我 将 彤 昧 地 了 予以 复述 。 在 我 开始 对 这 个 一 般 理论 作 最 后 
评论 之 前 , 它 至 少 可 以 作为 一 个 插曲 , 松弛 一 下 你 们 紧张 的 注意 。 


致 一 个 代数 公式 的 名 词 家 族 中 
一 个 失去 的 成 员 
你 孤独 的 被 抛弃 的 一 员 ! 被 命运 所 遗弃 ， 
离开 你 向 往 的 同伴 们 一 一 你 陈 向 何方 ? 
被 车 去 了 一 切 ,你 在 何 处 徘徊 ， 
象 一 个 迷途 的 星星 或 被 埋 藻 的 开 石 ? 
你 使 我 想起 那 做 慢 的 一 个 ， 
它 厌恶 成 为 伟大 , 除非 是 最 伟大 ， 
从 无 坡 的 天 空 一 头 控 下 ， 
Q@ Salic law 撒 利 族 法 典 ， 兆 指 其 中 禁止 妇女 继承 土地 的 规定 。 撒 利 法 为 法 图 
和 西班牙 禁止 女性 继承 王位 的 法 律 。 译 者 


图 天 文学 上 的 易 星 团 Pleiades, 据 希 腊 神 话 ， 阿 斯 特 赖 亚 与 一 仙女 所 生 的 七 个 
女儿 , 后 化 为 天 上 七 星 , 其 一 因 爱 一 凡人 , 闭 而 隐匿 , 故 不 能 见 。 一 一 译 者 
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凄凉 地 独自 生活 在 孤独 中 : 

或 者 它 , 新 的 大 力士 , 忍受 着 艰苦 的 放逐 ， 
时 而 为 希望 所 鼓舞 , 时 而 为 恐惧 所 白 麻 ， 
直到 登 上 王位 的 阿 斯 特 赖 亚 将 含糊 的 警告 
通过 大 西洋 的 怒 涛 , 随 风 飘 送 到 他 耳 中 ， 
吟 哇 他 “ 克 县 旨 斯 的 圣 殿 

用 烈火 撤 下 埃 西 斯 @ 国 土 上 的 尘埃 。” 


在 恢复 了 精神 ， 在 纪 斯 女神 的 泉水 @ 中 洗 净 了 我 们 的 手指 以 
后 , 让 我 们 花 一 点 短 短 的 时 间 , 回 到 理智 的 清淡 的 宴席 上 ， 用 我 的 
讲话 中 ,前面 的 问题 中 自然 地 出 现 的 一 般 的 想法 , 作为 最 后 一 道 小 
吃 , 来 款待 我 们 自己 。 

如 果 织 斯 女神 的 泉水 是 这 个 老 朋 友 在 这 次 惊人 的 理性 宴会 上 
洗手 指 的 义 , 那么 那 忠 实 的 葡萄 酒 瓶 总 是 在 他 手边 , 就 是 一 个 可 靠 
的 选择 。 

西 尔 维 斯 特 关于 数学 与 诗歌 类 似 家 属 关系 的 意识 ， 常 常 在 他 
的 写作 中 表现 出 来 。 因此 , 在 一 篇 论 牛 顿 发 现代 数 方程 的 虚 根 规 
则 的 论文 中 , 他 在 一 条 脚注 中 问 道 :“' 难 道 不 可 以 把 音乐 描绘 成 感 
党 的 数学 , 而 把 数学 描绘 成 理性 的 音乐 吗 ? 这 样 , 音乐 家 感觉 到 数 
学 ; 数学 家 想到 音乐 一 一 音乐 是 梦想 , 数学 是 工作 的 一 生 一 一 各 个 
都 从 对 方 达到 尽善尽美 的 境地 ， 那 时 ， 人 类 的 智慧 达到 完美 的 典 





型 ， 将 在 某 个 未 来 的 莫扎特 - 狄 利克 雷 或 贝多 芬 -高 斯 的 歌 颁 下 而 


光彩 夺目 。 这 个 联合 已 经 在 一 个 替 姆 堆 尔 兹 @ 的 天 才 和 工作 中 清 
楚 地 预示 出 来 了 ! ” 


(D 埃 西 斯 (Isis) 为 埃及 神话 中 司 生育 与 繁殖 的 女神 。 一 一 译 者 
外 缪 斯 女神 的 泉水 (Pierian Spring) 指 诗 的 源泉 。 一 一 译 者 
加 赫 姆 址 尔 兹 (Helmholtz)1831 一 1894， 法 国生 理学 家 和 物理 学 家 。 一 一 译 者 
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西 尔 维 斯 特 热爱 生活 , 甚至 当 他 被 迫 向 它 斗争 时 , 也 仍然 是 爱 
它 的 , 如 果 说 曾经 有 人 从 生活 中 得 到 了 它 最 好 的 东西 , 那 就 是 西 尔 
维 斯 特 。 他 感到 自豪 的 是 , 伟大 的 数学 家 们 , 除了 可 以 归于 可 避免 
的 、 或 意外 的 死亡 这 类 情形 以 外 ,都 是 长 寿 的 ， 而 且 至 死 保持 着 敏 
捷 的 思维 。1869 年 他 在 就 任 英国 科学 促进 协会 的 就 职 演说 中 , 列 
举 了 过 去 最 伟大 的 数学 家 的 光荣 的 名 字 ， 用 他 们 去 世 时 的 年 龄 来 
证 实 他 的 论点 ;“…… 世 界 上 没有 哪 门 学 科比 数学 把 头脑 的 全 部 功 
能 带 进 了 更 合 谐 的 行动 .…… 或 者 象 它 那 样 ， 仿 佛 通 过 一 步 步 的 指 
引 , 把 他 们 提高 到 越 来 越 高 的 、 自 党 的 聪明 人 的 境界 ，…… 数 学 家 
活 得 长 , 活 得 年 轻 ; 心灵 的 翅膀 不 会 早早 掉 下 , 毛孔 也 不 会 被 粗俗 
生活 中 尘土 飞扬 的 大 路 上 吹 来 的 尘埃 阻塞 。” 

西 尔 维 斯 特 是 他 自己 的 哲学 的 活生生 的 榜样 。 但 是 就 连 他 ， 
最 后 也 开始 向 时 间 届 服 。 1893 年 一 他 这 时 七 十 九 岁 一 一 他 的 
视力 开始 减退 , 他 变 得 悲哀 诅 形 了 , 因为 他 再 不 能 以 他 往 普 的 热情 
演讲 了 。 次 年 他 请 求解 除 他 担任 教授 的 更 加 繁重 的 任务 , 退休 , 孤 
独 而 温 形 地 住 在 伦 鼓 或 坦 布 里 奇 韦 尔 斯 。 他 所 有 的 哥哥 和 姐姐 都 
早已 去 世 , 他 比 他 大 部 分 亲密 的 朋友 都 活 得 长 久 。 

但 是 即使 这 时 候 他 也 没有 完结 。 他 的 脑子 仍然 强健 有 力 ， 尽 
管 他 本 人 党 得 他 的 创造 力 的 锋 刃 已 永远 迟钝 。1896 年 秋 ， 在 他 八 
十 二 岁 的 时 候 , 他 在 一 个 过 去 总 是 吸引 着 他 的 领域 中 , 找到 了 新 的 
热情 ， 他 在 复合 分 类 理论 和 哥 德 巴 赫 的 每 一 个 偶数 都 是 两 个 素数 
的 和 这 一 猜想 上 , 再 次 燃烧 了 起 来 。 

他 没有 多 长 的 时 间 。1897 年 3 月 初 , 在 伦敦 他 的 房间 里 从 事 
数学 工作 时 , 他 突然 次 疾 ， 因 而 玫 失 了 说 话 的 能 力 。 他 死 于 1897 
年 3 月 了 5 日 ,终年 八 十 三 岁 。 他 的 一 生 可 以 用 他 自己 的 话 作 - 一 总 
结 , “我 确实 热爱 我 的 学 科 。” 
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近代 得 到 最 伟大 的 发 展 的 理论 ， 无 疑 
是 函数 论 。 
一 一 维 托 : 沃 尔 泰 拉 
年 轻 的 数学 博士 们 在 焦急 地 寻找 能 够 发 挥 他 们 的 才智 和 所 受 
训练 的 职位 时 ,常常 会 问 , 一 个 人 是 否 可 能 长 时 间 从 事 初等 教学 工 
作 而 仍然 保持 数学 上 的 活力 。 这 是 可 能 的 。 布 尔 的 一 生 是 部 分 回 
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从 ; 分析 学 大 师 、“ 现 代 分 析 学 之 父 ” 维 尔 斯 特 拉 斯 的 一 生 是 确定 的 
回答 。 

在 详细 论述 维尔 斯 特 拉 斯 之 前 ， 我 们 按 年 代 顺 序 把 他 同 他 的 
那些 德国 同 代 人 列 在 一 起 , 这 些 人 当中 的 每 一 个 都 象 他 一 样 , 在 十 
九 世 纪 后 半 叶 和 二 十 世纪 的 最 初 三 十 年 内 ， 对 于 数学 的 至 少 一 个 
广阔 的 领域 提出 了 新 的 见解 。 1855 年 可 以 作为 一 个 适 宣 的 参考 
点 。 这 一 年 标志 着 高 斯 去 世 ， 以 及 与 前 一 世纪 杰出 的 数学 家 的 最 
后 联系 的 中 断 。1855 年 , 维尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897) 四 十 岁 ; 克 
罗 内 克 (1823 一 1891) 三 十 二 岁 ; 黎 曼 (1826 一 1866) 二 十 九 岁 ; 戴 德 
金 (1831 一 1916) 二 十 四 岁 而 康 托 尔 (1845 一 1918) 还 是 一 个 十 岁 
的 小 孩子 。 因 此 德国 数学 不 缺乏 新 人 来 继续 高 斯 的 伟大 传统 。 这 
时 维尔 斯 特 拉 斯 刚刚 得 到 公认 ; 克 罗 内 克 刚 开 了 个 好 头 ; 黎 曼 已 经 
作出 了 一 些 最 伟大 的 工作 ， 戴 德 金正 在 进入 他 将 得 到 他 最 伟大 的 
名 声 的 领域 (数论 )。 当 然 , 康 托 尔 还 默默 无 闻 。 

我 们 把 这 些 名 字 和 日 期 并 列 在 一 起 , 因为 所 提 到 的 人 当中 , 有 
四 个 人 虽然 象 他 们 的 大 多 数 最 好 的 工作 者 那样 各 不 相同 而 且 完全 
没有 关系 , 却 在 全 部 数学 的 一 个 中 心 问题 , 即 无 理 数 的 问题 上 走 到 
了 一 起 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 和 戴 德 金 在 欧 多 克 斯 公元 前 四 世纪 停 下 来 
的 节 力 、 重 新 开始 对 无 理 数 和 实际 上 对 连续 的 讨论 ; . 克 罗 内 克 是 
芝 诺 的 现代 附和 者 ， 他 怀疑 并 批评 维尔 斯 特 拉 斯 对 欧 多 克 斯 的 修 
正 , 使 维尔 斯 特 拉 斯 的 晚年 很 不 幸 ; 而 康 托 尔 则 阅 出 了 一 条 他 自己 
的 新 路 ， 力 图 领悟 隐 含 在 连续 的 真正 概念 一 一 按照 一 些 人 的 看 法 
一 一 中 的 极限 本 身 。 从 维尔 斯 特 拉 斯 和 戴 德 金 的 工作 中 ,开创 了 
分 析 学 的 现代 纪元 ， 即 分 析 学 ( 微 积分 学 、 单 复 变 函数 理论 和 实 变 
巩 数 理论 ) 的 严格 的 逻辑 精确 性 , 这 与 一 些 较 早 的 作者 的 不 大 严格 
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非常 宝贵 的 , 但 是 从 数学 证 明 的 毕 达 哥 拉 斯 理想 的 观点 看 , 却 全 无 
价值 。 正 如 已 经 指出 的 , 高 斯 、 阿 贝 耳 和 柯 西 开始 了 严格 化 的 第 一 
个 阶段 ; 由 维尔 斯 特 拉 斯 和 戴 德 金 开 始 的 运动 是 在 更 高 的 水 平 上 ， 
它 可 以 适应 在 上 一 世纪 后 半 叶 分 术 学 的 更 严格 的 要 求 ， 而 更 时 的 
小 心间 慎 对 它 是 不 适合 的 。 

维尔 斯 特 拉 斯 的 一 项 发 现 ， 特 别 使 直观 学 派 的 分 析 学 家 们 感 
到 震惊 , 使 他 们 宽 宏 地 注意 到 应 该 慎重 : 他 作出 了 一 个 在 任何 一 点 
上 都 没有 切线 的 连续 曲线 。 高 斯 一 度 称 数学 为 “眼睛 的 科学 ”" 要 
“看 "维尔 斯 特 拉 斯 星 现 给 感觉 直观 的 拥护 者 们 的 曲线 ， 需 要 比 一 
双 好 眼睛 更 多 的 东西 。 

由 于 对 每 一 个 作用 都 有 一 个 大 小 相等 、 方 向 相反 的 反作用 , 因 
而 这 整个 修改 过 的 严格 性 会 引起 它 自身 的 反对 就 是 很 自然 的 了 。 
克 罗 内 克 猛 烈 地 、 甚 至 刻 毒 地 .相当 令 人 恼怒 地 攻击 过 它 。 他 否认 
它 有 甚么 意义 。 虽然 他 成 功 地 伤害 了 可 敬 的 、 厚 道 的 维尔 斯 特 拉 
斯 ,但 是 他 几乎 没有 给 他 的 守旧 的 同 代 人 留 下 什么 印象 , 并且 实际 
上 没有 给 数学 分 析 留 下 丝毫 影响 。 克 罗 内 克 走 在 他 的 时 代 前 面 一 
个 世代 。 直到 二 十 世纪 的 第 二 个 十 年 ,， 人 们 才 认 真 考虑 他 对 于 现 
在 所 接受 的 连续 和 无 理 数 的 原则 的 责难 。 确实 , 今天 并 不 是 所 有 
的 数学 家 都 把 克 罗 内 克 的 攻击 ， 看 作 仅仅 是 他 对 更 著名 的 维尔 斯 
特 拉 斯 的 被 抑制 的 妨 嫉 的 发 泄 (他 的 一 些 同 代 人 认为 是 这 样 的 )， 
人 们 承认 ,在 他 的 使 人 不 安 的 反对 中 可 能 有 些 道理 一 一 也 许 有 , 但 


不 多 不 管 是 否 有 道理 , 克 罗 内 克 的 攻击 部 分 导致 了 现代 数学 推 


理 中 严格 化 的 第 三 个 阶段 ， 即 我 们 自己 正 试图 享有 的 阶段 。 维尔 
斯 特 拉 斯 并 不 是 受 克 罗 内 克 折 磨 的 唯一 的 同 代数 学 家 康 托 尔 也 
在 他 视 为 他 的 有 影响 的 同事 的 恶意 迫害 下 深 受 痛苦 。 所 有 这 些 人 
在 适当 的 地 方 都 将 为 自己 辩护 ; 这 里 我 们 只 是 试图 指出 , 他 们 的 生 
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活 和 工作 至 少 在 这 个 美丽 的 型 式 的 一 个 角落 ， 是 密切 地 交织 在 一 
起 的 。 z 

为 了 完成 这 幅 图 景 ,我 们 必须 指出 以 维尔 斯 特 拉 斯 . 克 罗 内 克 
和 黎 曼 为 一 方 ， 以 克 罗 内 克 和 戴 德 金 为 另 一 方 ， 这 两 方 之 间 的 另 
外 一 些 联系 。 我 们 记 起 阿 贝 耳 死 于 1829 年 , 伽 罗 瓦 死 于 832 年 
雅 可 比 死 于 1851 年 。 在 我 们 所 论 及 的 时 代 , 数学 分 析 中 的 一 个 突 
出 问题 , 是 完成 阿 贝 耳 和 雅 可 比 关于 多 周期 函数 一 -椭圆 函数 、 阿 
贝 耳 函 数 ( 见 第 十 七 章 . 十 八 章 ) 一 一 的 工作 。 维尔 斯 特 拉 斯 和 黎 
曼 从 完全 不 同 的 观点 完成 了 应 该 做 的 事情 一 一 维尔 斯 特 拉 斯 确实 
认为 他 自己 在 某 种 程度 上 是 阿 贝 耳 的 后 继 者 ， 克 罗 内 克 在 椭 加 § 函 
数 方面 开辟 了 新 的 前 景 ， 但 是 他 没有 在 阿 贝 耳 函数 领域 与 另外 两 
个 人 竞争 。 克 罗 内 克 主 要 是 算术 学 家 和 代数 学 家 ， 他 的 一 部 最 优 
秀 的 著作 ， 是 对 仰 罗 瓦 在 方程 理论 中 的 工作 的 详尽 痪 述 和 发 展 。 
这 样 , 伽 罗 瓦 在 他 去 世 后 不 久 就 有 了 -一 个 相称 的 后 继 者 。 

戴 德 金 除 了 对 连续 和 无 理 数 领域 的 涉猎 以 处， 他 的 最 富 于 独 
创 性 的 工作 是 在 高 等 算术 方面 ， 他 彻底 改革 和 刷新 了 这 一 领域 。 
在 这 方面 , 克 罗 内 克 是 他 的 能 干 和 有 远见 的 竞争 者 ,但 是 他 们 的 整 
个 方法 又 是 全 然 不 同 的 , 表现 了 两 个 人 的 特点 : 戴 德 金 通过 躲 进 无 
限 中 (在 他 的 “理想 ”的 理论 中 ， 将 在 适当 的 地 方 指 出 ) 克 服 了 他 在 
代数 理论 中 碰 到 的 困难 ， 克 罗 内 克 则 力图 在 有 限 中 解决 他 的 间 
题 。 





卡尔 。 威廉。 特 奥 多 尔 。 维 尔 斯 特 拉 斯 是 威廉 .维尔 斯 特 拉 
斯 (1790-_1869) 和 他 的 妻子 特 奥 多 拉 .。 福 斯 特 的 长 子 , 他 于 1815 


年 10 胃 红 日 出 生 在 德意志 , 蒙 斯 特区 的 奥 斯 赚 费 尔 德 。 那 时 他 
父亲 是 个 由 法 国 支付 某 金 的 海关 官员 。 人 们 可 以 回想 起 来 , 1815 
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年 是 滑铁卢 战役 的 那 一 年 ;法 国 仍然 统治 着 欧洲 。 介 斯 麦 也 出 生 
在 那 -- 年 ， 注 意 到 下 面 这 一 点 是 很 有 意思 的 ， 这 个 更 著名 的 政治 
家 毕生 的 事业 在 世界 大 战 中 , 如 果 不 是 更 早 的 话 , 被 打 得 粉碎 ; 而 
他 的 不 那么 出 名 的 同 代 人 , 对 科学 和 一 般 的 文明 进步 的 贡献 , 在 今 
天 倒 比 在 他 活着 的 时 候 更 受到 尊重 。 

维尔 斯 特 拉 斯 一 家 终生 都 是 虔诚 的 罗马 天 主教 徒 ， 父亲 是 从 
新 教改 信 天 主 教 的 ， 也 许 是 在 他 结婚 的 时 候 。 卡尔 有 一 个 弟弟 彼 
得 ( 死 于 1904 年 ) 和 两 个 妹妹 ， 克 拉 拉 (1823 一 1896) 和 伊 丽 泽 
(1826 一 1898) , 妹妹 们 终生 照料 他 的 生活 。 母 亲 在 1826 年 生 下 伊 
丽 泽 以 后 不 久 就 去 世 了 , 父亲 第 二 年 又 结 了 婚 。 关 于 卡尔 的 母亲 ， 
我 们 知道 得 很 少 , 只 知道 她 似乎 对 她 的 丈夫 有 一 种 克制 着 的 反感 ， 
并 且 相当 讨厌 她 的 婚姻 。 继母 是 个 典型 的 德国 家 庭 妇女 ， 她 对 她 
丈夫 前 妻 的 子女 的 智力 发 展 的 影响 也 许 是 零 。 在 另 一 方面 , 父亲 
是 一 个 重 实际 的 理想 主义 者 , 一 个 有 文化 的 人 , 一 度 当 过 教师 。 他 
生命 的 最 后 十 年 是 在 柏林 他 著名 的 儿子 家 里 平静 地 度 过 的 ， 两 个 
女儿 也 住 在 那里 。 他 的 子女 没有 一 个 结 过 婚 ,， 虽然 可 怜 的 彼得 一 
度 表 示 过 结婚 的 倾向 , 但 是 很 快 就 被 他 的 父亲 和 妹妹 压 下 去 了 。 

在 孩子 们 天 生 的 亲切 友爱 中 ， 唯 一 可 能 的 不 协调 是 父亲 绝 不 
妥协 的 正直 , 支配 一 切 的 权威 , 和 普鲁士 式 的 顽固 。 他 差 一 点 用 他 
喉 唆 不 休 的 教训 毁 了 彼得 的 一 生 ， 又 很 危险 地 几乎 对 卡尔 也 这 样 
做 。 他 企图 迫使 卡尔 从 事 对 他 不 相 宣 的 职业 ， 而 并 没有 弄 清 楚 他 
那 才气 焕发 的 年 轻 的 儿子 的 能 力 在 哪 方面 。 老 维尔 斯 特 拉 斯 蛮横 
无 理 地 训 诚 他 的 小 儿子 , 干涉 他 的 事情 , 直到 这 “孩子 "差不多 四 十 
岁 时 才 和 停止 。 幸 而 卡尔 是 由 更 富 于 反抗 精神 的 材料 构造 成 的 。 正 
象 我 们 将 会 看 到 的 ， 他 对 他 父亲 的 反抗 一 一 尽管 他 自己 世 许 完全 
不 清楚 他 是 在 反抗 这 个 暴君 一 采取 了 一 种 并 不 少见 的 形式 ， 就 
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是 把 他 父亲 为 他 选择 的 生活 弄 得 一 团 糟 。 这 也 许 是 他 能 够 设想 出 
来 的 最 简单 的 防卫 方式 ， 它 最 好 的 地 方 就 是 他 和 他 的 父亲 都 从 来 
没有 梦想 到 在 发 生 甚么 事情 ， 虽 然 卡 尔 在 六 十 岁 时 写 的 一 封 信 表 
明 , 他 终于 认识 到 了 他 早期 的 困难 的 原因 。 最 后 卡尔 走 上 了 能 够 
自主 行事 的 道路 , 但 是 这 是 一 条 漫长 、 迁 回 的 道路 , 经 历 了 重重 麻 
炼 和 错误 。 只 有 象 他 这 样 不 修 边 幅 。 粗 鲁 质朴 、 身 心 都 很 强健 的 
人 , 才能 胜利 地 走 到 底 。 

卡尔 出 生 后 不 久 , 全 家 迁居 到 戌 斯 特 伐 利 亚 的 市 斯 特 科 腾 , 在 
那里 父亲 当 了 盐场 的 海关 官员 。 韦 斯 特 科 滕 就 象 维尔 斯 特 拉 斯 度 
过 了 他 一 生 中 最 好 的 岁月 的 其 它 狭 小、 阴暗、 肪 脏 的 地 方 一 样 , 今 
天 它 在 德国 为 人 所 知 ， 只 是 因为 维尔 斯 特 拉 斯 一 度 被 判定 在 那里 
腐败 一 一 只 不 过 他 没有 发 锈 ， 他 发 表 的 第 一 项 工作 被 确定 为 1841 
年 (他 那 时 二 十 六 岁 ) 写 于 韦 斯 特 科 滕 。 村 子 里 没有 学 校 , 因此 卡 
尔 被 送 到 邻近 的 城镇 蒙 斯 特 , 十 四 岁 时 , 他 从 那里 进 了 在 帕 德 博 轧 
的 天 主教 办 的 高 级 中 学 。 与 处 于 类 似 情况 的 笛 卡 儿 一 样 ， 维 尔 斯 
特 拉 斯 非常 喜欢 他 的 学 校 , 和 他 的 有 经 验 . 有 教养 的 教师 们 交 了 朋 
友 。 他 用 大 大 少 于 标准 的 时 间 学 完了 规定 的 课程 ， 所 有 的 功课 都 
取得 了 同样 优异 的 成 绩 。 他 在 1834 年 十 九 岁 时 离开 了 学 校 。 奖 
学 金 源源 不 断 地 落 到 他 头 上 ; 有 一 年 他 获得 七 项 奖 ; 他 通常 是 德 文 
第 一 名 , 拉丁 文 .希腊 文 和 数学 这 三 门 中 两 门 的 第 一 名 。 一 种 极 具 
讽刺 性 的 反常 现象 是 他 一 次 也 没有 获得 书法 奖 ， 而 他 注定 了 要 给 
那些 刚刚 从 母亲 的 围裙 带 下 解放 出 来 的 小 孩子 们 教书 法 。 

数学 家 们 往往 喜欢 音乐 ， 象 维尔 斯 特 拉 斯 这 样 帘 达 的 一 个 人 
竞 不 能 忍受 任何 形式 的 音乐 , 这 也 是 很 有 趣 的 。 音乐 对 他 毫 无 意 
义 ， 当 他 成 为 一 个 取得 成 就 的 人 时 ， 关 心 他 的 妹妹 们 试 着 让 他 去 
上 音乐 课 ， 以 便 使 他 在 社交 场合 能 比较 顺应 习俗 。 但 是 他 数 衍 塞 
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资 地 上 了 一 两 次 课 后 , 就 放弃 了 这 个 讨厌 的 计划 。 当 她 们 设法 把 他 


拉 到 音乐 厅 或 剧院 去 时 , 音乐 会 使 他 居 倦 , 正 歌剧 使 他 昏 然 入 唾 。 

和 他 的 父亲 一 样 , 卡尔 不 仅 是 个 理想 主义 者 , 而 且 一 度 也 是 极 
实际 的 。 除 了 在 纯粹 是 不 实际 的 学 科 中 获得 了 大 多 数 奖 金 之 外 ， 
他 在 十 五 岁 时 得 到 了 一 个 有 报酬 的 工作 , 给 一 个 卖 火腿 和 奶油 的 、 
生意 兴隆 的 女 商 人 当 会 计 。 

所 有 这 些 成 功 ， 对 卡尔 的 未 来 产生 了 灾难 性 的 影响 。 老 维尔 
斯 特 拉 斯 和 许多 家 长 一 样 , 从 他 儿子 的 成 功 中 得 出 了 错误 的 结论 。 
他 的 “推理 ”是 这 样 的 由 于 这 孩子 已 经 赢得 了 一 大 堆 奖 , 因此 他 一 
和 定 有 一 个 好 脑子 一 一 这 点 倒是 很 可 以 承认 的 ;由 于 他 有 成 效 地 给 
受 人 尊敬 的 奶油 火腿 女 商 人 着 写 账本 而 给 自己 挣 来 了 零用 钱 ， 因 
此 他 将 成 为 一 个 高 明 的 短 记 员 。 那 么 全 部 短 记 的 顶点 是 什么 呢 ? 
显然 是 在 普鲁士 行政 机 构 中 得 到 一 个 行政 职位 一 一 当然 是 在 比较 
高 层 的 部 门 。 但 是 要 为 这 个 高 贵 的 位 置 作 准 备 ， 为 了 有 效 地 挤 上 
去 , 避免 被 拉 下 来 , 法 律 知 识 是 合乎 需要 的 。 

这 一 切 推理 的 总 的 结论 , 就 是 维尔 斯 特 拉 斯 家 的 一 家 之 主 , 在 
他 有 天 赋 的 儿子 十 九 岁 时 ,把 他 骨 冒 失 失 地 推进 了 波恩 大 学 , 去 掌 
所 商业 的 诈骗 术 和 法 律 的 诡辩 。 

卡尔 很 有 见识 , 这 两 件 事 他 哪 一 件 也 不 会 去 干 。 他 把 他 巨大 
的 体力 , 闪电 般 的 灵巧 和 敏捷 的 头脑 , 几乎 完全 用 在 击剑 ， 和 由 于 
夜间 沉溺 于 真正 的 德国 啤酒 而 带 来 的 丰富 的 社交 活动 上 。 这 对 于 
焦虑 不 安 的 博士 生 是 一 个 多 人 么 令 人 震惊 的 榜样 啊 , 他 们 害怕 教书 ， 
唯 辐 他 们 本 来 暗淡 的 智力 会 永远 暗淡 下 去 ! 但 是 要 做 到 维尔 斯 特 
拉 斯 所 做 的 , 而 且 做 了 坏事 而 不 被 发 觉 ,一 个 人 必须 至 少 有 他 十 分 
之 一 的 体质 和 不 少 于 于 分 之 一 的 脑子 。 | 

波恩 发 现 维尔 斯 特 拉 斯 是 不 可 击败 的 。 他 眼睛 尖 , 手 伸 得 长 ， 
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和 象 魔鬼 般 准确 ， 击 剑 时 快 得 象 办 电 ， 这 一 切 使 他 成 为 一 个 令 人 钦 
佩 . 但 不 能 击 中 的 对 手 。 事 实 上 他 从 来 没有 被 击 中 过 , 他 面颊 上 没 
有 留 下 过 伤疤 , 在 他 所 有 的 较量 中 , 他 从 没有 流 过 一 滴 血 。 后 来 对 
他 的 无 数 次 胜利 的 庆祝 中 , 他 是 否 曾经 被 灌 醉 过 , 不 得 而 知 。 他 的 
谨慎 的 传记 作者 们 在 这 重要 的 一 点 上 多 少 有 点 保留 ， 但 是 任何 人 
只 要 仔细 考虑 过 维尔 斯 特 拉 斯 的 一 篇 数学 杰作 ， 就 知道 一 个 象 他 
这 样 强健 的 头脑 , 竟然 会 在 半 加 仑 的 啤酒 上 打 虹 , 是 难以 令 人 置信 
的 。 他 在 大 学 里 虚度 的 四 个 年 头 , 也 许 终究 还 是 过 得 得 当 的 。 

波恩 的 经 历 ， 对 维尔 斯 特 拉 斯 作 了 三 件 最 重要 的 事 ， 它 们 治 
愈 了 他 对 父亲 的 “ 面 结 ”， 而 没有 在 任何 方面 损害 他 对 被 他 坎 骗 了 
的 父母 的 爱 ; 它们 使 他 成 为 一 个 能 够 完全 享有 天 资 不 如 他 自己 
一 一 他 的 学 生 一 一 的 人 那些 可 莫 的 希望 和 抱负 的 人 ， 因 而 直接 对 
他 成 功 地 成 为 也 许 是 有 史 以 来 最 伟大 的 数学 教师 作出 了 贡献 ， 最 
后 , 他 童年 时 代 的 富 于 幽默 感 的 亲切 和 该 , 成 了 他 终生 保持 的 一 个 
习惯 。 因此 , 当 卡 尔 在 波恩 白白 ” 度 过 四 年 之 后 , 没有 得 到 学 位 ， 
回 到 他 悲叹 的 家 人 怀抱 中 时 ， 他 的 "学生 时 代 ” 并 不 是 象 他 失望 的 
父亲 和 焦急 不 安 的 妹妹 一 一 更 不 用 说 吓 懂 了 的 彼得 一 一 认为 的 那 
样 , 是 一 种 损失 。 

发 生 了 可 怕 的 争吵 。 他 们 训斥 他 一 一 象 他 这 样 “ 身 心 不 振 ”， 
也 许 是 法 律 不 够 , 数学 太 少 , 啤酒 太 多 的 结果 ; 他 们 坐 在 他 周围 , 既 
视 着 他 , 最 粳 糕 的 是 他 们 开始 讨论 他 , 就 象 他 已 经 死 了 、 应 该 拿 这 
具 尸 体 怎 么 办 呢 ? 提 到 法 律 , 维尔 斯 特 拉 斯 在 波恩 仅仅 和 它 短 短 交 
手 ， 但 已 经 够 了 ， 他 以 他 作为 一 个 法 学 博士 报考 者 的 尖锐 的 “ 反 
驳 ”, 使 院 长 和 他 的 朋友 们 大 为 吃惊 。 至 于 数学 ,在 波 妹 , 那 是 不 值 
得 考虑 的 。 唯 一 有 才能 的 人 , 朱 利 亚 斯 。 普 拉克 , 本 来 可 以 对 维尔 
斯 特 拉 斯 有 些 好 外 ,但 是 忙于 他 多 方面 的 职责 , 没有 时 间 去 照顾 个 
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人 ,所 以 维尔 斯 特 拉 斯 甚么 也 没有 从 他 那里 学 到 。 

但 是 , 象 阿 贝 耳 和 其 他 许多 第 一 流 的 数学 家 一 样 , 维尔 斯 特 拉 
斯 在 他 击剑 和 饮酒 之 问 的 间 歌 时 间 去 拜访 大 师 们 :他 曾经 醉心 于 
拉 普 拉 斯 的 < 天 体力 学 ?>， 从 而 为 他 终生 感 兴趣 的 力学 和 联 立 微分 
方程 组 英 定 了 基础 ,他 当然 不 能 使 这 些 东 西 进 到 他 那 有 文化 的 .小 
官吏 的 父亲 头脑 中 去 ， 他 那 顺从 的 弟弟 和 诅 丧 的 妹妹 们 听 不 懂 他 
在 谈 些 什么 。 事实 本 身 就 足够 了 ; 卡尔 老兄 , 这 个 愤 生 生 的 小 家 庭 
的 天 才 , 在 他 身上 曾经 寄予 体面 的 资产 阶级 那样 的 崇高 希望 ,在 父 
亲 方 面 四 年 的 严格 节省 之 后 , 回 到 家 了 , 没有 得 到 学 位 。 

最 后 一 一 过 了 几 个 星期 -一 这 个 家 庭 的 一 个 明白 事理 的 朋友 
(他 在 卡尔 童年 时 代 就 对 他 怀 着 同情 , 并 且 对 数学 怀 着 一 个 聪明 的 
业余 爱好 者 的 兴趣 ) 提 出 了 一 个 解决 办 法 , 让 卡尔 准备 参加 在 附近 
蒙 斯 特 学 院 举行 的 国家 教师 考试 。 年 轻 的 维尔 斯 特 拉 斯 不 会 从 这 
次 考试 中 得 到 博士 学 位 ， 但 是 当 教 师 的 工作 使 他 晚间 有 充裕 的 空 
闲 时 间 , 如 果 他 有 数学 方面 的 素质 的 话 , 他 就 可 以 在 数学 上 保持 活 
力 。 维 尔 斯 特 拉 斯 向 当局 直率 地 承认 了 他 的 “罪过 ”， 请 求 给 他 一 
个 重新 开始 的 机 会 。 他 的 请 求 得 到 了 允许, 维尔 斯 特 拉 斯 1839 年 
5 月 22 日 在 蒙 斯 特 被 录取 。 准备 从 事 中 等 学 校 教师 的 生涯 。 这 
对 他 后 来 在 数学 上 的 卓著 成 就 是 -- 级 最 重要 的 阶梯 ， 虽 然 在 当时 
看 来 象 是 一 场 彻底 的 失败 。 

对 维尔 斯 特 拉 斯 影响 最 大 的 , 是 克 里 斯 托 夫 。 古 德 曼 (1798 一 
1852) 来 到 蒙 斯 特 担任 数学 教授 。 古 德 曼 当 时 (1839 年 ) 正 热衷 于 
椭圆 函数 。 我 们 记得 雅 可 比 在 1829 年 发 表 了 他 < 椭圆 函数 基本 新 
理论 >。 虽 然 现 在 已 没有 甚么 人 熟悉 古 德 曼 精心 写 出 的 研 究 论 文 
(他 在 克 列 尔 的 众 辐 下 , 在 他 的 杂志 ”上 发 表 的 一 系列 文章 ), 但 不 
能 仅仅 因为 他 过 时 了 , 就 象 有 时 流行 的 做 法 那样 , 轻 工 地 把 他 撤 在 
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一 边 。 古 德 曼 在 他 那个 时 代 ， 有 一 种 创新 的 思想 。 椭圆 函数 理论 
可 以 有 许多 不 同 的 方法 去 发 展 一 多 得 令 人 不 安 。 在 一 个 时 期 
某 种 特别 的 方法 似乎 是 最 好 的 ; 在 另 一 个 时 期 , 一 种 稍 有 不 同 的 广 
法 又 被 人 们 大 肆 宣 传 , 而 且 普 遍 认 为 是 更 时 兴 的 。 

十 德 曼 的 想法 是 一 切 都 以 函数 的 震级 数 展 开 为 基础 。( 这 个 说 
法 暂时 是 可 以 的 ， 当 我 们 描述 维尔 斯 特 拉 斯 的 工作 的 一 个 主要 动 
机 时 ， 它 的 意义 就 清楚 了 。) 这 确实 是 -- 个 很 好 的 新 的 主意 。 古 德 
曼 以 德意志 式 的 彻底 精神 苦 苦 干 了 许多 年 ， 也 许 并 没有 认识 到 在 
他 的 灵感 后 面 到 底 是 甚么 , 他 本 人 也 从 来 没有 把 它 进 行 到 底 。 这 
里 值得 注意 的 重要 事情 是 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 使 宕 级 数理 论 一 一 古 德 
曼 的 灵感 一 一 成 为 他 在 分 析 学 方面 的 全 部 工作 的 核心 。 他 听 过 十 
德 曼 的 演讲 , 这 个 主意 就 是 来 自古 德 曼 的 。 维 尔 斯 特 拉 斯 晚年 仔细 
考虑 了 他 在 分 析 学 中 发 展 的 那些 方法 的 范围 ， 禁不住 惊 呼 ，“ 除 了 
冤 级 数 , 甚么 也 没有 ! ” 

古 德 曼 讲 授 椭圆 函数 (他 用 的 是 另 一 个 名 称 ， 但 那 无 关 紧 要 ) 
的 第 一 讲 时 , 只 有 十 三 个 听众 。 因 为 深 爱 他 的 题目 , 演讲 人 很 快 便 
离开 地 面 ， 实 际 上 是 独自 在 纯 思 想 的 太空 中 彰 翔 。 第 二 讲 只 来 了 
一 个 听讲 的 人 ， 古 德 曼 很 高 兴 。 这 个 唯一 的 学 生 就 是 维尔 斯 特 拉 
斯 。 从 此 以 后 , 没有 哪个 鲁 暮 的 第 三 者 胆敢 来 襄 污 这 位 演讲 者 与 
他 唯一 的 弟子 之 间 的 神 交 。 古 德 曼 和 维尔 斯 特 拉 斯 都 是 天 主教 
徒 ; 他 们 在 一 起 相处 得 非常 融洽 。 

维尔 斯 特 拉 斯 非常 感激 古 德 曼 给 予 他 的 慷慨 的 关心 ， 他 在 成 
名 之 后 ， 抓 住 一 切 机 会 一 一 越 公开 越 好 一 表示 他 对 于 十 德 曼 对 
他 所 做 的 -- 切 的 感谢 。 他 所 受 的 恩惠 并 不 是 无 足 轻 重 的 ， 并 不 是 a4 
每 - -个 教授 都 能 够 给 人 以 这 样 的 启示 一 一 以 函数 的 震级 数 表 示 作 
为 一 个 开始 点 ， 这 个 启示 鼓舞 了 维尔 斯 特 拉 斯。 除了 关于 椭圆 画 
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数 的 演讲 以 外 ， 古 德 曼 还 给 维尔 斯 特 拉 斯 个 别 讲授 “解析 球面” 
不 管 那 可 能 是 甚么 。 

I841 年 , 维尔 斯 特 拉 斯 二 十 六 岁 时 , 参加 了 教师 证 书 考 试 。 考 
试 分 笔试 和 口试 两 部 分 。 笔 试 部 分 是 允许 他 在 六 个 月 内 就 主考 人 
合意 的 三 个 题目 写 出 三 篇 论文 。 第 三 个 问题 产生 了 一 篇 关于 中 等 
学 校 教学 中 使 用 苏 格 拉 底 问 答 法 的 优秀 论文 。 维 尔 斯 特 拉 斯 遵循 
这 个 方法 获得 辉煌 的 成 功 ， 他 成 为 世界 上 教授 高 等 学 校 学 生 的 第 
一 流 的 数学 教师 。 

一 个 教师 一 一 甚至 在 高 等 数学 方面 一 是 由 他 的 学 生来 判断 
的 。 如 果 他 的 学 生 对 他 “非常 清晰 的 讲课 ”很 热心 ， 作 了 大 量 的 笔 
记 , 但 是 在 取得 高 等 学 位 以 后 , 他们 本 人 从 不 作 任何 创造 性 的 数学 
工作 , 那么 , 这 位 教师 作为 一 个 大 学 讲师 是 完全 失败 了 ; 他 的 适当 
的 位 置 一 一 如 果 说 甚么 地 方 合适 的 话 一 一 是 在 中 学 里 ， 或 者 是 在 
一 所 小 小 的 学 院 里 , 那里 的 目标 是 培养 驯服 的 绅士 , 而 不 是 独立 的 
思想 家 。 维 尔 斯 特 拉 斯 的 演讲 是 完美 的 典范 。 但 是 如 果 它 们 仅仅 
是 完美 的 讲解 , 在 教学 法 上 是 毫 无 价值 的 。 维尔 斯 特 拉 斯 给 形式 
的 完美 增加 了 一 种 摸 不 着 的 东西 ， 叫 做 灵感 。 他 并 不 夸大 数学 的 
庄严 崇高 , 他 从 不 夸 夸 其 谈 , 但 是 他 不 知 怎么 地 ， 在 他 的 学 生 中 大 
得 不 相称 的 部 分 中 造就 了 富 于 创造 力 的 数学 家 。 

维尔 斯 特 拉 斯 参加 的 那 次 考试 ， 接 受 他 在 见习 一 年 以 后 担任 
中 学 教师 的 职业 ， 那 次 考试 是 记录 在 案 的 这 类 考试 中 最 不 寻常 的 
一 次 。 他 所 呈 交 的 论文 中 , 必定 有 一 篇 是 教师 考试 中 收 到 的 最 深 
奥 的 作品 。 应 报考 考 的 请 求 ， 古 德 曼 给 维尔 斯 特 拉 斯 出 了 一 道真 
正 的 数学 题 , 找 出 椭圆 函数 的 震级 数 发 展 。 还 不 只 此 , 但 是 提 到 的 
这 部 分 也 许 是 最 有 意思 的 。 

古 德 曼 关于 这 项 工作 的 报告 , 如 果 受 到 注意 的 话 , 很 可 能 改变 
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维尔 斯 特 拉 斯 的 人 生 道 路 , 但 是 它 本 可 以 有 用 处 , 却 没 有 产生 实际 
的 印象 。 古 德 曼 在 给 官方 的 报告 的 附 言 中 说 ,“ 这 个 问题 , 一 般 说 
来 , 对 一 个 年 轻 的 分 析 学 者 是 过 于 困难 了 , 它 是 应 报考 者 本 人 的 请 
求 , 并 经 委员 会 同意 才 出 的 。 ”在 他 笔试 的 论文 被 接受 ,口试 取得 
成 功 的 评语 以 后 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 得 到 一 张 关于 他 对 数学 的 独创 性 
贡献 的 特别 证 书 。 古 德 曼 在 陈述 了 这 位 报考 者 所 做 的 工作 , 并 指 
出 了 他 着 手 解决 的 问题 的 独创 性 和 记得 出 的 结论 的 新 络 之 后 ， 宣 
称 这 项 工作 显示 了 优秀 的 数学 才能 , “如果 这 个 才能 不 被 浪费 掉 ， 
必然 会 对 科学 的 发 展 作出 贡献 。 为 了 作者 的 缘故 ， 也 为 了 科学 的 
缘故 , 希望 不 要 让 他 当中 学 教师 ， 如 条 件 许可 ， 望 其 能 在 高 等 学 府 
发 挥 作用 …… 以 此 该 报考 者 根据 与 生 俱 来 的 权利 ， 进 入 了 著名 发 
明 者 的 行列 。” 

这 些 评语 , 部 分 由 古 德 曼 在 下 面 划 线 予 以 强调 ,在 官方 报告 中 
却 完全 被 勾 销 了 。 维尔 斯 特 拉 斯 得 到 了 他 的 证 书 ， 这 就 是 一 切 。 
他 在 二 十 六 岁 时 开始 了 在 中 学 教书 的 职业 ， 这 将 吞没 他 一 生 中 将 
近 十 五 年 的 时 间 , 包括 从 三 十 岁 到 四 十 岁 , 这 通常 被 认为 是 一 个 科 
学 家 的 一 生 中 最 寅 于 刨 造 力 的 十 年 。 

他 的 工作 过 于 繁重 。 只 有 具有 钢铁 般 的 决心 和 强健 的 体格 的 
人 ,能 够 完成 维尔 斯 特 拉 斯 所 做 的 工作 。 上 晚上 是 他 自己 的 , 他 过 着 
双重 生活 , 并 不 是 他 变 成 了 一 个 迟钝 的 做 苦 工 的 人 , 远 远 不 是 。 他 
也 没有 装 出 一 付 乡村 学 者 的 样子 ， 陷 入 非凡 人 所 能 理解 的 神秘 的 
沉思 。 他 在 晚年 喜欢 怀 着 平静 的 满意 心情 ， 详 细 讲 述 他 怎样 愚弄 
了 所 有 的 人 ; 放荡 的 政府 官员 们 和 年 轻 的 军官 们 , 发 现 这 个 和 气 的 
中 学 教师 是 一 个 完 完全 全 的 好 人 , 一 个 快活 的 酒肉 朋友 。 

但 是 除了 这 些 偶尔 在 一 起 夜间 出 游 的 酒 友 以 外 ， 维 尔 斯 特 拉 
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耳 , 他 常常 和 阿 贝 耳 一 起 熬夜 。 他 自己 说 阿 贝 耳 的 著作 永远 在 他 
手边 。 当 他 成 为 世界 上 第 一 流 的 分 析 学 家 和 欧洲 最 伟大 的 数学 教 
师 时 , 他 对 他 的 众多 学 生 的 第 一 个 、 也 是 最 后 一 个 忠告 , 就 是 读 阿 
贝 耳 ! ”对 于 这 个 伟大 的 挪威 人 , 他 怀 着 无 限 的 钦佩 , 任何 妨 嫉 的 明 
影 都 不 能 使 它 暗 淡 。“ 阿 贝 耳 , 这 个 幸运 的 家 伙 ! ”他 会 惊 呼 : “他 做 
出 了 永恒 .不 朽 的 东西 ! 他 的 思想 将 永远 给 我 们 的 科学 以 使 它 丰 贷 
的 影响 。” 

对 维尔 斯 特 拉 斯 也 可 以 同样 这 样 说 ， 他 用 以 丰富 数学 的 创 
造 性 的 思想 ， 绝 大 部 分 是 他 在 凌 凉 的 乡村 里 担任 一 名 默默 无 闻 的 
中 学 教师 时 构思 出 来 的 ， 那 里 得 不 至 先进 的 书籍 ， 当 时 他 经 济 持 
据 ， 写 一 封 信 的 邮资 就 要 占 掉 这 位 教师 每 周 微 注 的 工资 的 一 大 部 
分 。 由 于 付 不 起 邮费 , 维尔 斯 特 拉 斯 不 能 进行 科学 通信 。 或 许 这 
对 他 倒是 一 件 好 事 ， 他 的 独创 性 可 以 不 受 当时 流行 的 思想 的 妨碍 
而 自由 发 展 。 这 样 得 来 的 独立 的 观点 ， 成 为 他 后 期 工作 的 特点 。 
他 在 演讲 中 , 总 想 从 头 开始 按照 他 自己 的 特点 去 发 展 一 切 , 几乎 从 
不 提 到 别人 的 工作 。 这 点 有 时 使 他 的 听众 感到 迷惑 , 不 知道 甚么 是 
这 位 大 师 的 , 甚么 是 另 一 个 人 的 。 

谈 谈 维尔 斯 特 拉 斯 的 科学 生涯 中 的 一 两 个 阶段 ， 对 学 数学 的 
读者 会 是 有 趣 的 ,在 蒙 斯 特 的 高 级 中 学 担任 一 年 见习 教师 以 后 , 维 
尔 斯 特 拉 斯 写 了 一 篇 关于 分 析 函 数 的 论文 。 他 在 这 篇 论文 中 , 除 
了 其 他 东西 以 外 ， 独 立地 得 出 了 柯 西 的 整数 理论 一 一 所 谓 的 分 析 
的 基本 理论 。1842 年 他 听 说 了 柯 西 的 工作 , 但 是 没有 提 优 先 权 的 
要 求 (事实 上 ， 高 斯 早 在 1811 年 就 领先 了 他 们 两 人 ， 但 是 他 一 惯 
是 把 他 的 工作 放 在 一 边 , 等 它 成 熟 , 而 没有 发 表 )。 1842 年 , 维尔 
斯 特 拉 斯 二 十 七 岁 时 ， 把 他 所 发 展 的 方法 应 用 到 微分 方程 组 一 一 
例如 , 象 在 牛顿 三 体 问题 中 发 生 的 情形 一 样 ; 论述 是 成 熟 的 ， 有 力 
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的 。 他 做 这 些 工作 , 没有 想到 发 表 , 仅仅 是 为 他 毕生 的 事业 ( 论 阿 
贝 耳 函数 ) 打 基础 。 

1843 年 ， 维尔 斯 特 拉 斯 是 西 普鲁士 的 德意志 - 克 罗 内 的 高 级 
中 学 的 数学 和 物理 助理 教师 。 不 久 他 就 升任 为 受 尊敬 的 普通 教 
师 。 除了 提 到 的 学 科 以 外 , 这 位 欧洲 第 一 流 的 分 析 学 家 还 给 他 管 
辖 下 的 孩子 们 教授 德语 .地理 和 书法 ,1845 年 又 增加 了 体操 。 

1848 年 , 三 十 三 岁 时 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 被 转 到 布 伦 斯 堡 的 高 级 
中 学 任 普通 教师 。 这 算是 晋升 , 但 升 得 不 多 。 这 所 学 校 的 校长 是 
一 个 杰出 的 人 , 他 尽 一 切 力量 使 事情 合乎 维尔 斯 特 拉 斯 的 心意 , 尽 
管 他 对 于 他 这 位 同事 的 卓越 才智 只 有 一 点 模糊 的 概念 。 这 所 学 校 
以 有 一 所 小 小 的 图 书馆 ， 拥 有 关于 数学 和 科学 方面 的 经 过 仔细 挑 
选 的 书籍 而 自豪 。 

正 是 在 这 一 年 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 有 几 个 星期 离开 了 他 那 引 人 入 
胜 的 数学 ， 沉 骂 在 一 场 小 小 的 有 趣 的 恶作剧 中 。 当时 政治 上 出 了 
点 乱 子 ; 自由 的 病毒 已 经 侵袭 了 患 病 的 德意志 人 民 , 至 少 有 一 些 勇 
地 分 子 已 路 上 了 争取 民主 的 征途 。 掌 权 的 保皇 派对 一 切 不 是 充分 
赞扬 他 们 的 政权 的 言论 和 出 版 物 , 采取 了 严格 的 检查 。 报纸 上 开 
始 出 现 即兴 的 自由 颂歌 。 当 局 自然 不 能 容忍 对 法 律 和 秩序 的 这 种 
破坏 , 当 布 伦 斯 堡 突然 间 进 发 出 一 大 批 民主 诗人 ,在 当时 还 未 受到 
检查 的 地 方 报纸 上 高 唱 自由 的 颂歌 时 ， 惊 慌 失 措 的 政府 急 急 念 忙 
地 任命 了 一 位 地 方 官员 担任 检查 员 , 然后 就 安 枕 无 忧 , 认为 会 万 事 
大 吉 了 。 

不 幸 的 是 , 新 任命 的 检查 员 对 一 切 形式 的 文学 ， 特 别 是 诗歌 ， 
抱 着 强烈 的 反感 。 他 简直 就 无 法 读 读 这 些 东 西 。 他 把 自己 的 监督 
局 限于 用 蓝 色 铅笔 删改 单调 乏味 的 政治 性 文章 ， 而 把 所 有 的 文学 
作品 都 交 给 中 学 教师 维尔 斯 特 拉 斯 去 审查 。 维尔 斯 特 拉 斯 很 高 
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兴 , 他 知道 这 位 官方 检查 员 对 任何 诗歌 都 决 不 会 看 上 一 服 , 他 一 定 
要 让 最 富 炮 动 性 的 诗歌 ， 就 在 检查 员 的 面前 完全 正当 地 印 出 来 。 
事情 就 这 样 有 趣 地 进行 下 去 , 群众 都 十 分 高 兴 , 直到 一 -位 高 级 官员 
插 进 来 , 才 结 束 了 这 场 闹剧 。 因为 官方 检查 员 应 对 这 次 冒犯 行为 
负责 , 维尔 斯 特 拉 斯 未 受 惩罚 。 

德意志 - 克 罗 内 这 个 无 名 的 小 村 ， 有 幸 成 为 维尔 斯 特 拉 斯 在 
1842 一 1843 年 首次 出 版 著作 的 地 方 。 德意志 的 中 学 校 不 定期 地 
出 版 教学 大 纲 ”， 包括 教职员 的 文章 。 维 尔 斯 特 拉 斯 投了 一 篇 < 论 
分 析 阶 乘 > 的 文章 。 不 需要 解释 这 是 些 甚么 ; 这 里 值得 注意 的 一 点 
是 , 阶乘 是 曾经 使 得 老 分 析 学 家 们 头痛 得 一 筹 莫 展 的 课题 ,在 维尔 
斯 特 拉 斯 开始 着 手 解 决 与 阶乘 有 联系 的 一 些 问题 之 前 ， 人 们 一 直 
没有 抓 住 这 个 问题 的 要 点 。 

我 们 记得 克 列 尔 写 了 大 量 关于 阶乘 的 文章 ， 我 们 也 知道 当 阿 
忠 耳 有 点 鲁 莱 地 告诉 他 说 ;他 的 工作 中 包含 着 严重 的 失误 时 , 他 是 
多 么 感 兴 趣 。 克 列 尔 现在 再 次 登场 了 ,而 且 是 抱 着 他 对 阿 贝 耳 表 
示 的 同样 良好 的 精神 。 

维尔 斯 特 拉 斯 的 著作 , 直到 1856 年 , 他 写成 十 四 年 之 后 才 发 
表 , 克 列 尔 把 它 刊登 在 他 的 《杂志 上 。 维尔 斯 特 拉 斯 这 时 已 经 成 
名 。 克 列 尔 承 认 , 维尔 斯 特 拉 斯 有 力 的 论述 , 清楚 地 揭 镍 了 他 自己 
的 工作 中 的 错误 。 他 接着 说 了 下 面 的 话 :“ 我 在 自己 的 工作 中 ， 从 
来 没有 带 进 个 人 的 观点 , 我 也 没有 沽 名 钓 誉 , 只 是 尽 我 所 能 地 促进 
真理 的 发 展 ; 不 论 是 谁 更 接近 于 真理 一 一 不 论 是 我 还 是 其 他 的 人 ， 
对 我 都 一 样 ， 只 要 能 更 接近 真理 就 行 了 。? 关 于 克 列 尔 ; 决 没有 其 
人 么 神经 过 敏 。 关 于 维尔 斯 特 拉 斯 , 也 没有 甚么 神经 过 敏 。 

德意志 - 克 罗 内 这 个 小 小 的 村 落 , 不 管 它 在 政治 上 和 商业 上 是 
否 重要 , 它 在 数学 史上 象 一 个 王国 的 首都 那样 突出 , 因为 正 是 在 这 
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里 ,维尔 斯 特 拉 斯 , 连 一 个 勉强 可 用 的 图 书馆 也 没有 ， 也 没有 任何 
科学 上 的 联系 , 为 他 一 生 中 最 重要 的 工作 一 一 “完成 阿 贝 耳 的 和 源 
出 阿 贝 耳 的 定理 的 雅 可 比 的 毕生 事业 ， 以 及 雅 可 比 对 多 变数 的 多 
周期 函数 的 发 现 。” 一 一 商定 了 基础 。 

他 注意 到 阿 贝 耳 在 他 年 轻 力 壮 的 时 候 天 折 了 ， 没 有 机 会 去 查 
明 他 的 惊人 发 现 的 重大 意义 , 而 雅 可 比 没 有 能 清楚 地 看 出 , 应 该 在 
阿 贝 耳 定理 中 找 出 他 自己 的 工作 的 真正 意义 “这些 成 果 的 巩 国 和 
发 展 一 一 真正 展示 其 功能 ， 找 出 它们 的 特性 的 任务 一 一 是 数学 的 
主要 问题 之 一 。” 因 此 维尔 斯 特 拉 斯 宣称 ,一旦 他 深刻 地 了 解 了 这 
个 问题 , 并 研制 出 必要 的 工具 , 他 就 将 用 全 力 从 事 这 个 问题 。 后 来 
他 谈 到 他 进展 得 多 么 缓慢 “创造 方法 和 其 他 困难 的 问题 占据 了 我 
的 时 间 。 因 而 几 年 过 去 了 , 我 还 没有 能 掌握 主要 的 问题 本 身 , 因为 
不 利 的 环境 妨碍 了 我 。” 

可 以 把 维尔 斯 特 拉 斯 在 分 析 方 面 的 全 部 工作 ， 看 作 是 对 他 的 
主要 问题 的 重大 开始 。 孤 立 的 结果 , 特殊 的 发 展 , 甚至 范围 广泛 的 
理论 一 一 比如 由 他 发 展 的 无 理 数 的 理论 一 一 全 都 在 某 一 方面 源 出 
于 中 心 问题 。 他 旱 就 确信 , 为 了 清楚 地 理解 他 想 要 做 的 是 甚么 , 必 
须 对 数学 分 析 的 基本 观念 进行 彻底 的 修正 ; 从 这 个 信念 出 发 , 他 又 
进 到 另 一 个 信念 ,在 今天 看 来 也 许 比 中 心 问题 本 身 更 有 意义 ; 分 析 
必须 建立 在 普通 整数 1， 23,3,…… 上 。 无 理 数 给 我 们 有 限 的 连续 的 
概念 , 从 中 产生 分 析 , 对 无 理 数 必须 通过 不 可 违反 的 推理 查 回 到 整 
数 去 ; 似是而非 的 证 明 必 须 抛 弃 或 重 做 , 空白 必须 补 上 , 模糊 的 “ 自 
明之 理 ” 必 须 拿 出 来 经 受 严格 的 质询 , 直到 一 切 都 理解 了 ， 一 切 都 
按照 整数 用 能 够 理解 的 语言 陈述 清楚 了 为 止 。 这 在 某 种 意义 上 是 
毕 达 哥 拉 斯 的 理想 : 把 全 部 数学 建立 在 整数 的 基础 上 ,但 是 维尔 斯 
特 拉 斯 给 了 这 个 计划 以 建设 性 的 、 明 确 的 定义 ， 使 它 能 够 解决 问 
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题 。 

这 样 就 产生 了 十 九 世 纪 以 分 析 的 算术 化 著称 的 运动 ， 记 和 让 
罗 内 克 的 算术 方法 完全 不 同 , 我 们 将 在 后 面 一 章 约略 提 到 它 ; 事实 
上 这 两 种 方法 是 互相 对 抗 的 。 

这 里 可 以 顺便 指出 , 维尔 斯 特 拉 斯 对 他 毕生 事业 的 计划 , 以 及 
他 卓越 地 完成 的 .他 给 自己 作为 一 个 年 轻 人 所 制定 的 工作 , 这 一 切 
都 很 好 地 说 明了 费 利克 斯 ，。 克 菜 因 有 一 次 给 予 一 个 学 生 的 忠告 的 
价值 。 这 个 学 生 困惑 地 问 他 , 甚么 是 数学 发 现 的 秘密 。“ 你 必须 有 
一 个 问题 ,” 克 莱 因 答 道 ,“ 选 择 一 个 明确 的 目标 ， 一 直 朝 它 奔 去 。 
你 可 能 永远 达 不 到 你 的 目的 ， 但 是 你 在 前 进 途中 会 找到 一 些 有 兴 
趣 的 东西 。” 

维尔 斯 特 拉 斯 从 德意志 - 克 罗 内 迁 到 布 伦 斯 堡 ， 从 1848 年 开 
始 ,在 那里 的 皇家 天 主教 高 级 中 学 执教 六 年 。 该 校 1848 一 1849 年 
的 “教学 大 网” 中 有 一 篇 维尔 斯 特 拉 斯 的 文章 ， 这 篇 文章 必定 使 当 
地 人 大 吃 一 惊 ,< 献 给 阿 贝 耳 整数 理论 >。 如 果 这 篇 著作 会 偶然 落 
到 德意志 任何 一 个 专业 数学 家 的 手 里 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 就 会 - - 举 成 
功 了 。 但 是 ， 正 象 他 的 传记 作者 瑞典 人 米 塔 格 - 列 弗 勒 冷冰冰 地 
说 的 , 人 们 不 会 在 中 学 的 “教学 大 纲 ” 中 , 去 找 关于 纯 数 学 的 划时代 
的 论文 。 维 尔 斯 特 拉 斯 也 很 可 能 把 他 的 文章 拿 来 点 烟斗 了 。 

他 的 下 一 次 努力 比较 顺 逆 。 1853 年 (维尔 斯 特 拉 斯 这 时 三 十 
八 岁 ) 的 暑假 是 在 韦 斯 特 科 腾 他 父亲 家 里 度 过 的 。 维尔 斯 特 拉 斯 
利用 这 个 假期 写 了 一 篇 关于 阿 贝 耳 函 数 的 论文 。 完成 以 后 , 他 送 
给 了 克 列 尔 的 大 型 杂志 >。 论 文 被 采用 了 ， 刊 登 在 第 四 十 七 卷 上 
《1854 年 )。 

这 可 能 就 是 那 篇 维尔 斯 特 拉 斯 在 布 伦 斯 堡 担任 中 学 教师 的 经 
历 中 , 引起 一 次 有 趣 的 事件 的 文章 。 一 天 早上 , 校长 被 维尔 斯 特 拉 
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斯 应 该 上 课 的 那 间 教室 里 发 出 的 可 怕 的 喧 半 惊动 了 。 他 查看 了 一 
下 , 发 现 维尔 斯 特 拉 斯 不 在 那里 。 他 急忙 赶 往 维尔 斯 特 拉 斯 的 住 
处 , 项 门 , 应 声 走 进去 。 维 尔 斯 特 拉 斯 正 坐 在 微弱 的 灯光 下 沉思 ， 
房间 里 的 窗帘 还 没有 拉 开 。 他 工作 了 一 个 通宵 , 没有 注意 到 黎明 
的 到 来 。 校 长 提醒 他 ， 已 经 是 大 白天 了 ， 并 把 教室 里 喧闹 的 情况 
告诉 了 他 。 维 尔 斯 特 拉 斯 回答 说 , 他 正 找 到 一 项 重要 发 现 的 线索 ， 
这 项 发 现 将 在 科学 界 引起 极 大 的 兴趣 ， 他 无 论 如 何不 能 中 断 他 的 
工作 。 

关于 阿 贝 耳 函数 的 这 篇 论文 ， 1854 年 发 表 在 克 列 尔 的 < 杂志 >》 
上 , 引起 了 雁 动 。 这 是 一 篇 出 自 一 个 无 名 的 乡村 里 一 位 默默无闻 
的 中 学 教师 手笔 的 杰作 , 在 柏林 没有 人 听 说 过 他 。 这 件 事 本 身 就 
够 令 人 惊讶 了 。 但 是 使 得 那些 能 够 欣赏 这 篇 著作 的 重要 性 的 人 更 
惊奇 的 是 , 这 位 孤独 的 工作 者 没有 不 时 发 表 初 步 的 公告 , 宣告 他 的 
进展 情况 ,而 是 以 令 人 钦佩 的 克制 , 把 一 切 都 暂时 保留 着 , 直到 这 
项 工作 完满 了 才 发 表 , 这 几乎 是 件 没 有 先例 的 事 。 

大 约 十 年 以 后 ,维尔 斯 特 拉 斯 在 给 一 位 朋友 写 信 时 , 对 他 在 科 
学 上 的 含蓄 提出 了 他 谦逊 的 看 法 ,“.…… 即 使 我 在 村 社 的 容 克 、 律 
师 和 年 轻 军官 圈子 中 的 朋友 们 ， 认 为 我 是 一 个 热诚 而 令 人 感到 亲 
切 的 人 ， 如 果 没 有 使 我 成 为 一 个 通 世 者 的 艰苦 的 工作 , 那些 年 [ 作 
为 一 名 中 学 教师 ] 的 无 限 空虚 和 烦闷 也 是 会 使 人 无 法 忍受 的 ……- 
腿 前 没有 甚么 值得 提 的 , 我 也 不 习惯 于 谈论 将 来 。” 

公认 是 即时 的 。 在 柯 尼 斯 保 大 学 , 雅 可 比 曾 经 作出 他 的 伟大 
发 现 ， 现 在 维尔 斯 特 拉 斯 以 一 篇 更 优秀 的 杰作 ， 进 入 了 同一 个 领 
域 ， 该 校 数学 教授 里 吹 洛 本 人 是 雅 可 比 在 多 周期 函数 理论 方面 的 
一 个 可 尊敬 的 后 继 者 。 他 那 专家 的 眼光 立刻 看 出 了 维尔 斯 特 拉 斯 
做 出 的 是 甚么 。 他 即刻 说 服 柯 尼 斯 堡 大 学 授予 维尔 斯 特 拉 斯 名 准 
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博士 学 位 , 而 且 亲 自前 往 布 伦 斯 堡 送 交 学 位 证 书 。 

在 高 级 中 学 校长 为 维尔 斯 特 拉 斯 举行 的 庆祝 宴会 上 ， 里 吹 洛 
宣称 : “我 们 大 家 都 在 维尔 斯 特 拉 斯 先生 身上 找到 了 我 们 的 老师 。” 
教育 部 当即 提升 他 , 并 给 他 一 年 的 假期 去 从 事 他 的 科学 研究 工作 。 
当时 死 列 尔 的 < 杂志 > 的 编辑 博 查 特 , 匆忙 赶 到 布 伦 斯 堡 , 去 祝贺 这 
位 全 世界 最 伟大 的 分 析 学 家 , 从 而 开始 了 他 们 之 间 的 亲切 的 友谊 ， 
这 种 友谊 一 直 保 持 到 四 分 之 一 世纪 以 后 , 博 查 特 去 世 。 

这 一 切 都 没有 放 在 维尔 斯 特 拉 斯 心 上 。 虽 然 对 于 那么 迅速 地 
给 予 他 的 一 切 慷慨 的 重视 , 使 他 深 受 感动 , 并 深 深 地 感激 ， 他 禁 不 
住 对 他 过 去 的 生涯 投 以 一 曾 。 许多 年 以 后 ， 想 到 那个 重大 时 刻 的 
华 福 ， 以 及 在 他 四 十 岁 时 ， 那 个 重大 时 刻 为 他 局 开 的 前 景 , 他 翡 误 
地 说 : “生活 中 一 切 都 来 得 太 迟 了 。” 





维尔 斯 特 拉 斯 没有 回 布 伦 斯 堡 。 一 时 还 没有 可 以 给 他 的 、 真 
正 适当 的 位 置 。 德 国 第 一 流 的 数学 家 们 尽 了 他 们 所 能 做 的 一 切 ， 
度 过 了 这 个 紧急 关头 ， 使 维尔 斯 特 拉 斯 被 任命 为 柏林 皇家 综合 工 
科学 校 的 数学 教授 。 这 项 任命 的 日 期 是 从 1856 年 7 月 1 日 开始 ; 
同年 秋 , 他 成 为 柏林 大 学 的 副教授 (除了 另 一 个 职务 以 外 ), 并 被 选 
入 柏林 科学 院 。 

新 的 工作 环境 的 激励 和 讲课 太 多 带 来 的 紧张 ， 不 久 就 引起 了 
神经 崩溃 。 维 尔 斯 特 拉 斯 在 他 的 研究 工作 方面 也 工作 过 于 劳累 。 
1859 年 夏天 ， 他 不 得 不 放弃 他 的 课程 去 休息 治疗 。 秋季 他 回 校 ， 
继续 工作 , 健康 明显 地 恢复 了 。 但 是 第 二 年 3 月 突然 发 生 一 阵 阵 
的 头晕 , 他 在 一 次 讲课 中 倒 下 了 。 

在 他 以 后 的 岁月 里 , 他 常常 为 这 同样 的 疾病 所 烦 扰 , 在 恢复 工 
作 一 一 担任 工作 大 大 减轻 了 的 专职 教授 一 一 以 后 ， 他 从 不 让 自己 
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去 亲自 把 他 的 公式 写 在 黑板 上 。 他 的 习惯 是 坐 在 可 以 看 见 全 班 学 
生 和 黑板 的 地 方 , 把 需要 写 的 东西 口授 给 从 班 里 选 出 的 学 生 代表 。 
这 位 大 师 的 “代言 人 ”中 , 有 一 个 人 产生 了 一 种 冒失 的 倾向 , 试图 把 
叫 他 写 的 东西 改 得 更 好 些 。 这 时 维尔 斯 特 拉 斯 就 会 走 上 前 去 ， 把 
这 位 业余 活动 省 的 努力 擦 掉 ， 让 他 按照 吟 只 他 的 去 写 。 有 时 这 位 
教授 与 固执 的 学 生 之 间 秽 战斗 会 进行 几 个 回合 ， 但 是 最 后 总 是 维 
尔 斯 特 拉 斯 胜利 。 他 以 前 就 见 过 小 孩子 们 行为 不 当 的 现象 。 

随 着 他 的 工作 的 声望 传记 欧洲 (后 来 传 到 美洲 )， 维 尔 斯 特 拉 
斯 所 教 的 班 开始 庞大 得 难于 控制 了 , 他 有 时 感到 忱 惜 , 他 的 听众 的 
质量 远 远 沙 后 于 他 们 迅速 增长 的 数量 。 然 而 他 在 自己 周围 聚集 了 
一 群 极其 能 干 的 青年 数学 家 , 他 们 对 他 绝对 忠诚 , 做 了 许多 工作 去 
宣传 他 的 恩 想 。 由 于 维尔 斯 特 拉 斯 对 于 发 表 他 的 著作 一 向 不 积极 ， 
如 果 不 是 他 的 弟子 们 主动 传播 他 的 演讲 ， 他 对 十 九 世 纪 数 学 思想 
的 影响 就 会 大 大 地 受到 阻 得 了 。 

维尔 斯 特 拉 斯 一 向 很 容易 被 他 的 学 生 们 理解 ， 也 真诚 地 关心 
他 们 , 不 论 是 数学 方面 的 还 是 人 性 方面 的 问题 , 他 都 很 关心 。 他 身 
上 丝毫 没有 "大人物 ” 的 移 持 ， 他 很 高 兴 同 愿意 和 他 在 一 起 的 学 生 
一 起 步行 回 家 (这 样 的 学 生 很 多 )， 就 象 和 他 最 著名 的 同事 在 一 起 
一 样 , 也 许 当 这 位 同事 碰巧 是 克 罗 内 克 时 , 他 就 更 加 高 兴 。 他 最 快 
乐 不 过 的 是 和 几 个 患 实 的 弟子 一 起 , 坐 在 桌 旁 喝 上 一 杯 , 这 时 他 自 
已 又 变 成 了 一 个 兴高采烈 的 学 生 , 而 且 坚持 要 为 大 家 会 钞 。 

有 一 件 轶 事 ( 关 于 米 塔 格 - 列 夫 勒 的 ), 可 以 使 人 联想 到 ,本 世 
纪 的 欧洲 已 经 部 分 丧失 了 它 在 十 九 世 纪 七 十 年 代 曾 经 有 过 的 东 
西 。 普 法 战争 (1870 一 1871 年 ) 使 法 国 对 德国 相当 怀恨 。 但 是 这 
并 没有 使 数学 家 们 的 思想 模糊 不 清 ， 他 们 在 对 待 彼此 的 成 就 上 是 
不 分 国籍 的 。 这 种 情况 同样 适用 于 拿破仑 战争 和 法 英两 国 数学 家 
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的 相互 尊重 。 1873 年 米 塔 格 - 列 夫 勒 从 斯 德 哥 尔 摩 来 到 巴黎 ， 满 
腔 热 情 地 准备 在 埃 尔 米 特 门 下 学 习 分 析 学 。“ 你 错 了 , 先生, ” 埃 尔 
米 特 告 诉 他 .“ 你 应 该 在 柏林 昕 维尔 斯 特 拉 斯 的 讲座 。 他 是 我 们 大 
家 的 老师 。” 

米 塔 格 - 列 夫 勒 听从 了 这 位 气量 大 度 的 法 国人 的 正确 忠告 ,不 
久之 后 就 作出 了 他 自己 的 重大 发 现 ， 这 项 发 现在 今天 所 有 关于 函 
数理 论 的 书籍 中 都 能 找到 。 米 塔 格 - 列 夫 勒 说 : “ 埃 尔 米 特 是 一 个 


法 国人 和 一 位 爱国 者 , 同时 我 也 深 知 , 在 很 大 程度 上 他 也 是 一 个 数 


学 家 。” 


维尔 斯 特 拉 斯 在 柏林 担任 数学 教授 的 年 代 (1864 一 1897 年 )， 
这 位 被 全 世界 公认 为 第 一 流 的 分 析 学 家 的 生涯 中 ， 充 满 了 科学 和 
人 性 方面 的 贷 有 兴趣 的 事 。 这 些 趣事 的 一 个 方面 ， 对 于 维尔 斯 特 
拉 斯 的 纯 科 学 的 传记 说 来 , 不 是 一 笔 带 过 所 能 满足 的 。 这 就 是 他 
和 他 心爱 的 学 生 索 妮 亚 (或 索 非 )' 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 的 友谊 。 

柯 瓦 列 夫 斯 基 夫 人 婚前 的 名 字 是 索 妮 亚 . 科 尔 文 - 克 鲁 科 夫 斯 
基 ; 她 1850 年 1 月 ,15 日 生 于 狐 国 的 莫斯科 ; 在 维尔 斯 特 拉 斯 去 
世 前 六 年 ， 于 1891 年 2 月 10 日 死 于 瑞典 的 斯 德 哥 尔 摩 。 

索 妮 亚 十 五 岁 开始 研究 数学 。 到 十 八 岁 时 ,她 取得 极 快 的 进 
展 , 可 以 进行 高 级 的 工作 , 并 且 醇 心 于 这 门 学 科 。 由 于 她 出 身 于 富 
裕 的 贵族 家 庭 ， 她 出 国学 习 的 抱负 得 以 满足 ， 被 录取 入 海德 堡 大 
学 。 

这 位 天 资 很 高 的 姑娘 , 不 仅 成 为 近代 第 一 位 女 数学 家 , 而 且 也 
作为 一 名 妇女 解放 运动 的 领袖 而 闻名 ， 特 别 是 在 打破 长 期 以 来 认 
为 她 们 没有 能 力 进入 高 等 教育 领域 的 偏见 方面 , 博得 了 声誉 。 

除了 这 些 以 外 , 她 还 是 一 位 具有 才气 的 作家 。 当 她 还 是 一 个 
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年 轻 姑 娘 的 时 候 , 她 在 从 事 数 学 与 从 事 文 学 之 间 长 时 期 犹 瑰 不 决 。 
在 她 写 出 她 最 重要 的 数学 车 作 (〈 后 来 以 获奖 论文 著名 ) 以 后 ， 她 转 
而 以 文学 作为 消 遗 ， 以 小 说 的 形式 写 他 在 俄国 的 童年 生活 的 回忆 
(最 初 以 瑞典 文 和 丹麦 文 出 版 ;。 关 于 这 部 作品 , 据说 “俄国 和 斯 堪 
的 纳 维 亚 的 文学 评论 家 一 致 宣称 , 索 妮 亚 ' 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 在 风格 
和 思想 方面 , 堪 与 俄国 文学 中 最 优秀 的 作家 比美 。 不幸 这 一 很 有 
前 途 的 开端 ， 因 她 的 旱 逝 中 断 了 。 她 的 其 他 文学 作品 只 有 一 些 片 
断 保留 下 来 。 她 唯一 的 一 部 小 说 被 译 成 了 许多 文字 。 

维尔 斯 特 拉 斯 虽然 终生 未 婚 ， 他 并 不 是 一 个 一 看 见 漂 亮 女 人 
就 是 得 逃 之 天 天 的 单身 汉 。 索 妮 亚 , 按照 认识 她 的 .有 资格 作出 评 
价 的 人 的 意见 ， 是 极其 美 狐 的 。 我 们 必须 首先 告诉 读者 她 和 维尔 
斯 特 拉 斯 是 走样 认识 的 。 

维尔 斯 特 拉 斯 :一 向 以 完全 富 于 人 情 味 的 方式 度 过 他 的 暑假。 
1870 年 , 普法 战争 使 他 放弃 了 通常 的 里 期 旅行 , 他 留 在 柏林 , 讲授 
椭圆 函数 。 由 于 战争 的 缘故 ,在 他 班 上 听课 的 学 生 由 两 年 前 的 五 
十 人 减少 到 二 十 人 。 索 妮 亚 ' 柯 瓦 列 夫 斯 卡 亚当 时 是 一 位 光彩 夺 
目的 .十 九 岁 的 年 轻 女子 , 从 1869 年 秋季 起 , 她 就 在 海德 堡 大 学 师 
从 列 奥 - 科 尼斯 贝 格 尔 ( 生 于 1837 年 ) 学 习 椭圆 函数 ， 她 在 那里 还 
听 基 尔 堆 夫 和 替 尔 姆 堆 欧 的 物理 学 讲座 ， 并 在 相当 有 趣 的 情况 下 
认识 了 著名 化 学 家 本 生 一 一 后 面 再 叙述 。 科 尼斯 贝 格 尔 是 维尔 斯 
特 拉 斯 最 早 的 一 个 学 生 , 是 他 老师 的 第 一 流 的 宣传 员 。 索 妮 亚 抓 
住 她 老师 的 热心 , 决定 直接 去 找 这 位 大 师 本 人 , 以 求 得 到 灵感 和 启 
迪 。 

在 十 九 志 纪 七 十 年 代 ， 未 婚 女 大 学 生 的 情况 是 有 些 特 殊 的 。 
为 了 防止 流言 费 语 , 索 妮 亚 在 十 八 岁 时 就 缔结 了 婚约 , 名 义 上 算是 
结 了 婚 , 她 离开 了 在 俄国 的 丈夫 , 启程 去 了 德国 。 在 她 与 维尔 斯 特 
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拉 斯 的 交往 中 ， 她 欠 考虑 的 是 没有 在 一 开始 就 告诉 维尔 斯 特 拉 斯 
她 是 结 了 婚 的 。 

既 已 决定 向 这 位 大 师 本 人 学 习 ， 索 娓 亚 便 敢 作 敢 为 地 去 柏林 
拜访 维尔 斯 特 拉 斯 。 她 二 十 岁 ， 非 常 热 情 ， 非 常 诚 挚 而 又 非常 坚 
决 ; 维尔 斯 特 拉 斯 五 十 五 岁 , 对 于 十 德 曼 收 他 为 学 生 ， 在 他 成 为 一 
个 数学 家 的 道路 上 给 予 他 的 鼓舞 , 他 是 十 分 感激 的 , 也 满怀 同情 地 
理解 年 轻 人 的 抱负 。 索 妮 亚 为 了 掩饰 她 的 惊慌， 戴 了 一 顶 松 软 的 
大 帽子 , “因而 维尔 斯 特 拉 斯 完全 看 不 见 她 那 双 惊 人 的 眼睛 ， 要 是 
她 愿意 , 那 富 于 表情 的 眼神 是 谁 也 不 能 抗拒 的 。” 

大 约 两 三 年 以 后 , 维尔 斯 特 拉 斯 在 访问 海德 堡 时 , 从 本 生 一 一 
一 个 刻薄 乖 张 的 老 光棍 一 一 那里 听 说 索 妮 亚 是 “一 个 危险 的 女 
人 。” 维 尔 斯 特 拉 斯 对 他 的 朋友 的 恶 慢 感 到 非常 有 趣 , 因为 本 生 当 
时 还 不 知道 , 索 妮 亚 经 常 得 到 他 的 私人 授课 已 经 有 两 年 多 了 。 

可 怜 的 本 生 是 根据 他 痛苦 的 个 人 经 历 对 索 妮 亚 作出 评价 的 。 
他 曾 多 年 声明 决 不 允许 任何 妇女 ,特别 是 俄国 妇女 , 变 淡 他 实验 室 
的 男性 尊严 。 索 妮 亚 的 一 个 俄国 女 朋友 切 望 在 本 生 的 实验 室 里 研 
究 化 学 , 她 本 人 被 赶 出 来 了 , 就 劝说 索 妮 亚 在 这 个 顽固 的 化 学 家 身 
上 试 试 她 的 说 服 力 。 索 妮 亚 把 她 的 帽子 留 在 家 里 , 前 往 会 喇 本 生 。 
他 确实 被 她 迷 住 了 ， 同 意 接受 她 的 朋友 在 他 实验 室 里 当 学 生 。 等 
她 离 去 以 后 , 他 才 醒 悟 过 来 , 明白 了 她 对 他 作 了 些 甚么 。 他 对 维尔 
斯 特 拉 斯 悲叹 道 , “就 这 样 , 那个 女人 使 我 自 食 其 言 了 。? 

索 妮 亚 第 一 次 拜访 时 的 明显 的 热情 ， 给 维尔 斯 特 拉 斯 留 下 了 
良好 的 印象 。 于 是 他 写 信 给 科 尼 斯 贝尔 格 ， 询 问 她 的 数学 才能 。 
他 还 问 到 “这 位 小 姐 的 品格 是 否 能 提供 必要 的 担保 。” 在 收 到 热情 
的 答复 以 后 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 就 试 着 请 求 大 学 评议 会 允许 索 妮 亚 听 
他 的 数学 讲座 。 请 求 被 粗暴 地 拒绝 了 。 他 便利 用 业余 时 间 亲 自 照 
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顾 她 。 每 个 星期 日 下 午 在 他 的 住处 给 索 妮 亚 讲课 , 每 星期 维尔 斯 特 
拉 斯 去 回访 她 一 次 。 最 初 几 次 课 以 后 , 索 妮 亚 就 脱 下 了 她 的 刀子 。 
授课 从 1870 年 秋季 开始 , 一 直 继 续 到 1874 年 秋季 , 只 是 由 于 假期 
或 生病 才 稍 微 中 断 一 下 。 当 这 两 位 朋友 由 于 某 种 原因 不 能 见面 
时 ， 他 们 就 通信 。 1891 年 索 妮 亚 去 世 后 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 把 她 写 给 
他 的 信 全 部 烧毁 , 一 起 烧毁 的 还 有 他 的 许多 其 他 文件 , 和 也 许 不 只 
一 篇 数学 论文 。 

维尔 斯 特 拉 斯 和 他 可 爱 的 年 轻 朋 友之 间 的 通讯 ， 是 极 富 于 人 
情 味 的 。 即 使 大 部 分 通信 是 关于 数学 方面 的 也 仍然 如 些 。 毫 无 疑 
问 , 大 部 分 通信 在 科学 上 具有 很 大 的 重要 性 , 但 是 不 幸 , 索 妮 亚 在 
对 待 论文 方面 是 个 毫 无 条 理 的 女人 ， 她 留 下 的 东西 绝 大 部 分 是 支 
离 破碎 或 者 杂乱 无 章 的 。 

维尔 斯 特 拉 斯 本 人 在 这 方面 也 不 是 一 个 完 人 。 他 不 作 记录 而 
把 他 尚未 发 表 的 手稿 随便 借 给 学 生 们 ， 而 他 们 总 是 不 归还 他 们 借 
去 的 东西 。 有 些 人 甚至 肆 无 尽 尽 地 改写 他 们 老师 的 部 分 著作 ， 把 
它 损 坏 了 ， 然 后 把 结果 当 作 他 们 自己 的 东西 发 表 。 虽然 维尔 斯 特 
拉 斯 在 写 给 索 妮 亚 的 信 中 , 抱怨 这 种 令 人 不 能 容忍 的 作法 , 但 他 性 
恼 的 不 是 对 他 的 思想 的 卸 劣 副 窃 ， 而 是 他 的 想法 在 无 能 之 辈 的 手 
上 被 粗制滥造 ， 结 果 是 给 数学 造成 损害 。 索 妮 亚 当然 决 不 会 干 出 
这 种 事 来 , 但 是 在 另 一 方面 , 她 也 不 是 完全 没有 过 错 的 。 维 尔 斯 特 
拉 斯 把 他 非常 重视 的 一 篇 尚未 发 表 的 著作 寄 给 了 索 妮 亚 ， 从 此 以 
后 就 再 也 没有 看 见 它 了 。 显然 是 她 弄 丢 了 ,因为 每 当 他 提起 这 件 
事 时 ; 她 就 小 心地 避 而 不 谈 一 一 从 他 的 信 上 判断 。 

-为 了 弥补 这 个 过 失 ， 索 妮 亚 竭力 让 维尔 斯 特 拉 斯 对 于 他 其 余 sg6 
没有 发 表 的 著作 稍微 谨慎 一 些 。 他 习惯 于 在 经 常 外 出 旅行 时 ， 隧 
喘 带 一 个 白色 的 大 木 箱 , 里 面 放 着 他 的 全 部 工作 笔记 , 和 他 尚未 完 
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成 的 论文 的 各 式 各 样 的 文稿 。 他 的 习惯 是 把 一 个 论说 反复 修改 很 
多 遍 , 一 直到 他 找 出 发 展 它 的 最 好 的 “自然 ”方式 为 止 。 结 果 他 的 
著作 出 版 得 很 慢 , 只 有 在 他 从 一 个 紧密 地 结合 着 的 观点 , 彻底 研究 
透 了 一 个 题目 时 , 他 才 署 上 自己 的 名 字 , 出 版 一 篇 著作 。 据 说 他 的 
几 篇 粗略 地 写 出 的 计划 就 放 在 这 个 神秘 的 箱子 里 。1880 年 , 维尔 
斯 特 拉 斯 在 一 次 度假 旅行 中 ,这 个 箱子 在 行李 中 丢失 了 。 从 此 以 
后 再 没有 听见 它 的 消息 。 

1874 年 索 妮 亚 缺席 获得 格 丁 根 大 学 授予 的 学 位 以 后 ， 回 俄国 
休息 , 因为 兴奋 和 工作 过 度 ， 她 精 疲 力 尽 了 。 她 的 名 声 先期 而 至 ， 
她 的 “休息 ”就 是 一 头 扎 进 了 圣彼得堡 繁忙 的 社交 季节 狂热 的 轻浮 
活动 之 中 , 而 维尔 斯 特 拉 斯 则 回 到 柏林 , 在 整个 欧洲 到 处 活动 ， 想 
方 设法 要 为 他 心爱 的 学 生 谋 到 一 个 与 她 的 才能 相称 的 位 置 。 他 和 白 
费力 气 的 努力 , 使 他 厌恶 正统 学 术 思想 的 狭隘 。 

1875 年 10 月 ， 维尔 斯 特 拉 斯 从 索 妮 亚 那里 得 到 她 父亲 去 世 
的 消息 , 她 显然 没有 答复 他 的 亲切 吊 慰 ， 将 近 三 年 的 时 间 ， 她 完全 
从 他 的 生活 中 消失 了 。1878 年 8 月 , 他 写 信 询 问 她 曾 否 收 到 他 很 
久 以 前 写 给 她 的 一 封 信 , 日 期 他 已 忘记 了 。“ 你 没有 收 到 我 的 信 
吗 ? 或 者 有 甚么 东西 能 够 阻止 你 ， 象 你 惯常 做 的 那样 ， 自 由 地 向 
我 , 你 常常 称 为 你 最 好 的 朋友 , 吐露 你 的 秘密 ”这 是 一 个 证 ， 只 有 
你 能 把 谜底 告诉 我 ……” 

在 同一 封 信 中 , 维尔 斯 特 拉 斯 相当 可 怜 地 请 求 她 , 否认 说 她 放 
弃 了 数学 的 谣言 ， 一 位 俄国 数学 家 切 比 雪 夫 去 拜访 过 维尔 斯 特 拉 
斯 , 但 他 外 出 了 , 不 过 这 位 数学 家 告诉 了 博 查 特 , 索 妮 亚 已 经 “去 交 
际 ” 了 , 因为 事实 上 她 确实 是 如 此 。 维 尔 斯 特 拉 斯 在 这 封 信 的 结尾 
写 道 ,“ 把 你 的 信 寄 到 柏林 的 老 地 址 , 它 一 定 会 转 给 我 的 。” 

男人 对 男人 的 忘 恩 负 义 ,是 一 个 人 们 很 熟悉 的 话题 , 当 索 妮 亚 
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想 这 样 做 时 , 她 证 明了 一 个 女人 在 这 方面 所 能 做 的 。 她 整整 两 年 没 
有 答复 她 老 朋 友 的 信 , 尽管 她 知道 他 不 愉快 , 而且 健 康 状况 不 佳 。 

当 回 信 来 到 时 ， 却 是 一 件 相当 令 人 失望 的 事 。 索 妮 亚 的 性 欲 
胜 过 了 她 的 抱负 ， 她 和 她 的 丈夫 生活 得 很 幸福 。 这 时 她 的 不 幸 就 
是 成 为 一 伙 浅 薄 的 艺术 家 、 记 者 和 半 瓶 子 醋 的 文人 奉承 和 思春 地 
故 作 惊奇 的 中 心 , 他 们 对 她 无 比 的 天 才 唆 喉 不 体 。 肤浅 的 吹捧 使 
她 兴奋 、 激 动 。 如 果 她 与 她 那些 知识 分 子 贵 族 们 经 常 交往 , 她 原 可 
以 仍然 过 着 正常 的 生活 , 保持 她 的 热诚 , 她 将 不 至 于 如 她 的 所 作 所 
为 那样 , 乍 吕 地 对 待 这 个 塑造 了 她 的 思想 的 人 。 

”1878 年 10 月 , 索 妮 亚 的 女儿 "“ 福 非 > 诞 生 了 。 

福 菲 出 世 后 , 她 不 得 不 安静 下 来 , 这 再 次 唤起 了 这 位 母亲 对 数 
学 的 潜在 的 兴趣 ， 她 给 维尔 斯 特 拉 斯 写 信 ， 要 求 给予 技 术 上 的 忠 
告 。 他 回信 说 ,在 提出 意见 之 前 , 他 必须 查找 有 关 的 文献 。 虽然 她 
曾经 傅 慢 了 他 , 他 仍然 准备 给 予 他 慷慨 的 鼓励 。 他 唯一 遗憾 (1880 
年 10 月 的 一 封 信 中 ) 的 是 ， 她 长 时 间 的 沉默 剥 革 了 他 帮助 她 的 机 
会 “但 是 我 不 喜欢 过 多 地 谈论 往事 一 一 所 以 让 我 们 展望 未 来 。” 

物质 的 艰难 唤起 索 妮 亚 认识 了 真理 。 她 是 一 个 天 生 的 数学 
家 , 再 不 能 离开 数学 ， 犹 如 鸭子 离 不 开水 。 所 以 1880 年 10 月 (她 
当时 三 十 岁 ) 她 再 次 写 信 请 求 维尔 斯 特 拉 斯 给 她 以 忠告 。 不 等 他 
的 答复 , 她 就 打点 行 装 , 离开 莫斯科 前 往 柏 林 。 如 果 她 收 到 了 他 的 
回信 ， 可 能 会 使 她 留 在 她 所 在 的 地 方 。 然 而 ， 当 心烦 意 乱 的 
索 妮 亚 出 其 不 意 地 到 达 时 , 他 花 了 一 整 天 的 时 间 , 为 她 仔细 检查 了 


她 的 种 种 困难 。 他 一 定 对 她 作 了 坦率 的 谈话 ; 因为 当 她 三 个 月 后 
” 回 到 莫斯科 时 , 她 那样 狂热 地 投身 于 她 的 数学 , 以 致 她 那些 放荡 的 


朋友 们 和 恩 春 的 诠 媚 者 , 再 也 认 不 出 她 了 。 在 维尔 斯 特 拉 斯 的 建 
议 下 , 她 着 手 解决 光 在 水 二 媒介 中 的 传播 。 
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1882 年 的 通信 有 两 个 新 的 方面 , 一 个 是 关于 数学 兴趣 的 。 田 
一 个 是 维尔 斯 特 拉 斯 坦率 的 意见 ， 认 为 索 妮 亚 和 她 的 丈夫 对 彼此 
都 不 适合 , 特别 是 她 的 丈夫 不 能 真正 重视 她 才智 上 的 成 就 。 数学 
论点 涉及 庞 加 莱 , 他 当时 正 处 于 他 事业 上 的 开始 阶段 。 维尔 斯 特 
拉 斯 以 他 识别 年 轻 天 才 的 可 车 的 本 能 ， 欢 呼 庞 加 莱 是 一 个 有 前 途 
的 人 ,希望 他 戒除 过 分 迅速 地 发 表 著 作 的 癣 好 ， 让 他 的 研究 成 熟 ， 
不 要 把 它们 分 散在 太 宽 的 领域 。 谈 到 庞 加 菜 如 潮水 般 涌 来 的 论 
文 ， 他 说 :“ 每 星期 发 表 一 篇 真正 有 成 就 的 文章 -一 - 那 是 不 可 能 
的 。” 

索 妮 亚 的 家 庭 难 题 , 不 久 就 由 于 她 丈夫 在 1883 年 3 月 突然 去 
世 而 自行 解决 了 。 当 时 她 在 巴 歼 ， 她 丈夫 在 莫斯科 。 这 个 打击 压 
倒 耻 她。 整整 四 天 , 她 把 自己 独自 关 在 房间 里 , 拒绝 饮食 , 第 五 天 
丧失 了 意识 ， 第 六 天 恢复 了 ,要 纸 和 笔 , 在 纸 上 写 满 了 数学 公式 。 
到 秋天 , 她 又 回复 原 态 ,在 奥 德 萨 参 加 了 一 次 科学 大 会 。 

由 于 米 塔 格 - 列 夫 勤 的 努力 ， 柯 瓦 列 夫 斯 基 夫 人 终于 得 到 一 


个 她 可 以 充分 发 挥 自己 的 才干 的 位 置 ，1884 年 秋 , 她 在 斯 德 哥 尔 


摩 大 学 讲课 ,她 将 在 那里 被 任命 (1889 年 ) 为 终身 教授 。 稍 后 不 
久 , 当 意 大 利 数学 家 维 托 ` 沃 尔 泰 拉 指出 ， 她 关于 光 在 水 晶 媒 介 中 
的 折射 这 项 工作 中 的 一 处 严重 错误 时 ， 她 遭 到 一 次 令 人 相当 难堪 


的 挫折 。 维 尔 斯 特 拉 斯 没有 看 出 这 一 失误 , 他 当时 被 公务 淹没 了 ， 


除了 这 些 公务 以 外 , 他 “只 有 吃喝 . 睡觉 的 时 间 …… 总 之 , ”他 说 ， 
“我 是 医生 们 所 说 的 脑子 疲乏 。” 他 这 时 快 七 十 岁 了 , 但 是 随 着 般 
体 疾病 的 增加 , 他 的 智力 仍然 象 以 往 一 样 强健 敏捷 。 

这 位 大 师 的 七 十 岁 诞 展 , 成 为 一 个 向 他 公开 表示 敬意 的 日 子 ， 
他 的 弟子 和 从 前 的 学 生 从 整个 欧洲 前 来 聚会 。 在 这 以 后 ,他 公开 
讲演 越 来 越 少 ， 有 十 年 的 时 间 是 在 他 自己 家 里 接待 少数 学 生 。 当 
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他 们 看 见 他 疲倦 了 , 就 避 开 数学 而 谈 些 别 的 东西 ,或 者 热心 地 听 这 
位 爱 和 人 作 伴 的 老人 , 回忆 他 学 生 时 代 的 恶作剧 , 和 他 与 科学 界 的 
朋友 们 隔绝 的 那些 可 愧 的 岁月 。 他 八 十 岁 诞 展 时 ， 举 行 了 比 他 的 
七 十 岁 诞 展 更 加 令 人 难忘 的 庆祝 ， 他 在 一 定 程 度 上 成 了 德国 人 民 
的 民族 英雄 。 | 

维尔 斯 特 拉 斯 在 他 垂 莫 之 年 所 经 历 的 一 次 最 大 的 快乐 ， 就 是 
他 心爱 的 学 生 终 于 博得 了 公认 。1888 年 圣诞 节 前 夕 , 索 妮 亚 由 于 她 
的 论文 < 论 一 个 固体 物体 围绕 一 个 固定 点 旋转 ?而 获得 法 兰 西 科学 
院 的 鲍 罗 丁 奖 。 

按照 这 种 大 奖 赛 的 规定 , 论文 是 不 记名 提交 的 (作者 的 名 字 放 
在 一 个 密封 的 信封 里 ,信封 外 面 有 同 印 在 论文 上 的 同样 的 警句 , 只 
有 当 参 加 比赛 的 著作 获奖 时 , 才能 把 信封 启 开 )， 所 以 心怀 妨 嫉 的 
对 手 们 没有 机 会 去 作出 暗示, 施加 不 正当 的 影响 。 裁判 们 认为 这 

.篇 论文 具有 特殊 的 成 就 ， 他 们 把 奖金 从 原来 宣布 的 三 千 法 朗 提 高 

到 五 千 法 朗 。 但 是 , 金钱 的 价值 只 是 这 项 大 奖 的 最 小 的 部 分 。 

维尔 斯 特 拉 斯 欣喜 若 狂 。 他 写 道 ,“ 我 不 需要 告诉 你 ， 你 的 成 
就 使 我 自己 和 我 的 妹妹 们 (也 是 你 在 这 里 的 朋友 ) 多 么 高 兴 。 我 万 
其 感受 到 一 种 真正 的 满足 ， 有 资格 的 裁判 们 现在 已 经 作出 了 他 们 
的 裁决 , 那 就 是 我 “忠实 的 学 生 ,我 所 “钟爱 的 人 ， 确 实 不 是 一 个 
' 轻 代 的 骗子 :。?” 

我 们 可 以 在 这 两 个 朋友 胜利 的 时 刻 离开 他 们 。 两 年 以 后 

… (1891 年 2 月 10 日 )， 索 妮 亚 四 十 一 岁 时 ， 短 时 间 患 流行 性 感冒 

后 ,在 斯 德 哥 尔 摩 去 世 。 维尔 斯 特 拉 斯 在 她 死 后 又 活 了 六 年 ， 于 
1897 年 2 月 区 日 , 在 患 流行 性 感冒 后 又 长 期 患 病 以 后 , 在 他 
柏林 的 家 中 平静 地 去 世 , 终年 八 十 二 岁 。 他 最 后 的 愿望 是 神父 不 
要 在 他 的 葬礼 上 说 什么 赞扬 他 的 话 ， 蕴 社 仪 式 只 限于 通常 的 祈 
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柏林 的 天 主教 墓地 。 索 妮 亚 也 信 仲 天 主教 ,属于 希腊 教会 。 


我 们 现在 就 维尔 斯 特 拉 斯 据 以 奠定 他 在 分 析 学 中 的 工作 的 两 
个 基本 概念 给 以 提示 。 详 细 的 或 精确 的 说 明 , 在 这 里 是 不 可 能 的 ， 
但 是 可 以 在 任何 一 本 论述 全 面 的 .函数 论 的 前 几 章 中 找到 。 

一 个 等 级 数 是 形式 为 

. Co 十 OU 十 Ga 好 十 十 Con2 十 
的 表达 式 , 其 中 系数 go, wu， aa…an， … 是 常数 ，* 是 一 个 变数 ， 所 
涉及 的 数 可 以 是 实数 或 复数 。 

级 数 的 前 1 2，3,… 项 的 和 , 即 co ao 十 aa2, Co 十 aa 十 Gaog2 … 
称 为 部 分 和 。 如 果 对 于 * 的 某 个 特殊 的 值 ， 这 些 部 分 和 提供 了 一 
个 收敛 到 一 个 确定 极限 的 数列 ， 就 说 宕 级 数 对 z 的 值 收敛 到 同一 
级 限 。 四 

使 赛 级 数 收敛 到 极限 的 一 切 * 的 值 , 构成 级 数 的 收敛 域 ; 对 这 
个 区 域 中 的 变量 * 的 任何 值 ,级 数 收 敛 ; 对 * 的 其 他 值 , 级 数 发 散 。 

如 果 对 2 的 某 个 值 级 数 收敛 ， 它 的 值 就 能 由 取 充 分 大 的 数目 
的 项 , 计算 到 对 该 值 的 任何 所 和 需要 的 逼近 程度 。 

现在 ,在 大 多 数 对 科学 有 用 的 数学 问题 中 , 人 们 指出 “答案 "是 
一 个 微分 方程 (或 这 样 的 方程 组 ) 的 级 数 解 ， 而 这 个 解 很 少 能 作为 
被 制 成 表 的 数学 函数 (例如 对 数 函 数 , 三 角 函 数 , 椭圆 函数 等 等 ) 的 
有 限 表达 式 得 到 。 那 么 , 在 这 样 的 问题 中 就 必须 做 两 件 事 ; 证 明 级 
数 收敛 , 如 果 它 收敛 的 话 ; 计算 它 的 数值 到 所 要 求 的 精确 度 。 

如 果 级 数 不 收 敛 , 它 通常 是 个 信号 , 说 明 问 题 要 末 是 陈述 不 正 
确 , 要 末 是 解 错 了 。 大 量 在 纯 数学 中 出 现 的 函数 都 用 同样 的 方式 
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处 理 , 不 管 它们 是 否 最 终 可 能 在 科学 上 应 用 , 最 后 收敛 的 一 般 理论 
被 详细 阐明 , 以 适用 于 所 有 这 一 切 的 广阔 的 范围 , 以 致 对 一 个 特殊 
级 数 的 单独 检验 , 常常 涉及 已 经 完成 的 更 广 范 的 研究 。 

最 后 ， 所 有 这 些 ( 线 粹 的 和 应 用 的 两 方面 ) 被 扩展 到 代替 上 面 

”的 单 变量 zs 的 2, 3, 4 … 个 变量 的 宕 级 数 ; 例如 , 两 个 变量 
0 十 Do2 十 50 十 Co23 二 61220 十 Ca202 十 

可 以 说 , 要 是 没有 和 宕 级 数理 论 ， 大 多 数 数学 物理 (包括 大 部 分 
天 文学 和 天 体 物 理学 ) 如 我 们 所 知 , 就 不 会 存在 了 。 

与 极限 .连续 和 收敛 的 概念 一 起 产生 的 种 种 困难 , 促使 维尔 斯 431 
特 拉 斯 去 创造 他 的 无 理 数理 论 。 

假定 我 们 象 在 中 学 做 的 那样 开 2 的 平方 根 ， 计 算 到 很 大 数目 
的 小 数位 。 我 们 得 到 对 所 求 平方 根 的 数字 序列 1, 1.4, 1.41， 
1.412, … 的 逐次 逼近 。 由 按照 通常 的 规则 ， 划 分 明确 的 步骤 , 进 
行 充分 的 劳动 , 如 果 必 要 的 话 , 我 们 能 够 展示 有 理 数 1, 1.4, … 构 
成 的 这 个 和 逼 近 序列 的 第 一 个 一 千 项 ,或 第 一 个 一 百 万 项 。 检验 这 
个 序列 , 我 们 发 现 , 当 我 们 进行 得 足够 远 时 ， 我 们 就 决定 了 一 个 包 
含 着 我 们 想 要 多 少 就 有 多 少 (比如 说 1000) 小 数位 的 、 完 全 确定 的 
有 理 数 , 这 个 有 理 数 不 同 于 一 个 数 (小 数 ) 的 序列 , 诸如 .000….000 
…, 中 的 任何 接连 的 有 理 数 , 在 该 序列 中 ,在 另 一 个 数字 (1, 2,… 
或 9) 出 现 以 前 , 要 出 现 相当 的 大 数目 的 零 。 

这 说 明了 数 的 收敛 序列 意味 着 什么 ， 构 成 序列 的 有 理 数 1 
1.4,… 给 我 们 提供 了 对 我 们 称 为 2 的 平方 根 的 无 理 数 的 更 近 的 逼 
近 , 我 们 设想 这 个 无 理 数 是 由 有 理 数 的 收敛 序列 定义 的 , 这 个 定义 
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的 中 学 方法 ) 已 经 表示 出 来 了 。 
虽然 不 可 能 在 实际 上 展示 出 整个 序列 ， 因 为 它 不 会 在 任何 有 
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限 步 终止 ,然而 我 们 把 构造 序列 的 任何 成 员 的 过 程 , 看 作 把 整个 序 
列 作为 我 们 能 够 推论 的 一 个 单独 的 、 确 定 的 对 象 的 十 分 清楚 的 概 
念 。 这 样 做 , 我 们 就 有 了 一 个 在 数学 分 析 中 使 用 无 理 数 2 的 有 效 
方法 , 以 及 同样 地 使 用 任何 无 理 数 的 方法 。 

正如 已 经 指出 的 ， 不 可 能 在 本 书 这 样 的 记述 中 把 这 个 问题 说 
得 很 精确 , 但 是 甚至 小 心 的 陈述 , 也 可 能 揭露 出 在 上 面 的 说 明 中 极 
为 明显 可 见 的 逻辑 障碍 ,一 一 促使 克 罗 内 克 和 其 他 人 攻击 维尔 斯 
特 拉 斯 的 无 理 数 的 “序列 ”定义 的 障碍 。 

然而 , 不 管 是 对 还 是 错 , 维尔 斯 特 拉 斯 和 他 的 学 派 使 这 个 理论 
有 了 作用 。 还 没有 哪 一 个 神经 正常 的 有 资格 的 评判 者 , 怀疑 过 他 
们 所 得 到 的 那些 最 有 用 的 结果 ， 至 少 没有 怀疑 这 些 结果 对 于 数学 
分 析 及 其 应 用 的 伟大 效用 。 这 并 不 意味 着 那些 障碍 没有 能 很 好 地 
对 待 . 它 只 是 唤起 对 这 样 一 些 事实 的 注意 , 在 数学 上 , 就 象 在 其 他 
一 切 事情 上 一 样 , 不 能 把 这 个 世界 与 天 国 混同 起 来 , 完美 是 一 种 幻 
想 ， 人 hee oe 
， 如 果 可 能 的 话 一 一 恰 如 用 有 理 数 的 收敛 
et tt de 

说 到 底 ， 为 什么 和 我 们 其 余 的 人 一样 是 人 的 数学 家 就 总 得 是 
如 此 学 究 式 地 精确 和 如 此 不 近 人 情 地 完美 呢 ? 正如 维尔 斯 特 拉 斯 
所 说 “确实 , 一 个 没有 几 分 诗人 才气 的 数学 家 , 永远 不 会 成 为 一 个 
完美 的 数学 家 。” 那 就 是 答案 : 一 个 完美 的 数学 家 ， 正 是 由 于 他 的 
诗 的 完美 这 个 事实 , 在 数学 上 是 不 可 能 的 事 。 
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纯 数学 是 布尔 在 一 部 他 称 之 为 < 思维 
规律 > 的 著作 中 发 现 的 。 
一 一 伯 特 兰 . 罗 素 
“ 噢 , 我 们 从 来 不 读 英国 数学 家 做 的 任何 东西 ”这 句 典 型 的 大 
陆 话 ， 是 一 个 杰出 的 欧洲 数学 家 当 被 问 到 他 是 否 听 说 过 一 个 第 一 
流 的 英国 数学 家 的 最 新 工作 时 的 回答 。 他 那 带 着 直言 不 讳 的 优越 
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感 的 “我 们 ”, 笼统 地 包括 了 大 陆 的 数学 家 。 

这 不 是 那 种 数学 家 喜欢 讲述 的 关于 他 们 自己 的 故事 ， 但 是 由 
于 它 极 好 地 说 明了 英国 数学 家 的 特点 一 一 岛国 的 独创 性 ， 这 个 特 
点 又 一 直 是 英国 学 派 标榜 的 主要 特点 ， 因 此 它 是 对 英国 有 史 以 来 
最 具 岛 国 独创 性 的 数学 家 之 一 、 乔 治 ,布尔 的 生平 和 工作 的 理想 
的 介绍 。 事实 是 ， 英 国 数学 家 们 常常 是 安静 地 走 他 们 自己 的 路 ， 
做 着 只 是 他 们 自己 感 兴趣 的 工作 ， 就 象 他 们 只 为 了 自己 娱乐 而 玩 
板 球 一 样 , 他 们 怀 着 一 种 自满 的 情绪 , 对 于 其 他 人 向 全 世界 大 声 疾 
呼 地 保证 为 科学 上 最 重要 的 东西 , 一 概 置 之 不 理 。 有 的 时 候 , 就 和 
对 牛顿 方法 的 长 期 盲目 崇拜 使 英国 学 派 付 出 了 高 晶 的 代价 一 样 ， 
无 视 当 时 的 主要 潮流 也 使 他 们 付出 了 高 昂 的 代价 ， 但 是 从 长 远 看 
来 , 这 个 学 派 的 要 么 接受 、 要 么 放弃 的 不 容 讨价还价 的 态度 ,毕竟 
给 数学 增添 了 更 多 的 新 领域 ， 那 是 欧洲 大 陆 的 只 会 模仿 而 缺乏 独 
创 性 的 大 师 们 永远 做 不 到 的 。 不 变量 理论 就 是 一 个 恰当 的 例子 ， 
麦克 斯 韦 的 电磁 场 理 论 是 另 一 个 例子 。 

虽然 英国 学 派 作 为 在 其 他 地 方 开始 的 工作 的 有 力 发 展 者 而 拥 
有 它 的 地 位 , 但 是 它 对 数学 发 展 的 更 大 的 贡献 是 在 独创 性 方面 . 布 
尔 的 工作 是 这 方面 的 一 个 显著 例子 。 当 它 刚 一 出 现时 ， 人 们 否认 
它 是 数学 ,只 有 少数 几 个 人 例外 , 这 些 人 主要 是 布尔 自己 的 不 那么 
正统 的 间 胞 ， 他 们 看 出 了 这 是 对 于 全 部 数学 具有 最 高 意义 的 其 种 
东西 的 萌芽 。 今天 布尔 所 开始 的 工作 的 自然 发 展 , 正在 迅速 成 为 
纯 数学 的 一 个 主要 分 支 , 几乎 遍及 所 有 国家 的 许多 工作 者 , 正在 把 
它 扩展 到 一 切 数 学 领域 。 在 这 些 领域 中 ， 人 们 正在 努力 把 我 们 的 : 
成 果 在 更 坚实 的 基础 上 巩固 起 来 。 犹 如 伯 特 兰 , 罗 崇 若 干 年 前 所 
说 的 ， 纯 数学 是 乔治 .布尔 在 1854 年 出 版 的 他 的 < 思维 规律 > 一 书 
中 发 现 的 。 这 样 说 可 能 是 夸大 其 词 , 但 是 它 表 明了 数学 逻辑 及 其 
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分 支 在 今天 具有 的 重要 程度 。 布尔 以 前 的 其 他 人 , 特别 是 莱 布 尼 
效 和 德 . 摩 根 ， 曾 经 梦想 过 要 把 逻辑 本 身 加 进 代数 的 领域 ; 布尔 把 
它 变 成 了 现实 。. z 

乔治 "布尔 不 象 其 他 一 些 数学 的 创始 者 , 出 生 在 经 济 地 位 最 低 
的 社会 阶层 。 他 的 命运 还 要 艰难 得 多 。 他 于 1815 年 工 月 2 日 出 
生 在 英国 林肯 ， 是 一 个 小 店主 的 儿子 。 如 果 我 们 能 够 相信 英国 作 
家 们 对 往昔 那些 兴旺 的 日 子 所 描绘 的 情景 一 -18145 年 正 是 滑 铁 
卢 之 战 的 这 一 年 一 -, 那 么 在 当时 作为 一 .个 小 商贩 的 儿子 , 是 要 被 
命运 诅咒 的 。 

布尔 的 父亲 所 属 的 那 整 个 阶级 所 受到 的 轻视 ， 超 过 了 被 奴役 
的 .给 厨子 打下 手 的 女仆 , 和 被 人 邵 视 的 二 等 听 差 。 布 尔 所 出 生 的 
“下 等 阶级 ”， 在 “上 等 阶级 ”一 一 包括 境况 比较 好 的 酒 商 和 放 债 人 
一 一 服 里 根本 就 不 存在 。 一 个 处 在 布尔 的 地 位 的 孩子 , 理所当然 ， 
应 该 恭敬 而 感激 地 熟 读 简 编 教义 问答 手册 ， 决 不 能 超出 这 个 对 人 
类 的 自负 和 有 阶级 觉悟 的 势利 行为 的 卓越 证 书 所 强加 给 他 的 服从 
的 严格 界限 。 

布尔 竭力 想 把 自己 教育 成 为 超出 “上 帝 乐 意 召 唤 他 ”的 地 位 ， 
如 果 说 他 这 种 早期 的 奋斗 是 模仿 在 炼狱 中 涤 罪 , 那 是 说 得 太 轻 了 。 
按照 上 天 的 一 项 神圣 法 令 ， 布 尔 的 伟大 精神 已 被 指定 给 最 摆 下 的 
阶级 ; 那么 就 让 它 呆 在 那里 自作 自 受 吧 。 美 国人 也 许愿 意 回忆 , 只 
比 布尔 大 六 岁 的 亚伯拉罕 .林肯 大 约 在 则 一 时 间 也 有 他 自己 的 斗 
争 。 林 肯 没 有 受到 嘲笑 , 而 是 得 到 了 鼓励 。 

年 轻 的 绅士 们 为 了 将 来 担任 当时 开始 流行 的 糖果 店 和 煤矿 的 
领袖 人 物 ， 而 在 学 校 里 接受 训练 ， 他 们 所 受 的 教育 是 互相 殴打 虞 “4s5 
待 。 这 些 学 校 不 是 为 乔治 .布尔 这 类 人 设立 的 。 不 , 不 是 , 他 进 的 
“国立 学 校 ” 目的 主要 在 于 把 穷人 留 在 适合 他 们 的 些 贱 的 地 位 上 。 
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懂得 一 点 点 可 怜 的 拉丁 文 ,或 者 再 稍微 懂 一 点 希腊 文 , 是 在 工 
业 革 命 的 烟 持 中 那些 不 可 理解 的 日 子 里 ， 一 个 上 等 人 的 神秘 的 标 
记 。 虽然 没有 几 个 孩子 懂得 拉丁 文 , 能 够 不 带 “ 夹 带 地 阅读 拉丁 
文 , 但 是 对 拉丁 文 的 语法 的 知识 , 仍然 是 出 身高 贵 的 一 个 标志 , 说 
来 奇怪 , 靠 死记 硬 背 记 住 拉杆 文 的 名 法, 却 被 认为 是 准备 拥有 并 保 
持 财产 的 最 有 用 的 脑力 训练 。 

在 布尔 被 允许 进 的 那 所 学 校 里 ， 当 然 是 不 教 拉 丁 文 的 。 布尔 
对 于 使 得 有 产 阶级 能 够 在 财产 支配 权 方 面 ， 统 治 不 如 他 们 富有 的 
人 的 能 力 ， 作 了 一 个 可 翡 的 错误 判断 , 布尔 决定 , 如 果 他 想 要 走出 
困境 ， 他 必须 学 习 拉 丁 文 和 希腊 文 。 这 就 是 布尔 的 错误 。 科 丁 文 
和 希腊 文 , 与 他 穷困 的 原因 毫 无 关系 。 在 他 的 为 生计 奋斗 的 父亲 
的 同情 鼓励 下 ,他 确实 在 自学 拉丁 文 了 。 尽管 这 个 贫穷 不 堪 的 小 
商人 知道 , 他 本 人 决 计 逃脱 不 了 穷困 , 他 仍然 尽 可 能 地 为 他 的 儿子 
打开 道路 。 他 不 懂 拉 丁 文 。 这 个 奋斗 中 的 孩子 就 向 另 一 个 小 商 
人 、 他 父亲 的 朋友 .一 个 小 书 商 求 助 。 这 个 好 人 只 能 在 初级 语法 方 
面 给 这 孩子 开 个 头 。 此 后 布尔 就 得 靠 自己 学 下 去 了 。 任 何人 只 要 
看 见 过 一 个 优秀 的 教师 怎样 努力 让 一 个 正常 的 八 岁 孩 子 读 懂 凯 
撤 , 就 会 知道 没有 导师 的 布尔 面临 的 是 甚么 了 。 到 十 二 岁 时 , 他 已 
经 掌握 了 足够 的 拉丁 文 , 能 够 把 一 首 荷 马 的 诗 翻译 成 英文 诗 了 。 他 
的 父亲 满怀 希望 地 感到 骄傲 ， 但 是 一 点 也 不 了 解 这 个 翻译 在 技术 
上 的 成 就 , 他 在 地 方 报纸 上 发 表 了 它 。 这 在 学 术 界 引起 了 一 场 争 
吵 , 部 分 是 对 布尔 的 奉承 , 部 分 是 对 他 的 羞 奔 。 

一 位 古典 文学 大 师 ， 不 承认 一 个 十 二 岁 的 孩子 能 够 作出 这 样 
的 翻译 。 十 二 岁 的 小 孩子 , 对 某 些 事情 , 往往 知道 得 比 他 们 健忘 的 
长 辈 想 象 的 更 多 些 。 在 技术 方面 ， 暴 露出 了 严重 的 缺点 。 布 尔 感 
到 丢脸 ， 下 决心 弥补 他 自学 的 不 足 。 他 也 自学 了 希腊 文 。 他 现在 
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决心 要 末 做 好 , 要 末 不 做 , 他 花 了 两 年 时 间 , 拼命 学 拉丁 文 和 希腊 
文 , 仍然 是 没有 人 帮助 他 。 这 一 切 辛劳 的 效果 ,在 布尔 的 许多 散文 
的 庄严 和 明显 的 拉丁 文体 方面 是 十 分 清楚 的 。 
布尔 最 早 的 数学 教育 得 自 他 的 父亲 。 他 父亲 通过 自学 , 远 远 
超出 了 他 自己 所 受 的 那 一 点 点 教育 。 这 位 父亲 还 试图 使 他 的 儿子 
对 另 一 个 癣 好 发 生 兴 趣 , 那 就 是 制作 光学 仪器 , 但 是 布尔 决心 实现 
他 自己 的 抱负 ,坚持 认为 吉 典 文学 是 主宰 生活 的 钥匙 。 他 在 受 完 
普通 教育 以 后 , 又 选 了 商业 课程 。 这 次 他 的 判断 较 好 , 但 是 并 没有 
给 他 多 大 帮助 。 到 十 六 岁 时 , 他 看 出 他 必须 立刻 央 养 他 可 怜 的 父 
母 。 在 学 校 教书 , 提供 了 挣 得 稳定 工资 的 最 直接 的 机 会 , 在 布尔 的 
时 代 , 助教 被 叫做 “助理 教员 ” 付 给 他 们 工资 而 不 是 薪金 。 这 二 者 
之 间 不 仅仅 是 钱 的 差别 。 可 能 正 是 大 约 这 个 时 候 , 狄更斯 的 < 尼 十 
拉 斯 : 尼 可 尔 贝 > 中 那个 不 朽 的 斯 奎 尔 斯 , 正在 多 西 博 伊 斯 小 学 , 以 
他 对 “投射 法 的 光辉 的 预言 ， 对 现代 教育 学 作出 了 他 伟大 但 不 被 
欣赏 的 贡献 。 年 轻 的 布尔 甚至 可 能 是 斯 硅 尔 斯 的 一 个 助理 教员 ; 
他 在 两 所 学 校 教书 。 , 
布尔 在 这 两 所 小 学 或 多 或 少 愉快 地 教 了 四 年 书 。 至 少 , 在 学 
生 们 平安 地 ,顺利 地 入 睡 以 后 , 那 漫 长 的 寒 夜 是 他 自己 的 。 他 仍然 
走 在 错误 的 道路 上 。 他 对 于 自己 在 社会 上 的 无 价值 作出 的 第 三 个 
判断 , 与 他 的 第 二 个 判断 相似 , 但 是 比 他 的 第 一 次 和 第 二 次 判断 都 
大 大 前 进 了 一 步 。 他 在 资本 方面 一 无 所 有 一 一 实际 上 ,这 个 年 轻 
人 挣 得 的 每 一 个 便士 ， 都 用 来 购 养 他 的 父母 和 维持 他 自己 清贫 生 
活 的 最 低 需 要 了 一 一 布尔 现在 嘱 目 的 是 上 等 人 的 体面 的 职业 。 进 
军队 , 在 当时 是 他 无 力 办 到 的 , 因为 他 买 不 起 委任 状 。 当 律师 , 在 
财产 和 教育 方面 都 有 明显 的 要 求 ,而 他 不 可 能 满足 这 些 要 求 。 教 
书 , 以 他 当时 所 教 的 程度 来 说 ,甚至 算 不 上 是 名 声 好 的 行业 , 更 不 
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用 说 职业 了 。 还 有 甚么 呢 ? 只 有 教会 了 。 布 尔 决定 当 一 名 教士 。 

尽管 说 了 许多 拥护 上 帝 和 反对 上 帝 的 话 ， 就 连 他 最 严厉 的 批 
评 者 也 不 得 不 承认 , 他 有 幽默 感 。 看 出 了 乔治 * 布 尔 一 旦 成 为 一 名 
教士 是 多 么 可 笑 , 他 巧妙 地 把 这 个 年 轻 人 的 热切 的 抱负 , 引 向 不 那 
么 荒 雇 蚌 辟 的 渠道 。 一 次 比 他 们 曾经 经 受过 的 、 更 大 贫穷 的 意 想 
不 到 的 折磨 , 迫使 布尔 的 父母 促使 他 们 的 儿子 , 放弃 担任 教士 职位 
的 一 切 想法 。 但 是 他 为 他 计划 中 的 生涯 所 作 的 私下 (严格 保密 的 ) 
准备 , 并 没有 完全 白费 ; 他 精通 了 法 语 .德语 、 意大利 语 , 它们 在 他 
真正 的 道路 上 , 注定 要 给 予 他 不 可 缺少 的 帮助 。 


最 后 他 找到 了 他 自己 。 他 父亲 对 他 的 早期 教育 现在 结果 了 。 
布尔 在 他 二 十 岁 时 开办 了 他 自己 的 一 所 私人 授课 学 校 。 为 了 给 他 
的 学 生 们 以 适当 的 准备 , 他 不 得 不 教 给 他 们 一 些 数学 , 因为 那 是 应 
该 教 的 。 他 产生 了 兴趣 。 不 久 , 当时 那些 讨厌 的 教科 书 , 先是 使 他 
惊讶 ,然后 是 激 起 他 的 轻 项 。 这 些 东 西 就 是 数学 吗 ?难以 置信 。 数 
学 大 师 们 是 怎么 说 的 呢 ? 同 阿 贝 耳 和 伽 用 瓦 一 样 , 布尔 直接 到 大 本 
营 去 找 他 前 进 的 命令 -必须 记 住 ， 他 只 受过 初步 的 数学 训练 为 了 
对 他 的 智力 得 到 一 点 概念 ,我 们 可 以 想象 , 这 个 二 十 岁 的 孤独 的 年 
轻 学 生 , 只 葛 他 自己 的 努力 , 没有 任何 帮助 , 掌握 了 拉 普 拉 斯 的 < 天 
体力 学 », 而 这 是 拉 普 拉 产 写 来 让 认真 的 学 生 去 融会 贯通 的 最 艰深 
的 杰作 之 一 , 因为 它 里 面 的 数学 推理 , 充满 了 脱 漏 之 处 和 莫名 其 妙 
的 声明 , “显而易见 ” 然后 我 们 还 必须 设想 ; 他 对 拉 格 朗 日 的 非常 
抽象 的 < 分 析 力学 >, 作 了 全 面 的 领悟 了 的 研究 , 这 部 著作 从 头 到 尾 
连 一 个 用 来 说 明 分 析 的 图 解 也 没有 。 然而 ,布尔 依靠 自学 技 到 了 
他 的 道路 , 知道 他 在 做 什么 。 他 甚至 洗 他 自己 的 努力 , 没有 任何 人 
指导 ， 作 出 了 他 对 数学 的 第 一 个 贡献 。 这 就 是 一 篇 关于 微分 变量 
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的 论文 。 

布尔 从 他 这 有 自 孤独 的 研究 中 , 得 到 了 另 一 项 成 就 , 这 个 成 就 本 
身 就 值得 用 单独 一 段 来 讲述 。 他 发 现 了 不 变量 。 凯 菊 和 西 尔 维 斯 
特 要 以 杰出 的 方式 来 加 以 发 展 的 ,这 项 伟大 发 现 的 重要 性 , 已 经 充 
分 解释 过 了 ; 这 里 我 们 重复 一 下 , 要 是 没有 不 变量 的 数学 理论 (由 
早期 代数 工作 中 产生 ), 相对 论 就 是 不 可 能 的 。 这 样 , 布尔 在 他 科 
学 生涯 的 一 开始 ,就 注意 到 了 躺 在 他 脚下 的 、 拉 格 裔 日 本 人 原 可 以 
很 容易 看 到 的 东西 ， 并 把 它 拾 了 起 来 ， 发 现 他 有 了 一笑 头 等 的 宝 
石 。 布尔 之 所 以 能 看 出 其 他 人 忽略 的 东西 , 无 疑 是 由 于 他 对 于 代 
数 关系 的 对 称 和 美 有 很 强烈 的 感觉 一 -当然 这 是 在 它们 碰巧 是 既 
对 称 又 美的 时 候 ; 但 它们 并 不 总 是 这 样 。 其 他 人 可 能 会 认为 他 拾 
到 的 东西 只 是 不 错 而 已 。 布 尔 看 出 它 属于 更 高 的 层次 。 

在 布尔 的 时 代 , 数学 著作 发 表 的 机 会 是 不 多 的 , 除非 作者 恰好 
是 某 个 有 它 自己 的 期 刊 或 学 报 的 学 术 团体 的 成 员 。 对 布尔 来 说 ， 
幸运 的 是 < 剑桥 数学 杂志 ?在 能 干 的 编辑 、 苏 格 兰 数学 家 D. F. 格 
雷 匡 里 的 主持 下 , 于 1837 年 创刊 了 。 布 尔 寄 去 了 一 篇 著作 。 这 篇 
著作 的 独创 性 和 风格 给 格雷 蕊 里 留 下 了 很 好 的 印象 。 他 的 一 封 热 
诚 的 数学 通信 , 开始 了 持续 布尔 一 生 的 友谊 。 

在 这 里 讨论 英国 学 派 当时 对 于 把 代数 作为 代数 一 一 即 作为 对 
一 组 无 需 任何 解释 , 或 无 需 应 用 于 “ 数 ?或 其 他 任何 东西 的 公设 之 
结论 的 抽象 发 展 一 一 来 理解 所 作出 的 伟大 贡献 ， 会 使 我 们 离 题 太 
远 , 但 是 可 以 提出 , 代数 的 现代 概念 开始 于 英国 的 “改革 者 们 ” 布 
科 克 、 献 软 尔 . 德 " 摩 根 .巴巴 奇 .格雷 你 里 和 布尔 。 布 科 克 在 1830 
年 发 表 了 他 的 < 代数 论文 >, 当时 被 视 为 多 少 有 些 异 端的 新 奇 东西 ， 
它 在 今天 已 成 为 任何 一 本 写 得 不 错 的 中 学 教科 书 中 的 常识 了 。 布 
科 克 彻底 地 为 我 们 在 初等 代数 中 发 现 的 ， 抛 弃 了 <，%， 2 … 在 
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诸如 zt+y=y 二 2%， zy 一 yz, zy 十 2) 一 Wy 十 2%, 等 等 关系 中 必然 “ 代 
表 数 ”这 种 迷信 ; 它们 不 代表 数 ， 这 正 是 关于 代数 及 其 在 应 用 中 的 
力量 源泉 的 一 件 最 重要 的 事情 。 z, y, z,… 仅 仅 是 按照 一 些 运 算 
结合 在 一 起 的 任意 的 符号 。 一 个 运算 符号 代表 十 ， 另 一 个 用 x 代 
表 ( 或 者 简单 地 记 作 wy, 以 代替 wxX9g), 与 在 开始 时 写 下 的 假设 , 如 
上 面 的 例子 十 g 一 4 十 0 等 等 相 一 致 。 

不 了 解 代数 本 身上 只 不 过 是 一 :个 抽象 系统 ， 代 数 可 能 仍然 牢固 
地 停留 在 十 八 世 纪 的 算术 的 泥 淖 中 ， 而 不 能 在 哈密 顿 的 指导 下 朝 
它 的 现代 的 和 极为 有 用 的 变 式 前 进 。 我 们 在 这 里 只 和 需 注 意 到 代数 
的 这 个 革新 , 给 布尔 提供 了 他 的 第 一 次 机 会 ,去 作出 受到 他 的 同 代 
人 重视 的 优秀 工作 。 他 自己 独创 地 想 出 , 把 数学 运算 的 符号 与 它 
们 据 以 运算 的 东西 分 开 , 着 手 为 这 些 运 算 而 研究 这 些 运算 本 身 。 它 
们 是 怎样 结合 的 呢 ? 它们 也 受 某 种 符号 代数 支配 吗 ? 他 发 现 它们 是 
这 样 的 。 他 在 这 方面 的 工作 是 极其 有 意义 的 , 但 是 他 自己 的 一 项 
独特 的 贡献 ， 即 创立 一 个 简单 而 可 行 的 符号 或 数学 逻辑 体系 的 贡 
献 , 使 这 项 工作 相形 见 细 。 


为 了 适当 地 介绍 布尔 杰出 的 发 明 ， 我 们 必须 稍稍 偏离 一 下 主 
题 ， 回忆 一 下 十 九 世 纪 前 半 叶 的 一 场 著名 的 争论 ， 这 场 争 论 在 当 
时 引起 了 一 阵 讨厌 的 喧闹 , 但 是 现在 除了 变态 哲学 的 史学 家 以 外 ， 
几乎 没有 人 记得 它 了 。 我 们 刚刚 提 到 过 哈密 顿 。 在 那 时 有 两 个 知 
名 的 哈密 顿 , 一 个 是 爱尔兰 数学 家 威廉 . 罗 恩 哈密 顿 可 士 (1805 一 
1865) , 另 一 个 是 苏格兰 哲学 家 威廉 "哈密 顿 曙 士 (1788 一 1856)。 数 
学 家 们 通常 称 这 位 哲学 家 为 另 一 个 哈密 顿 。 在 谋求 苏格兰 律师 和 
官方 大 学 职位 候选 人 的 不 成 功 的 经 历 之 后 ， 这 位 善于 辞 令 的 哲学 
家 最 后 成 了 爱丁堡 大 学 的 逻辑 学 和 形而上学 教授 。 如 我 们 所 看 到 
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的 ， 作 为 数学 家 的 哈密 顿 是 十 九 世纪 一 位 杰出 的 富 于 独创 的 数学 
家 。 这 对 于 另 一 个 哈密 顿 也 许 是 不 幸 的 ， 因 为 他 对 数学 完全 没有 
用 处 , 轻率 的 读者 有 时 候 会 把 两 位 著名 的 威廉 曙 士 混 清 起 来 。 这 
使 得 另 一 个 哈密 顿 在 九泉 下 思 转 反 侧 战 栗 不 安 。 

现在 .如果 在 数学 上 有 什么 比 一 个 低能 的 苏格兰 形而上学 家 
更 遇 钝 的 ， 那 也 许 就 是 数学 上 低能 的 德国 形而上学 家 了 。 要 超过 
苏格兰 的 哈密 顿 关 于 数学 说 过 的 一 些 可 笑 的 荒唐 话 ， 我 们 不 得 不 
转向 黑 格 尔 关于 天 文学 说 过 的 话 ， 或 者 洛 采 关 于 非 欧 几 何 说 过 的 
话 了 。 任何 想 使 自己 迷糊 的 喧 落 的 读者 , 都 能 很 容易 地 找 出 他 们 
所 需要 的 一 切 东 西 。 形而上学 家 哈密 顿 的 不 幸 在 于 ,他 太 遇 钝 或 
太 懒 ， 没 有 在 中 学 时 学 到 比 对 初等 数学 最 肤浅 的 一 知 半 解 更 多 的 
东西 , 但 是 “他 的 弱点 正 是 自命 为 无 所 不 知 ” 当 他 开始 讲授 和 写作 
关于 哲学 的 东西 时 , 他 觉得 不 得 不 确切 地 告诉 世界 , 数学 是 多 么 无 
价值 。 
哈密 顿 对 数学 的 攻击 ， 也 许 是 数学 所 经 受 的 许多 猛烈 的 攻击 
中 , 未 引起 人 们 注意 的 最 厉害 的 攻击 。 将 近 十 年 前 , 一 个 热 中 于 教 
育 学 的 人 ， 在 我 们 自己 的 国家 教育 协会 的 一 次 参加 人 数 很 多 的 会 
议 上 , 宣读 了 从 哈密 顿 的 齐名 中 摘出 的 长 长 的 段落 , 受到 了 热烈 的 
鼓掌 欢迎 。 

如 果 听 众 们 不 是 鼓掌 ， 而 是 停 下 来 , 把 哈密 顿 的 一 点 哲学 ， 作 
为 一 种 正当 享受 他 的 数学 鲁 鱼 的 必 备 配 莱 大 下 去 ， 他 们 可 能 会 从 
演讲 中 得 到 更 多 的 东西 。 为 了 公正 地 对 待 他 , 我 们 重复 一 些 他 的 
最 猛烈 的 攻击 , 让 读者 按照 自己 的 想法 去 使 用 它们 。 

“数学 [哈密 顿 总 是 把 数学 (mathematios) 用 作 复数 ， 而 不 是 
单数 , 就 象 今天 习惯 的 那样 ] 使 头脑 伪 死 和 干 注 “过 度 研究 数学 
使 头脑 完全 丧失 哲学 和 生活 所 需要 的 智力 ””“ 数 学 根本 无 助 于 养 
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成 逻辑 习惯 “在 数学 上 , 迟钝 是 这 样 的 被 上 升 为 才能 ,而 才能 降 
格 为 无 能 力 ““ 数 学 可 以 扭曲 头脑 ,但 永远 不 会 纠正 头脑 。” 
这 只 是 一 小 把 鸟 枪 子 弹 ; 我 们 没有 篇 慨 来 叙述 他 用 的 炮弹 , 整 
个 攻击 是 最 令 人 难忘 的 一 -对 于 一 个 知道 的 数学 远 远 少 于 一 个 联 
明 的 十 岁 孩 子 的 人 。 值得 特别 提 到 的 是 一 次 最 后 的 攻击 , 因为 它 
介绍 了 在 整个 舌战 中 具有 数学 重要 性 的 人 物 德 :摩根 (1806 一 
1871)， 他 是 有 史 以 来 最 老练 的 辩论 家 之 一 ， 一 个 精力 充沛 的 独立 
的 数学 家 , 为 布尔 开路 的 伟大 的 逻辑 学 家 , 一 切 怪人 、 骗 子 、 吹 牛 者 
的 冷酷 而 富 于 山 默 感 的 敌人 。 最 后 ,他 是 著名 小 说 家 (“简称 爱丽 
丝 "等 ) 的 父亲 。 哈 密 顿 说 ,“ 这 [一 个 没有 必要 重复 的 ,完全 是 胡说 
八道 的 理由 ] 就 是 德 * 靡 根 先生 在 其 他 数学 家 当中 如 此 经 常 地 持 正 
确 论点 的 原因 。 还 有 , 要 是 德 "摩根 先生 身上 数学 家 的 成 分 再 少 一 
些 , 他 可 能 就 更 是 一 个 哲学 家 了 。 人 们 应 该 记 住 , 从 长 远 看 , 数学 
和 浅 指 慢 亿 特别 说 明 问题 "虽然 难 解 的 标点 符号 是 含 煌 的 ， 但 意 
轧 是 十 分 清楚 的 。 但 是 沉 洲 于 饮酒 的 不 是 德 - 摩 根 。 
德 "摩根 从 他 对 逻辑 的 领先 研究 中 博得 了 一 些 名声 , 他 人 允许 自 
己 在 心不在焉 的 时 候 落 入 圈套 ， 陷 入 与 哈密 顿 关 于 其 “属性 的 定 
量 ” 的 著名 原理 的 争论 。 没 有 必要 解释 这 个 神秘 的 原理 是 什么 (或 
曾经 是 什么 ); 它 已 经 象 支 香烟 那样 熄灭 了 。 德 "摩根 对 演 经 法 作 
出 了 真正 的 贡献 ， 哈 密 顿 认为 他 在 他 自己 的 阴 邦 的 泥 济 中 发 现 了 
德 .摩根 的 宝石 ， 这 个 怒气 冲冲 的 苏格兰 律师 -哲学 家 公开 指责 德 
“摩根 到 窃 于 是 战斗 开始 了 。 至 
少 在 德 " 摩 根 方面 , 争吵 是 一 休 忆 的 灵芝 德 :摩根 从 来 不 发 火 
哈密 顿 从 未 学 会 不 发 脾气 。 ， 





”如 果 仅 仅 是 有 损 于 科学 史 形 象 的 无 数 关 于 优先 权 的 争吵 中 的 
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一 次 ， 它 就 不 值 一 提 了 。 它 在 历史 上 的 重要 性 在 于 ,布尔 那 时 
(1848 年 ) 是 德 .摩根 的 坚定 的 朋友 和 热心 的 敬 幕 者 。 布尔 仍然 在 
小 学 教书 ,但 是 他 和 许多 第 一 流 的 英国 数学 家 有 私交 或 通信 关系 。 
他 现在 来 帮助 他 的 朋友 了 一 一 并 不 是 机 智 的 德 摩 根 需 要 什么 人 
的 帮助 , 而 是 因为 他 知道 德 -摩根 是 正确 的 ,哈密 顿 错 了 。 所 以 ,在 
1848 年 ， 布 尔 出 版 了 薄 薄 的 一 本 < 逻辑 学 的 数学 分 析 >， 这 是 他 对 
他 的 工作 所 开创 的 广阔 学 科 的 第 一 次 公开 发 表 的 贡献 ， 他 将 在 这 
个 学 科 中 户 得 他 想象 力 的 大 胆 和 慧眼 独 具 的 不 朽 名 声 。 这 本 小 册 
子 一 一 它 儿 乎 就 是 小 册子 一 一 激 起 了 德 .摩根 的 热烈 赞扬 ,大师 就 
在 这 里 , 德 .摩根 赶紧 承认 了 他 。 这 本 小 册子 只 是 要 在 六 年 以 后 出 
现 的 更 伟大 的 东西 的 预告 , 但 是 布尔 已 经 肯定 地 开辟 了 新 的 .棘手 
的 研究 科目 。 

与 此 同时 ， 布 尔 很 不 情愿 地 拒绝 了 他 在 数学 界 的 朋友 们 要 他 
去 剑桥 , 在 那里 接受 正统 数学 训练 的 忠告 。 他 继续 从 事 在 小 学 教 
书 的 单调 乏味 的 工作 而 毫 无 怨言 ， 因 为 他 的 父母 现在 完全 车 他 供 
养 了 。 最 后 他 得 到 了 一 个 他 作为 研究 人 员 和 讲师 的 特殊 能 力 能 够 
发 挥 一 些 作 用 的 职位 。 他 被 任命 为 新 近 成 立 的 女王 学 院 的 数学 教 
授 , 该 校 在 爱尔兰 的 那 时 称 为 科 克 城 的 地 方 。 这 是 在 1849 年 。 

无 需 说 ， 这 个 终生 只 知道 贫穷 和 刻苦 工作 的 、 才 气 焕 发 的 人 ， 
极 好 地 利用 了 他 相对 来 说 摆脱 了 为 经 济 焦虑 和 使 人 厌烦 的 枯燥 工 
作 的 自由 。 他 的 职责 现在 看 来 是 繁重 的 ; 布尔 却 发 现 它们 与 他 习 
惯 了 的 、 教 小 学 的 枯燥 的 日 常事 务 相 比 是 轻松 的 。 他 作出 了 许多 
值得 注意 的 各 种 各 样 的 数学 工作 ， 但 是 他 主要 努力 的 是 继续 使 他 
的 杰作 趋 于 完善 。1854 年 他 发 表 了 这 一 杰作 :< 对 于 奠定 逻辑 和 
概率 的 数学 理论 基础 的 思维 规律 的 研究 。 当 它 发 表 时 布尔 是 三 
十 九 岁 。 一 个 年 龄 这 样 大 的 数学 家 作出 具有 如 此 深刻 的 独创 性 工 
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作 , 是 多 少 有 些 不 寻常 的 ,但 是 当 我 们 记 起 布尔 在 能 够 达到 他 的 目 
标 以 前 不 得 不 走 的 漫长 . 迁 回 的 道路 , 这 个 现象 就 不 足 为 奇 了 。( 对 
比 布尔 和 维尔 斯 特 拉 斯 的 经 历 。) 

下 面 摘录 的 几 段 将 使 我 们 对 布尔 的 风格 和 他 的 工作 领域 有 所 
了 解 ， 

“下 面 这 篇 论文 的 目的 , 是 研究 那些 据 以 进行 推理 的 心算 的 基 
本 规律 ; 用 微 积 分 学 语言 来 表达 它们 , 并 在 这 个 基础 上 建立 逻辑 科 
学 , 并 构造 它 的 方法 ; 使 这 个 方法 本 身 成 为 应 用 于 概率 的 数学 原理 
的 一 般 方 法 的 基础 ; 最 后 , 从 在 这 些 探索 过 程 中 发 现 的 各 种 真理 的 
成 分 中 ,收集 一 些 可 能 与 自然 和 人 类 思维 的 构成 有 关 的 提示 ……。” 

“那么 ， 把 它 看 作 逻 辑 的 真正 科学 (这 门 科学 制定 了 一 些 基 本 
规律 ,又 由 头脑 的 真正 证 明 所 确定 ， 因 些 允 许 我 们 用 一 致 的 方法 ， 
推断 出 它 的 附属 的 结论 , 并 且 为 了 它 的 实际 应 用 , 提供 具有 完全 的 
一 般 性 的 方法 ), 我 们 会 犯错 误 四 ?……” 

“确实 存在 某 些 建立 在 语言 本 身 特点 上 的 一 般 原 则 , 据 以 决定 
只 是 科学 语言 的 语素 的 符号 的 用 途 。 在 一 定 程度 上 , 这 些 语素 是 
任意 的 。 它们 的 解释 纯粹 是 常规 的 : 我 们 可 以 在 我 们 愿意 的 任何 
意义 上 应 用 它们 。 但 是 这 个 许可 受到 两 个 必 不 可 少 的 条 件 的 限制 
一 一 第 一 , 一 旦 这 个 意义 常规 地 建立 起 来 了 , 我 们 在 推理 的 同一 过 
程 中 , 决 不 能 背离 它 ; 第 二 , 指导 过 程 的 规律 应 该 完全 建立 在 上 面 
固定 的 意义 或 实用 的 符号 的 意义 上 。 与 这 些 原则 一 致 , 在 逻辑 的 
符号 规律 和 代数 的 符号 规律 之 间 建立 起 来 的 任何 一 致 ， 都 只 能 得 
出 过 程 一 致 的 结果 。 解释 的 两 个 范围 仍然 是 分 开 的 和 独立 的 , 每 
一 个 范围 都 服从 于 它 自己 的 规律 和 条 件 。 

z “现在 下 面 几 页 的 实际 研究 , 把 逻辑 在 它 的 实际 方面 , 展示 为 
借助 于 有 确定 解释 的 符号 的 帮助 而 执行 的 过 程 体系 ， 并 且 只 服从 
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于 建立 在 该 解释 基础 上 的 规律 。 但 是 同时 , 它们 把 那些 规律 展示 
为 在 形式 上 与 代数 的 一 般 符号 规律 相同 , 只 添加 了 一 点 , 即 逻 辑 符 
号 还 得 服从 于 一 个 特别 的 规律 [在 逻辑 代数 中 即 妇 = zw， 除了 其 他 
方法 以 外 , 它 能 被 解释 作为 一 个 类 及 其 本 身 所 共有 的 那些 东西 
的 全 体 的 类 ， 只 能 是 类 宅 ], 量 的 符号 就 这 点 而 论 无 需 遵守 这 条 规 
律 。"( 也 就 是 说 ， 在 通常 的 代数 中 , 每 一 个 ”等 于 它 的 平方 并 不 成 
立 , 而 在 布尔 逻辑 代数 中 这 是 成 立 的 )。 

这 个 大 纲 在 这 本 书 中 仔细 实行 了 。 布 尔 把 逻辑 简化 成 极为 容 
易 和 简单 的 一 类 代数 。 在 这 种 代数 中 , 适当 的 材料 上 的 “推理 2 成 
了 公式 的 初等 运算 的 事情 ， 这 些 公式 比 在 中 学 代数 第 二 年 课程 中 
所 运用 的 大 多 数 公 式 要 简单 得 多 。 这 样 ， 就 使 如 辑 本 身受 数学 的 
支配 。 

自从 布尔 的 开创 性 工作 以 来 ， 他 的 伟大 发 现 已 经 在 许多 方面 
被 修改 、 改 进 、 推 广 和 扩展 了 。 今 天 , 在 了 解数 学 的 性 质 以 及 奠定 
其 整个 巨大 上 层 建筑 的 基础 状态 的 任何 严肃 认真 的 尝试 中 ， 符 号 
或 数学 的 逻辑 都 是 不 可 缺少 的 。 如 果 我 们 只 能 利用 布尔 之 前 的 言 
语 迎 辑 论点 的 老 方法 , 那么 可 以 确定 地 说 , 人 类 的 理智 无 法 对 付 符 
号 推理 所 钻研 到 的 那些 错综复杂 的 微妙 的 困难 。 布 尔 的 全 部 计划 
的 大 胆 创 兄 无 需 路 标 , 它 本 身 就 是 一 个 里 程 碑 。 

自从 1899 年 希 耳 伯 特 发 表 了 他 关于 几何 基础 的 杰作 以 来 , 人 
们 已 经 对 数学 的 几 个 分 支 的 公设 的 系统 阐述 ,给 以 极 大 的 注意 。 这 
个 运动 可 以 追溯 到 欧 几 里 得 ， 但 是 出 于 某 种 奇怪 的 原因 一 一 也 许 
是 因为 笛 卡 儿 、 牛 顿 . 药 布 尼 效 、 欧 拉 、 高 斯 , 以 及 其 他 一 些 人 所 发 
明 的 方法 , 使 数学 家 们 在 自由 地 .不 受 批判 地 发 展 他 们 的 学 科 方 面 
有 大 量 事情 可 做 一 一 欧 儿 里 得 的 方法 除了 几何 之 外 ， 在 一 切 学 科 
中 都 被 长 期 忽视 了 。 我 们 已 经 看 到 , 英国 学 派 在 十 九 世 纪 上 半 叶 
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把 这 个 方法 应 用 到 代数 上 。 他 们 的 成 功 ,似乎 没有 给 他 们 的 同时 
代 人 和 直接 后 继 者 们 的 工作 留 下 多 大 影响 ， 只 是 由 于 希 耳 伯 特 的 
工作 , 公设 的 方法 才 作为 对 于 任何 数学 训练 的 最 明确 .最 严格 的 方 
法 而 得 到 承认 。 

今天 这 个 抽象 的 趋势 一 -其 中 在 一 个 专门 学 科 中 的 运算 的 符 
号 和 规则 完全 失去 了 意义 ， 并 且 是 从 纯 形 式 观点 讨论 的 一 一 风行 
一 时 , 但 忽略 了 应 用 (实际 的 或 数学 的 ), 而 一 些 人 说 应 用 正 是 人 类 
对 于 任何 科学 活动 的 最 终 主 张 。 然而 ,抽象 的 方法 确实 提供 了 不 
十 分 严格 的 工作 方法 所 不 能 提供 的 洞察 力 ， 特 别 是 布尔 的 钦 辑 代 
数 的 真正 简便 ,最 容易 看 出 这 一 点 了 。 

因此 我 们 将 叙述 布尔 代数 (逻辑 代数 ) 的 公设 ， 并 在 这 样 做 了 
以 后 ,看 出 确实 能 够 给 它们 与 古典 逻辑 一 致 的 解释 。 下 面 一 组 公 
设 是 从 了 B. V. 享 丁 顿 发 表 在 < 美国 数学 学 会 会 报 ? (1933 年 , 第 35 
卷 ，274~304 页 ) 上 的 一 篇 文章 中 摘录 的 。 任何 学 过 一 星期 代数 
的 人 都 能 很 容易 地 看 懂 全 文 ， 这 篇 文章 可 以 在 大 多 数 大 公共 图 书 
馆 中 找到 。 正 如 享 丁 顿 指出 的 , (我们 抄 下 来 的 ) 他 的 这 第 一 组 公 
设 , 不 如 他 的 一 些 其 他 公设 那样 好 。 但 是 由 于 它 用 类 的 包含 关系 
的 解释 , 与 用 形式 逻辑 的 解释 , 同样 比 对 于 其 它 一 些 公设 的 解释 更 
直接 , 我 们 更 愿意 在 这 里 用 它 。 

这 一 组 公设 是 用 太 ， 二，x 表示 的 , 其 中 玉 是 一 类 不 确定 的 
(完全 任意 的 ， 没 有 任何 预先 指定 的 、 超 出 公设 中 给 出 的 意义 或 性 
质 ) 元 素 4, 8, o …, 而 ac 二 和 ax28( 也 简单 地 写作 cg) 是 两 个 不 
确定 的 二 元 运算 十 ，x 的 结果 。 (“ 二 元 ” 因为 +，x 的 每 一 个 都 
作用 于 下 的 两 个 元 素 上 )。 因 此 有 十 个 公设 , Te-VI， 


s b 9 nm 0 © 9 


* 0 0 9 ee 9 9 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 三 章 ”完全 独立 5317 


oa 


» 0 0 0 oo + -0 


efTT 二 b= ee 

“IIT, a6 = bg, 

“TVo. at+be= (gt 68) (a+o)。 
‘TV,. a(b+0)=ab+ao,。 / 


pe 0 +» +* 


ee 


很 容易 看 出 2 4a, 了 ,0,… 是 一 些 类 ， 
a+5 是 所 有 那些 至 少 在 类 a，2b 之 一 中 的 东西 的 类 ; ab 是 那些 既 
在 类 & 中 又 在 类 5 中 的 东西 的 类 ; 2 是 “ 空 类 ”一 一 没有 元 素 的 类 ; 
DU 是 “全 类 ”一 包含 所 讨论 的 一 切 类 中 的 一 切 东 西 的 类 。 那 么 公 
设 V 说 明 已 知 的 任何 类 a， 有 一 个 包含 所 有 那些 不 在 a 中 的 东西 
的 类 a。 注意 VI 表示 ,2 不 是 同一 个 类 。 
从 这 样 一 组 简单 而 明显 的 陈述 中 , 看 出 相当 值得 注意 的 是 , 整 
个 经 典 逻辑 都 能 通过 由 公设 生成 的 容易 的 代数 , 用 符号 建立 起 来 。 
从 这 些 公 设 中 发 展 起 了 可 以 称 为 “逻辑 方程 > 的 理论 ， 逻 辑 中 的 问 
题 被 转换 成 这 样 的 方程 , 然后 这 些 方程 用 代数 的 方法 “求解 然后 
再 按照 逻辑 数据 重新 解释 这 个 解 , 给 出 原始 问题 的 解答 。 我 们 用 
“包含 ”一 - 当 到 的 元 素 是 命题 而 不 是 类 时 , 也 可 以 解释 为 “蕴涵 ” 
一 一 的 符号 等 式 来 结束 这 段 描述 。 
“关系 4 二 5 [ 读 作 4 包含 在 5 中] 是 由 以 下 方程 中 的 任意 一 个 
定义 的 :a 十 0 二 6, ab6=@, a 十 b=U, cp 一 和” 
为 了 说 明 这 些 是 合理 的 ， 作 为 例子 ,考虑 第 二 个 方程 2b 二 a。 
这 个 方程 说 , 如 果 g 包含 在 5 中 ,那么 既 在 oa 中 又 在 3 中 的 一 切 是 
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4 的 全 体 。 

从 记述 的 公设 中 ， 能 够 证 明 以 下 关于 包含 的 定理 (如 果 有 必 
要 , 可 以 有 几 千 个 更 为 复杂 的 定理 )。 选 出 来 的 例子 都 符合 我 们 对 
于 “包含 的 意义 的 直观 概念 。 

(1) c<c。 

(3) 如 果 a<5, 8<6, 那么 ec<o。 

(3) 如 果 <0， 5<6, 那么 4=5。 

(4) 2<a (其 中 乡 是 TI 中 的 元 素 一 一 可 以 证 明 是 满足 IJ。 
的 唯一 元 素 )。 

(5) a<D0( 其 中 UU 是 I 中 的 元 素 

(6) Cc<c 十 办 如 果 a<y, 6<y， 那么 < 十 2<g%。 

(7) ab<a; 如 果 %<a, x%<b， 那么 2O<ab。 

(8) 如 果 <c z<a', 那么 = A 如 果 &<y，w’<y， 那 么 
y=U,。 





是 


”使 i 人 


注意 到 在 算术 和 分 析 中 “< "是 “小 于 ”的 符号 ， 可 能 是 有 意思 
的 。 注 意 , 如 果 0, 5, 6,… 是 实数 , 2 表示 零 , 那么 (2) 对 “二 ”的 这 
个 解释 是 满足 的 , 若 a 是正 数 ，(4) 也 同样 ， 但 是 (1) 是 不 满足 的 ， 
(6) 的 第 二 部 分 也 不 满足 一 一 如 我 们 从 5<10, 7<10， 但 5+7< 
10 不 成 立 所 看 到 的 。 

了 解 了 这 个 方法 在 关于 符号 逻辑 的 任何 工作 中 的 作用 ， 就 能 
很 容易 地 重视 它 的 巨大 力量 和 简便 易 行 。 但 是 正如 已 经 强调 过 
的 , 这 个 “符号 推理 ”的 重要 性 , 在 于 它 对 与 全 部 数学 的 基础 有 关 的 
难 解 问题 的 运用 性 ， 要 不 是 这 个 精确 方法 断然 确定 “语词 ?或 其 它 
“符号 ”的 意义 , 这 种 问题 也 许 是 常人 无 法 接近 的 。 
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几乎 象 所 有 的 新 奇 事物 一 样 ， 符 号 逻辑 在 发 明之 后 的 许多 
内 没有 受到 人 们 的 重视 。 我 们 发 现 迟 至 1910 年 , 著名 的 数学 家 们 
还 套 视 地 称 它 为 没有 数学 意义 的 .哲学 上 稀奇 古怪 的 东西 。 怀 特 海 
和 罗素 在 < 数学 原理 ? (1910 一 1913) 中 的 工作 ， 首 先 使 一 切 专业 数 
学 家 的 重要 团体 相信 ,符号 逻辑 可 能 是 值得 他 们 认真 注意 的 。 符 
号 逻辑 的 一 个 坚定 的 反对 者 康 托 尔 , 可 以 在 这 里 提 一 提 , 他 关于 无 
限 的 工作 将 在 最 后 一 章 中 论述 。 由 于 那些 使 数学 史 对 于 没有 偏见 
的 人 成 为 如 此 有 趣 的 读物 的 一 个 小 小 的 讽刺 ， 符 号 逻辑 在 对 康 托 
尔 的 著作 的 激烈 批评 中 起 了 很 大 的 作用 ， 使 它 的 作者 对 他 本 人 和 
他 的 理论 丧失 了 信心 。 
布尔 在 他 的 杰作 出 版 以 后 没有 活 多 久 。 在 它 出 版 后 那 一 年 ， 
布尔 仍然 在 不 自觉 地 为 得 到 他 一 度 认为 希腊 文 的 知识 能 够 给 予 他 
的 社会 地 位 而 奋斗 。 他 和 玛丽 . 埃 弗 雷 斯 特 结 了 婚 , 她 是 女王 学 院 
的 希腊 文教 授 的 侄女 。 他 的 妻子 成 了 他 忠实 的 学 生 。 玛丽 :布尔 
在 丈夫 去 世 后 , 应 用 她 从 他 那里 得 到 的 一 些 思想 ,使 儿童 教育 合理 
化 和 变 得 仁慈 博爱 。 在 她 的 小 期 子 < 布 尔 的 心理 学 > 中 , 玛丽 :布尔 
记述 了 布尔 的 一 个 有 趣 的 思考 , < 思维 规律 > 的 读者 们 将 会 看 出 ,这 
种 思考 与 一 些 章节 中 没有 表示 出 来 ， 但 是 隐 含 着 的 个 人 哲学 是 一 
致 的 。 布 尔 告诉 他 的 妻子 , 在 1832 年 他 十 七 岁 时 ， 当 他 步行 穿 过 
一 片 田野 的 时 候 , 他 “突然 想到 ” 除了 从 直接 观察 中 得 到 知识 ， 人 447 
还 从 某 种 不 确定 的 .不 可 见 的 一 一 玛丽 布尔 称 为 “无 意识 的 ” 
源泉 得 到 知识 。 听 到 庞 加 菜 ( 在 后 面 一 章 中 ) 表 示 了 关于 数学 “ 灵 
感 "起 源 于 “ 谱 意 识 ” 的 智慧 之 中 的 同样 看 法 , 是 很 有 趣 的 。 不 管 怎 
么 说 , 如 果 有 过 一 个 人 产生 过 灵感 的 话 , 布尔 在 写作 < 思维 规律 > 时 
是 产生 了 灵感 的 。 
布尔 于 1864 年 12 月 8 日 去 世 , 终 年 五 十 岁 ,这 时 他 是 受 人 尊 
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敬 的 ,并 茸 有 迅速 增长 的 名 声 。 他 的 旱 逝 是 由 十 他 在 被 大 雨 浇 透 
的 情况 下 , 仍然 忠实 地 作 了 预定 的 演讲 , 在 这 以 后 , 患 了 急性 肺炎 。 
他 完全 知道 他 已 经 作出 了 伟大 的 工作 。 
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与 埃 尔 米 特 先生 谈话 ， 他 从 不 唤起 县 
体 的 形象 ; 然而 你 很 快 就 发 觉 , 最 抽象 的 本 
质 对 于 他 也 象 活着 的 生物 一 样 。 
一 一 享 利 : 庞 加 莱 
突出 的 未 解决 的 问题 需要 新 的 方法 去 求解 ， 而 有 力 的 新 方法 
又 引起 有 待 解决 的 新 间 题 。 但 是 正如 庞 加 莱 所 说 ,解决 问题 的 是 
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人 , 市 不 是 方法 。 

在 数学 中 引起 新 方法 的 那些 老 问题 中 ， 可 以 回想 起 运动 以 及 
它 对 于 力学 ,地 球 或 天 体 所 有 瞳 示 的 一 切 的 问题 , 作为 微 积分 学 和 现 
在 将 关于 无 限 的 推理 建立 在 坚固 的 基础 上 的 那些 尝试 的 主要 刺激 
因素 之 一 。 有 力 的 新 方法 所 提出 的 新 问题 的 一 个 例子 ， 是 张 量 微 
积分 学 在 几何 学 中 引起 的 大 堆 问 题 ， 这 些 问题 由 于 张 量 微 积分 学 
在 相对 论 中 的 成 功 应 用 , 而 为 几何 学 家 们 所 熟知 。 最 后 , 作为 对 庞 
加 莱 的 话 的 例证 ， 解 决 了 给 引力 作用 以 有 条 理 的 数学 说 明 这 一 问 
题 的 , 是 爱 因 斯 坦 , 而 不 是 张 量 分 析 方 法 。 所 有 这 三 个 论点 , 都 在 
十 九 世 纪 后 半 叶 第 一 流 的 法 国 数学 家 夏 尔 . 埃 尔 米 特 一 一 如 果 我 
们 把 他 的 学 生 、 部 分 属于 我 们 这 一 世纪 的 庞 加 菜 除外 的 话 一 -的 


一 生 中 得 到 证 实 。 


夏 尔 . 埃 尔 米 特 于 1822 年 12 月 24 日 出 生 在 法 国 洛 林 的 迪 捷 
泽 ， 他 几乎 不 能 选择 比 出 生 在 十 九 世 纪 第 三 个 十 年 更 适合 的 时 代 
了 。 创造 性 的 才能 与 掌握 其 他 人 的 工作 精华 的 能 力 , 在 他 身上 罕 
见地 结合 在 一 起 。 上 一 世纪 中 叶 所 需要 的 , 把 高 斯 的 算术 创造 与 
阿 贝 耳 和 雅 可 比 在 椭圆 函数 中 的 发 现 、 雅 可 比 在 阿 贝 耳 函数 上 的 
显著 进展 , 以 及 由 英国 数学 家 布尔 、 凯 莱 和 西 尔 维 斯 特 迅 速 发 展 的 
代数 不 变量 的 广阔 理论 协调 在 一 起 的 , 正 是 这 种 结合 。 

埃 尔 米 特 差 一 点 儿 在 法 国 大 革命 中 丧命 -虽然 砍 下 最 后 一 
颗 头 颅 ,几乎 是 在 他 出 生 以 前 四 分 之 一 个 世纪 。 公社 使 他 的 祖父 





倾 家 葛 产 , 他 的 祖父 死 于 狱 中 ; 他 祖父 的 兄弟 上 了 断头台 。 埃 尔 米 


特 的 父亲 由 于 年 轻 而 幸 免 于 死 。 

如 果 埃 尔 米 特 的 数学 能 力 来 自 遗传 ， 那 也 许 是 从 他 父亲 那 方 
面 遗传 来 的 , 他 的 父亲 学 过 工程 。 老 埃 尔 米 特 发 现 工程 与 他 的 志 
趣 不 合 , 就 放弃 了 它 ; 在 制 盐 业 同样 兴味 索然 地 干 了 一 阵 以 后 , 他 
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最 后 当 了 一 名 布 商 , 安定 了 下 来 。 他 无 疑 是 出 于 是 一 个 无 定夺 的 
人 ,而 选择 了 这 个 栖身 的 行业 ,因为 他 与 他 的 雇主 的 女儿 马 德 莱 娜 。 
拉 勒 芒 结 了 婚 。 她 是 一 个 趴 雇 的 女人 , 在 她 家 里 掌权 当家 ， 从 商 
业 到 她 的 丈夫 , 一 切 都 管 。 她 成 功 地 使 两 方面 都 达到 了 可 靠 的 中 
产 阶 级 的 顺 六 状态 。 夏 尔 是 七 个 孩子 一 一 五 个 儿子 两 个 女儿 一 一 
中 的 第 六 个 。 他 一 生 下 来 右 腿 就 有 残疾 , 这 使 他 终生 成 为 病 子 一 一 
也 许 因祸得福 , 因为 它 有 效 地 阻止 他 从 事 任何 与 军队 有 关 的 , 即使 
是 关系 很 远 的 职业 一 一 他 不 得 不 扩 着 手术 走路 。 他 的 残疾 从 来 没 
有 影响 到 他 始终 如 一 的 温和 的 性 格 。 

埃 尔 米 特 从 他 的 父母 那里 接受 了 启蒙 教育 。 由 于 生意 继续 兴 
隆 , 这 一 家 在 埃 尔 米 特 六 岁 时 从 迪 厄 泽 迁 居 到 南 希 。 不 久 , 生意 上 
不 断 增加 的 需要 占 去 了 他 父母 的 全 部 时 间 ， 埃 尔 米 特 被 送 到 南 希 
的 公立 中 等 学 校 去 作 一 名 寄宿 生 。 这 个 学 校 结果 是 不 令 人 满意 
的 , 境况 顺 遂 的 父母 决定 让 夏 尔 受 最 好 的 教育 , 就 把 他 送 往 巴黎 。 
在 那里 , 他 先 在 享 利 第 四 公立 中 学 学 习 了 一 个 短 时 期 , 在 十 八 岁 时 
(1840 年 ) 转 到 更 著名 的 (或 不 名 誉 的 ) 路 易 大 帝 学 院 一 一 不 幸 的 
伽 罗 瓦 的 “母校 -一 为 进 综合 工科 学 校 作 准 备 。 

有 一 段 时 间 , 看 上 去 好 象 埃 尔 米 特 要 重复 他 在 路 易 大 帝 学 院 
的 那个 不 能 驯服 的 前 辈 的 灾难 。 他 同样 不 喜欢 修辞 学 ， 同 样 对 课 
堂上 的 初等 数学 漠不关心 。 但 是 物理 课 的 精采 讲授 迷 住 了 他 ， 赢 
得 了 他 在 受 教育 过 程 中 教学 双方 的 真诚 合作 。 后 来 , 那些 卖弄 学 
问 的 教师 没有 为 难 埃 尔 米 特 ， 他 成 了 一 名 优秀 的 古典 学 者 和 写作 
优美 清新 的 散文 的 大 师 。 

那些 厌恶 考试 的 人 会 热爱 埃 尔 米 特 。 在 路 易 大 帝 学 院 的 这 两 
个 最 著名 的 校友 伽 罗 瓦 和 埃 尔 米 特 的 经 历 中 ， 有 一 些 事 情 ， 很 可 45o 
能 会 使 那些 把 考试 作为 衡量 人 的 智力 高 低 的 可 靠 尺 码 的 人 扣 心 自 
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问 , 他 们 在 得 出 结论 时 , 是 用 他 们 的 头脑 , 还 是 用 他 们 的 脚 。 只 是 
由 于 上 帝 的 恩典 和 忠实 而 聪明 的 里 夏 尔 教授 富 于 外 交手 脑 的 坚 
持 , 埃 尔 米 特 才 没有 被 已 虱 的 主考 人 踢 出 去 , 在 失败 的 垃圾 堆 上 村 
菱 。 里 夏 尔 在 十 五 年 前 曾 尽 了 他 的 全 部 努力 ， 为 科学 拯救 徊 罗 
瓦 而 没有 奏效 。 当 挨 尔 米 特 还 是 中 等 学 校 的 学 生 时 ， 就 踏 着 伽 罗 
瓦 的 足迹 ,在 圣 - 热 纳 维 埃 夫 图 书馆 自己 阅读 , 既 补充 又 忽略 他 的 
初等 课程 。 他 在 这 家 图 书馆 里 找到 并 掌握 了 拉 格 朗 日 关于 数字 方 
程 求解 的 论文 。 他 摸 钱 , 买 了 高 斯 的 < 算术 研究 ?的 法 文 译本 , 而 且 
掌握 了 它 , 而 在 这 以 前 或 以 后 , 只 有 极 少 数 人 掌握 了 它 。 到 埃 尔 米 
特 领 后 了 高 斯 所 做 过 的 工作 时 , 他 就 准备 继续 研究 了 。 他 后 来 喜 
欢 说 ,;“ 正 是 从 这 两 本 书 中 , , 我 学 会 了 代数 。” 欧 拉 和 拉 普 拉 斯 也 通 
过 他 们 的 著作 指导 了 他 。 然而 埃 尔 米 特 的 考试 成 绩 , 说 得 尽 可 能 
好 听 一 些 也 只 是 中 等 。 数 学 上 无 足 轻 重 的 人 无 可 争辩 地 击败 了 
他 。 

里 夏 尔 没 有 忘记 伽 罗 瓦 的 悲惨 结局 。 他 竟 力 劝 告 埃 尔 米 特 ， 
从 创造 性 的 研究 转向 虽然 浑浊 一 些 , 却 不 那么 令 人 激动 的 、 进 入 综 
合 工科 学 校 的 竞争 性 入 学 考试 的 水 洼 一 一 伽 罗 瓦 本 人 渡 死 在 其 中 
的 那个 污浊 的 水 沟 。 然 而 好 心 的 里 夏 尔 忍 不 住 告诉 埃 尔 米 特 的 父 
亲 , 夏 尔 是 “一 个 年 轻 的 拉 格 朗 日 。” 

新 数学 年 报 > 这 份 专门 为 中 学 生 的 利益 而 办 的 杂 志 , 创刊 于 
1842 年 。 第 一 卷 包 括 了 埃 尔 米 特 还 是 路 易 大 帝 学 院 的 学 生 时 写 
的 两 篇 文章 。 第 一 篇 文章 是 关于 圆锥 曲线 的 解析 几何 的 一 个 简单 
练习 ， 没 有 显示 出 甚么 独创 性 。 第 二 篇 文章 在 埃 尔 米 特 的 选集 中 
只 占 了 六 页 半 的 篇 幅 ， 却 完全 是 另外 一 回 事 了 。 它 的 谦逊 的 题目 
是 < 对 五 次 方程 代数 解 的 探讨 >。 

“大 家 知道 , "这 个 二 十 岁 的 谦虚 的 数学 家 在 开始 时 说 ，“ 拉 格 
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朗 日 使 一 般 五 次 方程 的 代数 解 依赖 于 确定 一 个 特殊 的 六 次 方程 的 
根 , 他 称 这 个 六 次 方程 为 简化 方程 [今天 称 为 “ 预 解 方程 为 ……。 因 
此 , 如 果 这 个 预 解 方程 可 以 分 解 成 二 次 或 三 次 的 有 理 因 子 , 我 们 就 
会 得 到 五 次 方程 的 解 。 我 将 试 着 说 明 这 样 一 个 分 解 是 不 可 能 的 。” 
埃 尔 米 特 不 仅 在 他 的 尝试 中 获得 了 成 功 一 一 通过 一 个 极其 简单 
的 论据 一 一 而 且 在 这 样 作 时 也 显示 出 他 是 一 个 代数 学 家 。 只 要 稍 
微 作 一 些 改动 , 这 篇 短文 就 能 够 做 到 所 要 求 的 一 切 。 

看 来 似乎 很 奇怪 ， 具 有 埃 尔 米 特 在 他 的 一 般 五 次 方程 的 文章 
中 表明 的 真正 数学 推理 才干 的 年 轻 人 ， 竞 会 发 现 初等 数学 是 困难 
的 。 但 是 为 了 能 够 领悟 自 1800 年 以 来 发 展 起 来 的 , 至 今 仍然 使 数 
学 家 们 感 兴趣 的 数学 , 并 进行 创造 性 的 工作 , 没有 必要 去 懂得 一 一 
甚至 听 说 一 一 许多 在 数学 的 漫长 历史 进程 中 出 现 的 经 典 数 学 内 
容 。 例 如 , 今天 任何 想 要 领悟 现代 几何 的 人 , 无 需 去 掌握 希腊 人 的 
圆锥 曲线 的 几何 处 理 (综合 几何 ); 爱好 代数 或 算术 的 人 , 也 根本 无 
需 学 习 任何 几何 。 在 较 小 的 程度 上 , 同样 的 情况 对 分 析 学 也 成 立 ， 
在 分 析 学 中 所 用 的 这 样 的 几何 语言 是 最 简单 的 ， 而 如 果 目 的 是 现 
代 证 明 的 话 , 它 既 不 必需 ,也 不 合乎 需要 。 举 最 后 一 个 例子 , 对 于 
画图 的 工程 师 们 用 处 很 大 的 画 法 几何 ， 实 际 上 对 于 从 事 研究 工作 
的 数学 家 一 点 用 处 也 没有 。 一 些 仍然 是 数学 上 敏感 的 、 相当 困难 
的 科目 ， 只 需要 中 学 代数 教育 和 能 够 领悟 它们 的 清楚 的 头脑 。 这 
些 学 科 包 括 有 限 群 理论 , 无 限 的 数学 理论 , 概率 理论 的 一 些 部 分 和 
高 等 算术 。 所 以 要 求 报考 技术 学 校 或 科学 院 校 的 考生 , 甚至 这 些 学 
校 的 毕业 生 必 须知 道 的 很 多 东西 ， 对 于 他 们 从 事 数 学 专业 是 完全 
不 足 取 的 就 不 令 人 吃惊 了 。 这 说 明了 埃 尔 米 特 作 为 一 个 初 露头 角 
的 数学 家 之 所 以 取得 成 功 ， 和 他 作为 一 名 考生 之 所 以 侥幸 才 勉 强 
逃脱 了 失败 的 灾难 。 
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1842 年 下 六 华 , 埃 尔 米 特 二 十 岁 时 参加 了 综合 工科 学 校 的 入 
学 浪 试 。 他 通过 了 了 了， 但 是 成 绩 仅 仅 列 到 第 六 十 八 名 。 他 已 经 是 比 
一 些 考 他 的 人 当时 或 将 要 成 为 的 好 得 多 的 数学 家 了 。 这 次 考试 的 
天 脸 的 结果 , 给 这 位 年 轻 大 师 留 下 的 印象 , 是 他 成 年 后 的 全 部 成 功 
也 未 能 消除 的 。 

埃 尔 米 特 在 综合 工科 学 校 只 读 了 一 年 。 并 不 是 他 的 头脑 使 他 
没有 资格 继续 学 习 , 而 是 他 的 由 脚 , 根据 官方 的 裁决 ， 玻 脚 使 他 不 
适宜 担任 为 该 校 成 功 的 学 生 敞 开 的 任何 职位 。 也 有 可 能 埃 尔 米 特 
是 被 赶 出 去 的 ; 他 是 一 个 热心 的 爱国 者 , 很 可 能 被 卷 入 对 奋发 的 法 
国 气质 是 非常 宝贵 的 这 个 或 那个 政治 的 或 军事 的 争吵 之 中 。 不 
过 , 这 一 年 并 没有 白费 。 埃 尔 米 特 没有 在 他 厌恶 的 画 法 几何 上 下 
功夫 ， 而 是 把 他 的 时 间 用 在 阿 贝 耳 函 数 上 ， 这 在 当时 (1842 年 ) 或 
许 是 对 于 欧洲 的 大 数学 们 有 显著 兴趣 和 重要 性 的 题目 。 他 也 结 
识 了 一 位 第 一 流 的 数学 家 和 < 数学 杂志 > 的 编辑 约瑟夫 . 刘 维 尔 
(1809 一 1882) 。 

当 刘 维尔 看 到 天 才 时 , 一 下 子 就 认 出 了 它 。 上 顺便 提 - 一 下 , 刘 维 
尔 曾经 激励 著名 的 苏格兰 物理 学 家 威廉 .汤姆 森 ， 即 开尔文 助 珊 ， 
给 数学 家 下 了 一 个 所 有 定义 中 最 令 人 满意 的 定义 ， 回 想起 这 件 事 
是 很 有 趣 的 。“ 你 们 知道 数学 家 是 什么 样 的 人 吗 ?” 开 尔 文 有 一 次 
问 班 上 的 学 生 。 他 走 到 黑板 面前 , 写 下 了 
国 e-o dz= wo 


一 00 


然后 他 用 手指 着 写 下 的 式 子 , 转身 对 学 生 们 说 ,“ 一 个 数学 家 就 是 
对 他 说 来 ， 这 就 象 二 加 二 等 于 四 对 你 们 一 样 明显 的 人 。 刘 维尔 就 
是 一 个 数学 家 。” 年 轻 的 埃 尔 米 特 在 阿 贝 耳 函 数 方 面 的 汗 拓 性 工 
作 , 在 他 二 十 岁 时 就 很 好 地 开始 了 , 在 不 明显 上 , 就 象 开尔文 的 例 
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子 远 远 超出 了 “一 加 二 等 于 四 一 样 , 远 远 超出 了 开尔文 的 例子 。 刘 
维尔 记 起 年 迈 的 勒 让 德 对 年 轻 的 、 不 为 人 知 的 雅 可 比 的 革命 性 工 
作 记 表示 的 衷心 欢迎 ， 他 猜测 雅 可 比 会 对 刚刚 起 步 的 埃 尔 米 特 表 
示 出 同样 的 慷慨 。 他 没有 猿 错 。 


埃 尔 米 特 写 给 雅 可 比 的 那些 令 人 吃惊 的 信 , 第 一 封 是 1843 年 
1 月 从 巴黎 发 出 的 。“ 学 习 您 [ 雅 可 比 ] 关于 从 阿 贝 耳 函数 理论 中 
产生 的 四 重 周期 函数 的 论文, 使 我 得 出 了 一 个 定理 , 是 关于 这 些 函 
数 的 自 变数 [变量 ] 的 分 离 的 ， 类 似 于 您 给 出 的 …… 得 出 由 阿 贝 卫 
探讨 的 方程 根 的 最 简 表示 式 的 定理 。 刘 维尔 先生 介绍 我 写 信 给 
您 , 把 这 个 工作 呈 交 给 您 先生 , 我 能 希望 您 愿意 以 它 所 需要 的 全 4 
部 宽容 欢迎 它 吗 ?” 于 是 乎 , 他 立即 投身 于 数学 。 
我 们 大 致 回想 一 下 所 论 问题 的 质朴 的 性 质 ， 三 角 函 数 是 一 个 
变量 一 个 周期 的 函数 , 这 样 sin (z 十 2r) = sin o， 其 中 = 是 变量 2m 
的 周期 , 阿 贝 耳 和 雅 可 比 通 过 “ 道 转 ”可 圆 积分 , 发 现 了 一 个 变量 两 
个 周期 的 函数 ,比如 说 ,f(z 十 p+g) 一 了 (2) ,其 中 p 和 g 是 周期 ( 见 
第 十 二 章 .十 八 章 ); 雅 可 比 发 现 了 两 个 变量 四 个 周期 的 函数 , 比如 
说 ， 
F(t+aot+b, yt+et+d)=F(%, y), 

其 中 a，5，o，a 是 周期 。 在 三 角 学 中 早期 磁 到 的 一 个 问题 是 用 

sin z( 以 及 也 许 其 它 一 些 w 的 三 角 函 数 ) 表 示 sin( 包 ), 或 sin( 包 ) 

或 一 般 的 sin( 各), 其 中 是 任意 整数 。 埃 尔 米 特 着 手 解决 的 是 本 

个 变量 四 个 周期 的 函数 的 相应 问题 ; 在 三 角 学 的 问题 中 , 我 们 最 后 
被 引 向 一 些 相 当 简单 的 方程 ， 在 埃 尔 米 特 的 无 与 伦比 的 更 困难 

的 问题 中 , 结果 仍然 是 一 个 (nm 次 的 ) 方 程 , 关于 这 个 方程 , 出 人 意 
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料 的 是 它 能 够 代数 求解 , 也 就 是 说 , 用 根 式 求解 。 

埃 尔 米 特 的 残疾 把 他 关 在 综合 工科 学 校 之 外 ， 他 现在 把 渴望 
的 目光 投向 教书 的 职业 , 把 它 作为 他 可 以 谋生 .同时 继续 研究 他 所 
热爱 的 数学 的 避难 所 。 不 管 他 有 没有 学 位 , 这 个 职业 都 应 该 对 他 
敞开 天门， 但 是 冷酷 的 规则 和 条 例 不 允许 有 任何 例外 。 官僚 作风 
总 是 弱 住 不 该 被 弱 住 的 人 , 它 差 一 点 把 埃 尔 米 特 绞 死 。 

。 埃 尔 米 特 不 能 使 自己 从 他 的 “有 害 的 独创 性 ”中 脱身 出 来 ， 他 
继续 他 的 研究 , 直到 可 能 的 最 后 一 刻 , 这 时 , 在 二 十 四 岁 时 , 他 放弃 
了 他 正在 从 事 的 最 重要 的 发 现 , 去 掌握 取得 他 的 第 一 次 学 位 (大 学 
文 .理学 士 ) 所 需要 的 那些 不 足 道 的 东西 。 这 位 年 轻 的 数学 天 才 在 
能 够 得 到 适合 于 教书 的 证 书 以 前 , 通常 在 第 一 次 严格 的 考试 以 后 ， 
还 有 两 次 更 难 的 考试 ， 但 是 当 有 影响 的 朋友 们 使 埃 尔 米 特 得 到 一 
个 他 能 够 挫败 主考 人 的 职位 时 ， 他 幸运 地 逃脱 了 最 后 的 也 是 最 精 
糕 的 考试 。 他 勉 勉强 强 地 通过 了 他 的 考试 (1847 一 1848 年 )。 要 
不 是 由 于 西 个 提问 者 一 一 斯 图 议和 贝 特 朗 ， 两 人 都 是 优秀 的 数学 
家 ， 当 他 们 看 到 一 个 同行 的 名 手 时 ， 就 会 一 下 子 认 出 来 一 一 的 友 
情 , 埃 尔 米 特 也 许 根 本 就 通 不 过 。 ( 埃 尔 米 特 在 1848 年 和 贝 特 朗 
的 妹妹 路 易 丝 结婚 。) 

由 于 命运 的 讽刺 性 作弄, 埃 尔 米 特 第 一 次 学 术 上 的 成 功 , 竟 是 
他 在 1848 年 被 任命 为 差 一 点 没有 录取 他 的 那 所 综合 工科 学 校 的 
一 名 入 学 考试 委员 。 几 个 月 以 后 , 他 在 这 同一 所 学 院 里 被 任命 为 主 
考 人 。 他 这 时 被 安全 地 安置 在 没有 哪个 主考 人 能 困 住 他 的 适当 位 
置 上 了 。 但 是 为 了 达到 这 个 “ 粳 糕 的 显要 职位 他 把 几乎 肯定 是 他 
最 有 创造 力 时 期 中 的 五 年 时 间 , 牺牲 在 抚慰 官僚 制度 的 电 塞 上 了 。 





埃 尔 米 特 最 后 满足 了 或 摆脱 了 他 那些 贪得无厌 的 考试 委员 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 四 章 ”人 ， 而 不 是 方法 529 


们 , 他 安顿 下 来 成 为 一 个 伟大 的 数学 家 。 他 的 生活 是 风平浪静 的 。 
在 1848 年 到 1850 年 , 他 受聘 于 法 兰 西学 院 。 六 年 以 后 , 在 刚 满 三 
十 四 多时 ,他 被 选 入 学 院 ( 作 为 科学 院 的 院士 )。 尽管 他 作为 一 个 
有 独创 性 的 数学 家 是 举世 闻名 的 ， 但 他 直到 四 十 七 岁 才 得 到 了 一 
个 合适 的 职位 ， 他 直到 1869 年 才 被 任命 为 巴黎 师范 学 校 的 教授 
最 后 , 他 在 1870 年 成 为 巴黎 大 学 的 教授 ， 他 担任 这 -- 职 位 直到 他 
二 十 七 年 后 退休 为 止 。 他 在 担任 这 个 有 影响 的 职位 期 间 ,训练 了 
整整 一 代 卓 越 的 法 国 数学 家 ， 其 中 可 以 提 到 的 有 埃 米尔 .皮卡 尔 、 
加 斯 东 , 达 布 、 保 罗 . 阿 佩 尔 、 埃 米尔 . 波 莱 尔 .保罗 . 潘 勘 韦 , 以 及 享 
利 . 庞 加 莱 。 但 是 他 的 影响 远 远 超出 了 法 国 ， 他 的 经 典 著 作 才 助教 
育 了 在 世界 各 国 的 他 的 间 代 人 。 

埃 尔 米 特 杰 出 的 工作 的 一 个 显著 特点 ， 与 他 反对 利用 他 的 权 
威 地 位 , 按 着 他 自己 的 样子 , 重新 造就 他 的 学 生 们 密切 相关 , 这 就 
是 他 一 惯 向 他 的 同 代数 学 家 们 表示 的 慷慨 大 度 。 也 许 现 代 没有 哪 
一 个 数学 家 象 埃 尔 米 特 那样 ， 与 欧洲 各 地 的 工作 者 进行 了 如 此 大 
量 的 科学 通信 。 他 写 信 的 语气 总 是 温和 的 、 鼓 励 的 .欣赏 的 。 十 九 
世纪 后 半期 的 许多 数学 家 ， 都 把 他 们 获得 公众 承认 归功 于 埃 尔 米 
特 最 先 作出 的 努力 。 在 这 方面 ,也 象 在 其 它 方面 一 样 , 整个 数学 史 
上 没有 比 埃 尔 米 特 更 优秀 的 人 物 了 。 雅 可 比 也 是 慷慨 的 一 一 除了 
他 早期 对 待 父 森 斯 坦 是 一 个 鲍 外 一 一 但 是 他 有 一 种 喜欢 讽刺 的 倾 45s 
向 (经 常 是 很 这 笑 的 , 也 许 对 不 幸 的 受害 者 除外 ), 这 是 埃 尔 米 特 温 
和 的 妙语 中 完全 缺少 的 。 当 这 个 不 知名 的 年 轻 数学 家 家 失地 用 他 
关于 阿 贝 耳 函数 的 第 一 篇 伟大 的 作品 去 接近 雅 可 比 时 ， 这 样 一 个 
人 是 值得 雅 可 比 的 慷慨 回答 的 。 雅 可 比 写 道 :“ 如 果 你 的 一 些 发 现 
与 我 过 去 的 工作 恰好 重合 , 先生 , 不 要 因此 止步 不 前 。 因 为 你 必须 ， 
在 我 停止 的 地 方 开 始 ， 那 就 必然 会 有 小 范围 的 接触 。 今后 如 果 你 
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给 我 与 你 通信 的 荣誉 , 我 将 只 是 在 学 习 了 。” 

在 雅 可 比 的 鼓励 下 ， 埃 尔 米 特 不 仅 同 他 分 享 了 在 阿 贝 耳 函数 
方面 的 发 现 , 而 且 给 他 写 了 四 封 关于 数论 的 惊人 的 长 信 , 第 一 封 早 
至 1847 年 。 这 些 信 件 ， 第 一 封 是 埃 尔 米 特 只 有 二 十 四 岁 时 写 的 ， 
开辟 了 新 的 领域 (我 们 不 久 就 将 指出 是 在 什么 方面 )， 仅 仅 这 些 信 
就 足以 确立 埃 尔 米 特 为 一 名 第 一 流 的 有 创造 力 的 数学 家 。 他 着 手 
解决 的 问题 之 广泛 ， 以 及 他 为 解决 它们 而 发 明 的 方法 之 大 胆 的 独 
创 性 ， 确 立 了 埃 尔 米 特 作为 一 位 历史 上 天 生 的 数学 家 的 纪念 碑 。 

第 一 封 信 以 道歉 开始 ; “将 近 两 年 的 时 间 过 去 了 ， 我 没有 回答 
您 惠 赐 我 的 充满 良好 祝愿 的 信 。 今天 , 我 请 求 您 原谅 我 的 长 期 城 
默 ， 并 向 您 表达 我 看 到 自己 在 您 的 著作 的 宝库 中 得 到 一 席 之 地 所 
感到 的 全 部 喜悦 之 情 。 [ 雅 可 比 在 他 自己 的 一 项 工作 中 , 发 表 了 埃 
尔 米 特 信 中 的 一 些 部 分 , 并 致 以 他 应 得 的 感谢 。] 我 已 经 离开 工作 
很 入 了 ,对 您 这 种 仁慈 的 表示 , 我 深 为 感动 ; 先生 , 请 允许 我 相信 ， 
您 的 仁慈 不 会 离开 我 然后 埃 尔 米 特 说 , 雅 可 比 的 另 一 项 研究 , 激 
起 了 他 目前 的 努力 。 

如 果 读 者 浏览 一 下 在 高 斯 那 一 章 中 ， 关 于 单 变量 单 值 函数 所 
说 的 话 ( 单 值 函数 对 变量 的 每 一 个 值 ,只 取 一 个 值 ), 那么 下 面 雅 可 
比 证 明 的 论断 就 是 可 以 理解 的 了 ， 有 三 个 不 间 周 期 的 单 变量 单 值 
函数 是 不 可 能 存在 的 。 有 一 个 周期 或 铀 个 周期 的 单 变量 单 值 函数 
存在 , 这 是 由 展示 三 角 函 数 和 椭圆 函数 证 明了 的 。 埃 尔 米 特 宣 称 ， 
雅 可 比 的 这 个 定理 给 他 提示 了 他 引进 高 等 算术 的 新 奇 方法 的 思 
想 ， 虽 然 这 些 方法 过 于 专门 , 无 法 在 这 里 描述 , 但 是 可 以 简单 地 指 
出 其 中 之 一 的 精神 。 

高 斯 意义 下 的 算术 , 讨论 有 理 整 数 1，2, 3, … 的 性 质 ; 无 理 数 
(如 2 的 平方 根 ) 被 排斥 在 外 。 高 斯 特别 研究 了 两 个 或 三 个 未 知 
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数 的 不 定 方程 的 一 些 很 大 的 类 的 整数 解 ， 例 如 在 az? 十 2bwy 十 co 
=m 中 ,4, 5, o m 是 任意 整数 , 要 求 讨论 方程 的 全 部 整数 解 w yo 
这 里 要 注意 的 是 ， 问 题 是 确定 的 ， 并 且 得 完全 在 有 理 整数 域 求 解 ， 
也 就 是 说 ， 在 离散 数 的 范围 内 求解 。 要 让 这 样 一 个 离散 问题 去 适 
合 分 析 , 其 适用 于 连续 数 的 研究 似乎 是 不 可 能 的 ; 然而 使 之 适合 分 
析 , 正 是 埃 尔 米 特 所 做 的 。 他 从 离散 的 系统 表述 开始 , 把 分 析 应 用 
于 这 个 问题 ， 最 后 在 他 由 之 开始 的 离散 的 领域 得 到 结果 。 由 于 分 
析 学 比 为 代数 和 算术 发 明 的 任何 离散 技术 都 要 发 展 得 更 高 深 得 
多 , 因此 埃 尔 米 特 的 进展 , 可 以 与 为 中 世纪 的 手工 业 引 进 现代 机 器 
相 比较 。 

在 代数 和 分 析 这 两 方面 , 供 埃 尔 米 特 支配 的 方法 , 比 高 斯 在 写 
作 * 算 术 研究 ?时 候 所 能 使 用 的 方法 要 有 力 得 多 。 与 埃 尔 米 特 自己 
的 伟大 发 明 一 起 , 这 些 更 现代 的 工具 使 他 能 够 解决 在 1800 年 会 使 
高 斯 困惑 的 问题 。 在 一 项 进展 中 ， 埃 尔 米 特 赶 上 了 高 斯 和 区 森 斯 
坦 讨论 的 类 型 的 一 般 问 题 ， 他 至 少 开始 了 任意 多 个 未 知 数 的 二 次 
型 的 算术 研究 。“ 型 ”的 算术 “理论 ”的 一 般 性 质 , 可 以 从 一 个 特殊 
问题 的 陈述 中 看 出 来 。 代 替 两 个 未 知 量 (z，y) 的 二 次 高 斯 方程 
am? 十 2bmy 二 oy? 二 m， 要 求 讨论 8 个 未 知 量 见 次 的 类 似 方程 的 整 
数 解 , 其 中 %, 8 是 任意 整数 , 方程 左边 的 每 一 项 都 是 勾 次 的 (不 象 
在 高 斯 方程 中 是 2 次 )。 埃 尔 米 特 叙述 了 他 在 仔细 思考 雅 可 上 比 的 
研究 之 后 ， 怎 样 看 出 了 单 值 函 数 的 周期 性 依赖 于 二 次 型 理论 中 一 
些 更 深刻 的 问题 , 然后 他 概述 了 他 的 计划 。 

“但 是 , 一 经 得 出 了 这 种 观点 ， 我 想 要 向 自己 提出 的 一 一 足够 
广泛 的 一 一 问题 ， 和 型 的 一 般 理 论 的 那些 大 问题 相 比 就 是 不 足 道 
的 了 。 在 高 斯 先生 [ 埃 尔 米 特 写 这 封 信 时 高 斯 还 健在 , 所 以 有 礼貌 
地 用 “先生 ?二 字 ] 给 我 们 展现 的 这 个 无 限 广阔 的 研究 领域 中 , 代数 47 








欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


532 数 学 精 英 


和 数论 似乎 没有 必要 被 并 入 分 析 概 念 的 同一 个 体系 ， 我 们 目前 对 
它 的 知识 还 不 足以 让 我 们 形成 一 个 精确 的 想法 。” 

然后 他 讲 了 几 名 话 , 虽然 不 够 清楚 , 但 可 以 解释 为 意味 着 理解 
代数 、 高 等 算术 和 函数 理论 的 某 些 部 分 之 间 的 微妙 联系 的 关键 , 可 
以 在 彻底 理解 什么 类 型 的 ' 数 ”对 于 所 有 类 型 的 代数 方程 的 显示 解 
既 充 分 又 必要 的 过 程 中 找到 。 因 此 , 对 于 只 -II=0, 理解 V1 是 
既 充 分 又 必要 的 ; 对 于 ;十 az 十 b=0, 其 中 &, 5 是 任意 已 知 数 ,为 
使 可 以 用 w 2 显示 表示 出 来 , 必须 发 明 什 么 样 的 “ 数 ”w 呢 ? 当 
然 , 高 斯 提供 了 一 类 解答 : 任意 的 根 z 是 一 个 复数 。 但 是 这 只 是 开 
始 。 阿 贝 卫 证 明了 如 果 只 允许 作 有 限 次 的 有 理 运算 和 开 根 ， 那 么 
就 没有 把 wv 按 4，5 表示 出 来 的 显示 公式 。 我 们 将 在 稍 后 一 些 再 
回 到 这 个 问题 ; 埃 尔 米 特 似乎 在 这 个 较 早 的 时 候 (1848 年 , 他 当时 
二 十 六 岁 )， 就 在 他 心里 的 某 个 地 方 产生 了 他 的 一 个 最 伟大 的 发 
现 。 

在 对 待 数 的 态度 上 ， 埃 尔 米 特有 几 分 毕 达 哥 拉 斯 和 笛 卡 儿 传 
. 统 的 神秘 主义 一 一 笛 卡 儿 的 数学 信条 , 如 我 们 马上 要 讲述 的 , 基本 
上 是 毕 达 哥 拉 斯 的 信条 。 在 其 它 问题 上 , 温和 的 埃 尔 米 特 也 呈现 
出 一 种 显著 的 神秘 主义 的 倾向 。 直到 四 十 三 岁 为 止 , 他 一 直 是 一 
个 宽容 的 不 可 知 论 者 ， 就 象 他 那个 时 代 的 许多 法 国 科 学 界 人 士 一 
样 。 然 后 , 在 1856 年 ， 他 突然 间 危 险 地 病 倒 了 。 在 这 样 衰弱 的 情 
况 下 , 他 甚至 连 最 不 固执 的 福音 派 传教 士 也 敌 不 过 , 热心 的 柯 西 总 
是 为 他 这 个 才气 焕发 的 年 轻 朋 友 在 宗教 问题 上 的 不 偏 不 倚 感 到 遗 
憾 , 这 时 连忙 抓 住 衰竭 的 埃 尔 米 特 , 使 他 版 依 了 罗马 天 主教 。 从 此 
以 后 , 埃 尔 米 特 就 是 一 个 虑 诚 的 天 主教 徒 了 , 天 主教 的 宗教 仪式 使 
他 非常 满意 。 

埃 尔 米 特 的 数 -神秘 主义 还 算是 无 害 的 ， 而 且 它 是 争论 对 之 
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无 用 的 那些 私事 之 一 。 简 言 之 , 埃 尔 米 特 相信 , 数 有 一 种 超出 人 类 
一 切 控制 的 .它们 自己 的 存在 。 他 认为 , 数学 家 们 有 时 候 可 以 秽 见 
调节 这 个 数 的 存在 的 天 上 王国 之 超人 的 和 谐 ， 正 象 伦理 学 和 道德 453 
学 的 一 些 伟大 天 才 有 时 宣称 ， 他 们 在 梦 中 看 到 了 天 国 的 神圣 的 完 
美 。 

也 许 这 样 说 是 对 的 : 在 今天 , 没有 哪 一 个 受 人 尊敬 的 数学 家 ， 
在 试图 了 解数 学 的 性 质 和 数学 推理 过 程 中 ， 多 少 注意 到 了 过 去 五 
十 年 (特别 是 最 近 二 十 五 年 ) 内 做 过 的 一 切 ， 还 会 同意 神秘 的 埃 尔 
米 特 的 看 法 。 这 个 关于 数学 的 来 世 说 的 现代 怀疑 主义 , 对 埃 尔 米 
特 的 信念 是 得 还 是 失 , 必须 留 给 读者 去 品评 了 。 现在 有 资格 的 评 
判 人 几乎 一 致 认为 ,“ 数 学 的 存在 ”是 一 种 错误 观念 , 但 是 笛 卡 儿 却 
在 他 的 永恒 的 三 角形 理论 中 , 赞美 地 表示 出 了 这 种 观点 , 因而 可 以 
在 这 里 引用 它 , 作为 埃 尔 米 特 的 神秘 信仰 的 缩影 。 

“我 想象 一 个 三 角形 , 虽然 这 样 一 个 图 形 也 许 在 我 的 思想 以 外 
的 世界 上 任何 地 方 都 不 存在 , 并且 从 来 没有 存在 过 。 然而 这 个 图 
形 有 一 种 确定 的 性 质 , 或 形式 , 或 决定 要 素 , 这 种 东西 是 不 朽 的 , 或 
永恒 的 ， 我 没有 发 明 它 ， 它 也 绝对 不 依赖 于 我 的 头脑 。 这 是 明显 
的 , 因为 有 下 述 事 实 : 我 能 够 说 明 这 个 三 角形 的 各 种 各 样 的 性 质 ， 
例如 , 它 的 三 个 内 角 的 和 等 于 两 个 直角 , 最 大 的 角 对 着 最 长 的 边 ， 
等 等 。 不 管 我 是 否 想 要 , 我 都 非常 清楚 , 非常 令 人 信服 地 看 出 , 这 
些 性 质 是 在 三 角形 中 的 , 虽然 我 以 前 从 未 想 过 它们 , 甚至 这 是 我 第 
一 次 想象 一 个 三 角形 。 然 而 没有 人 能 说 我 发 明 或 想象 出 了 它们 。” 
把 这 些 转 换 到 诸如 1 十 2 一 3，2 十 2=4 这 样 的 简单 的 “永恒 的 真 
理 ”, 笛 卡 儿 的 万 世 不 移 的 几何 , 就 成 了 埃 尔 米 特 的 超人 的 算术 了 。 

这 里 可 以 提 到 埃 尔 米 特 的 一 项 算术 研究 (虽然 它 相 当 专 门 )， 
作为 纯 数 学 的 预言 方面 的 一 个 例子 。 我 们 回想 起 高 斯 为 了 给 双 二 
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次 互 反 性 以 最 简单 的 表述 , 把 复 整数 形式 为 a 十 码 的 数 ,4,5 是 


整数 ,表示 ~ 一 I) 引进 到 高 等 算术 中 。 然后 犹 利克 雷 和 高 斯 的 
其 他 追随 者 们 讨论 了 这 样 一 些 二 次 型 ， 其 中 作为 变量 和 系数 出 现 
的 有 理 整数 ， 被 高 斯 的 复 整数 所 代替 。 埃 尔 米 特 探讨 了 这 种 情形 
的 一 般 情况 ,在 今天 所 说 的 埃 尔 米 特 形式 中 研究 了 整数 的 表示 。 这 
样 一 种 形式 的 一 个 例子 (以 两 个 复 变量 w，za 和 它们 的 “ 共 粥 ”Zz 
za 代替 个 变量 的 特殊 情形 ) 是 
QIDIAN1 十 Gda0103 十 GoldO3a04 十 CaaZa03， 

其 中 代表 复数 的 字母 上 面 的 模 杠 表示 那个 数 的 共 思 , 即 ， 如果 z 十 
200 是 复数 ， 它 的 “ 共 斩 ”是 2— %; 系数 aa 12, Wai1, W292 是 这 样 的 ， 
使 得 对 于 G6, 站 = 1, 1)，(1, 2)， (2, 1，(2, 2)，ay=Zn， 因 此 
aia 和 aai 是 共 圈 的 , 且 ati，asos 是 它们 各 自 的 共 斩 ( 因 此 ox1, asas 是 
实数 )。 容 易 看 出 来 , 如 果 把 所 有 的 积 都 乘 出 来 , 整个 形式 是 实在 
的 (没有 分 ,但 是 用 已 给 出 的 形式 讨论 是 最 “自然 的 ”。 

当 埃 尔 米 特 发 明 这 样 的 形式 时 , 他 感 兴趣 的 是 , 发 现 什么 样 的 
数 是 由 这 些 形式 表示 的 。 七 十 多 年 以 后 ， 人 们 发 现 埃 尔 米 特 形式 
的 代数 在 数学 物理 中 , 特别 是 在 现代 量子 理论 中 ,是 不 可 缺少 的 。 
埃 尔 米 特 一 点 不 知道 , 他 的 纯 数学 会 在 他 去 世 很 久 以 后 ,在 科学 上 
成 为 有 价值 的 一 一 事实 上 , 象 阿 基 米 德 一 样 , 他 似乎 从 来 没有 十 分 
关心 过 数学 对 科学 的 应 用 。 但 是 埃 尔 米 特 的 工作 给 物理 学 提供 了 
有 用 的 工具 这 一 事实 , 也 许 是 另 一 个 有 利于 另 一 方 的 论据 , 这 一 方 
相信 在 昕 赁 数学 家 们 不 可 思议 地 自行 其 是 时 ， 他 们 最 有 力 地 证 明 
了 他 们 的 抽象 存在 是 有 道理 的 。 

埃 尔 米 特 在 代数 不 变量 理论 中 的 杰出 发 明 过 于 专门 ， 无 法 在 
这 里 讨论 , 我 们 很 快 就 要 讲述 他 在 其 它 领域 中 的 两 项 惊人 的 成 就 。 
西 尔 维 斯 特 的 特有 的 评论 ， 表 明了 埃 尔 米 特 的 同 代 人 对 他 关于 不 
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变量 的 工作 的 高 度 评价 ;“ 凯 菜 、 埃 尔 米 特 和 我 组 成 了 一 个 不 变量 
的 三 位 一 体 ,” 在 这 个 惊人 的 三 位 一 体 中 ， 每 个 人 占有 什么 样 的 位 
置 , 西 尔 维 斯 特 没有 说 ; 但 是 也 许 这 个 疏忽 是 不 重要 的 , 因为 这 样 
一 个 三 足 鼎 立 中 的 每 一 个 成 员 , 都 能 够 把 自己 转变 成 自己 , 或 与 他 
共同 组 成 不 变 体 的 人 中 的 一 个 。 


埃 尔 米 特 在 两 个 领域 中 发 现 了 一 些 也 许 是 他 全 部 美妙 的 工作 
中 最 令 人 吃惊 的 单独 结果 , 这 两 个 领域 是 一 般 五 次 方程 和 超越 数 。 
他 在 第 一 个 领域 中 的 发 现 的 性 质 ， 清 楚 地 表示 在 他 的 短 论 Sur la 
résolution de ]équation du cinquieme degré( 论 [一般 ] 五 次 方程 
的 解 ; 发 表 在 1858 年 科学 院 院 刊 上 , 当时 埃 尔 米 特 三 十 六 岁 ) 的 引 
言 中 。 

“大 家 知道 , 一 般 五 次 方程 能 够 由 其 系数 除 平方 根 和 立方 根 之 
外 ， 不 用 任何 无 理 数 决定 的 替换 [关于 未 知 量 = 的] 化 简 成 下 面 的 
形式 

25 一 一 0 一 0。 
[这 就 是 说 , 如 果 我 们 能 够 对 于 2 解 这 过 方程 ， 那 么 我 们 就 能 解 一 
般 五 次 方程 。] 

“这 个 归功 于 英国 数学 家 杰 拉 德 的 卓越 的 结果 , 是 自 阿 贝 耳 证 
明了 根 式 解 不 可 能 以 来 ， 在 五 次 方程 的 代数 理论 中 迈 出 的 最 重要 
的 一 步 。 阿 贝 耳 证 明 的 不 可 能 性 , 事实 上 表明 了 在 寻找 解答 时 , 有 
必要 引进 一 些 新 的 分 析 元 素 [一 些 新 函数 类 ], 因此 , 以 我 们 刚刚 提 
及 的 非常 简单 的 方程 的 那些 根 作为 辅助 , 似乎 是 自然 的 。 然 而 , 为 
了 证 明 把 它 严格 地 用 作 一 般 方程 解 中 的 一 个 基本 元 素 是 合理 的 ， 
还 得 了 解 形式 的 这 个 简单 性 是 否 能 让 我 们 得 出 关于 其 根 的 性 质 的 
一 些 想法 , 掌握 这 些 量 的 存在 方式 上 特殊 的 和 基本 的 东西 , 我 们 对 
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0 除了 知道 它们 不 能 用 根 式 表示 这 一 事实 之 外 , 什么 也 不 知 


“现在 很 值得 注意 的 是 , 杰 拉 德 的 方程 以 其 极 大 的 简便 运用 于 
这 项 研究 ， 并 且 在 我 们 将 要 解释 的 意义 上 ， 可 能 有 一 个 真正 的 分 
析 解 。 因 为 我 们 确实 可 以 从 与 长 期 以 来 由 前 四 次 方程 的 解 所 表明 
的 、 我 们 特别 专注 的 解 不 同 的 观点 , 考虑 方程 的 代数 解 的 问题 。 

“代替 用 一 个 包括 多 值 根 式 @ 的 公 蛋 , 表示 被 认为 是 系数 的 本 
数 的 、 互 相 密 切 相 联 的 根系 , 我 们 可 以 得 到 通过 在 三 次 情形 那样 多 
的 互 不 相同 的 辅助 变量 的 单 值 函数 分 别 表示 出 来 的 根 。 在 这 种 情 
形 下 , 所 讨论 的 方程 是 

2 一 832 十 2 一 0， 

如 我 们 所 知道 的 , 只 要 用 一 个 角度 比如 说 4 的 正弦 表示 系数 m 就 
足以 把 方程 的 根 分 开 表 示 为 下 面 的 确定 好 了 的 函数 


4 十 2m 、 4 二 4m 
2 gin 3， 2 gin 8 2 sin go 


[ 埃 尔 米 特 在 这 里 回想 起 了 在 通常 中 学 代数 的 高 级 课程 中 讨论 的 、 
熟悉 的 三 次 方程 的 三角 解 。 “辅助 变量 是 4; “ 单 值 函 数 ” 在 这 里 
是 正弦 函数 。] 
“现在 有 关 方 程 是 
vw —w%—0=0 


da es ed 只 是 必须 采用 椭圆 函 


数 ， 而 不 是 正六 和 余 绑 本 sk 


§ 0 4 # $8 


@ 例如 ;人 象 在 简单 的 二 次 方程 2 一 a=0 中 ， 根 是 z=4+MVa, 和 ZVa; 
当 我 们 简单 地 说 两 个 根 是 Va 时 ， 所 涉及 的 根 式 在 这 里 是 平方 恨 、 或 二 次 无 理 根 的 
“多 值 性 ”， 以 两 个 符号 土 的 形 式 出 现 。 提供 了 三 次 方程 的 三 个 根 的 公式 包含 了 三 
值 无 理 根 以 工 , 它 有 三 个 值 , 即 卫 1/3(-I+WV3)，13(-1- M3)。 
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函数 (严格 说 来 是 椭 贺 模 函 数 ,但 是 这 个 差别 在 这 里 并 不 重要 )。 要 
向 非 数 学 家 表达 这 样 一 个 功绩 的 惊人 光彩 , 几乎 是 不 可 能 的 ; 打 一 
个 很 不 恰当 的 比喻 , 埃 尔 米 特 发 现 了 著名 的 “失去 的 各 ”, 而 当时 
没有 人 对 这 样 一 个 无 法 捉摸 的 东西 会 存在 于 时 空中 的 其 处 有 过 丝 
毫 的 猜疑 。 不 用 说 ,， 他 的 完全 出 人 意料 的 成 功 亡 动 了 数学 界 。 更 
了 不 起 的 是 , 它 开 创 了 代数 和 分 析 学 的 一 个 新 的 部 门 , 其 中 的 主要 
问题 是 发 现 和 研究 那样 一 些 函 数 ， 按 照 这 些 函数 能 够 以 有 限 形 式 
明确 地 解 出 一 般 n 次 方程 。 目 前 所 得 到 的 最 好 的 结果 ，, 是 埃 尔 米 
特 的 学 生 庞 加 莱 ( 在 十 九 世 纪 八 十 年 代 ) 得 到 的 结果 ， 他 创造 出 了 
提供 所 需要 的 解 的 那些 函数 。 这 些 实际 上 是 椭圆 函数 的 “自然 " 扒 
广 。 郑 些 被 推广 的 函数 的 特征 是 周期 性 。 进 一 步 的 细节 会 使 我 们 
过 分 偏离 主题 , 但 是 如 果 篇 幅 许 可 , 我 们 将 在 讲述 庞 加 莱 时 再 回 到 
这 一 点 上 。 
埃 尔 米 特 的 另 一 个 秦 动 数学 界 的 .孤立 的 结果 , 是 建立 了 在 数 
学 分 析 中 用 字母 e 表示 的 数 的 超越 性 (马上 就 解释 ), 这 个 数 即 
1+ 广 + 部 + 训 + 训 + we ; 

其 中 11 表示 1, 21 二 1x2, 31 一 1x2x3, 4! = 二 1x2x3x4, 等 等 ; 
这 个 数 是 所 谓 的 “自然 ?对 数 系 的 “ 底 大 致 为 3.718281828.…。 有 
人 说 不 可 能 想象 一 个 没有 。 和 =( 圆 的 周 长 与 半径 之 比 ) 的 宇宙 。 不 
管 是 否 如 此 (事实 上 它 是 不 对 的 ), e 在 现在 的 数学 一 一 纯 数 学 和 应 
用 数学 一 一 中 到 处 出 现 却 是 一 个 事实 。 为 什么 会 是 这 样 的 , 至 少 就 
应 用 数学 而 论 ， 可 以 从 下 述 事实 中 推导 出 来 ，e 看 做 一 个 2 的 函 
数 ， 是 唯一 的 一 个 相对 于 2 的 变化 率 等 于 函数 本 身 的 函数 。 一 一 
这 就 是 说 , er 是 唯一 的 一 个 等 于 其 导数 的 函数 。@ 

”严格 说 来 ,ae*, 其 中 a 不 依赖 ,是 最 一 般 的 ,但 是 在 这 里 “所 乘 的 常数 "a 是 不 
重要 的 。 
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“超越 ”的 概念 是 极其 简单 的 ， 也 是 极为 重要 的 。 一 个 系数 是 
有 理 整数 (0, 士 1 土 2 …) 的 代数 方程 的 任何 根 ， 称 为 代数 数 。 这 
样 , /二 TI，2.78 是 代数 数 ， 因 为 它们 分 别 是 代数 方程 2 十 1 一 0， 
50w ~139 一 0 的 根 , 这 些 方程 的 系数 (第 一 个 方程 的 是 1.1, 第 二 个 
方程 的 是 50，139) 是 有 理 整数 。 不 是 代数 数 的 “ 数 ” 就 称 为 超越 
数 。 换 言 之 , 超越 数 是 不 满足 任何 有 有 理 整 系数 的 代数 方程 的 数 。 

现在 , 已 知 任何 根据 某 个 确定 的 规律 构造 的 数 , 要 问 它 是 代数 
的 还 是 超越 的 , 是 一 个 有 意义 的 问题 。 例 如 , 考虑 下 面 简单 定义 的 


数 
1 1 1 1 1 
01 10 +10" +17 + 00 


其 中 指数 2, 6, 24, 120, …， 是 逐次 “阶乘 ” 即 2=1x2, 6 一 
1x2x3,24=1x2x8x4,120 一 1x2x3x4x5,… 所 示 级 数 按照 


与 已 知 项 同样 的 规律 继续 到 “无 限 。” 下 一 项 是 和 5-; 前 三 项 的 和 


是 .1 十 .01 十 .000001, 或 .110001, 可 以 证 明 , 这 个 级 数 确实 确定 
了 某 个 小 于 .12 的 确定 的 数 。 这 个 数 是 任何 有 理 整 系数 的 根 吗 ? 
答案 是 否定 的 , 虽然 在 不 知道 怎样 着 手 时 要 去 证 明 它 , 是 对 高 级 数 
学 能 力 的 艰难 的 考验 。 另 一 方面 , 由 无 穷 级 数 


1 1 1 1 
0 10 + 107 | 10m 1" 


确定 的 数 是 代数 数 ， 它 是 99900w 一 1=0 的 根 (正如 记得 如 何 求 无 
穷 收 敛 几 何 级 数 的 和 的 读者 可 以 证 明 的 那样 )。 

第 一 个 证 明了 某 些 数 是 超越 数 的 人 ， 是 约瑟夫 . 刘 维 尔 (鼓励 
埃 尔 米 特 给 雅 可 比 写 信 的 同一 个 人 )， 他 在 1844 年 发 现 了 很 大 一 
类 超越 数 , 其 中 形式 为 


1 1 1 1 1 
i 








欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 四 章 ”人 入， 而 不 是 方法 539 


% 是 大 于 工 的 实数 (上 面 举 的 例子 相当 于 ”%= 10) 的 所 有 那些 数 , 是 
在 最 简单 之 列 的 。 但 是 要 证 明 一 个 特别 的 可 疑 的 数 , 如。 或 zw, 是 
超越 数 或 不 是 超越 数 ， 也 许 是 个 比 发 明 整 整 一 大 类 超越 数 更 困难 

”得 多 的 问题 : 有 创造 力 的 数学 家 支配 一 一 在 某 种 程度 上 一 一 那些 
实行 条 件 , 而 可 疑 的 数 是 局 面 的 完全 控制 者 ,并 且 在 这 种 情形 下 ， 
正 是 数学 家 而 非 可 疑 的 数 , 接受 他 只 能 模 模 糊糊 地 懂得 的 命令 。 所 
以 当 埃 尔 米 特 在 1873 年 证 明了 e (刚刚 不 久 定 义 了 的 ) 是 超越 数 
时 ， 数 学 界 不 仅 十 分 高 兴 ， 而 且 对 证 明 的 不 可 思议 的 精巧 大 为 吃 
惊 。 

自 埃 尔 米 特 那 时 以 来 ， 已 经 证 明了 许多 数 ( 和 许多 类 的 数 ) 是 
超越 数 。 可 以 顺便 提 一 下 , 暂时 仍然 是 在 这 个 黑暗 的 海 的 海岸 上 
的 高 水 标 是 什么 。 1934 年 ， 年 轻 的 俄国 数学 家 阿 列 克 西 斯 . 盖 尔 
芳 德 证 明了 一 切 类 型 为 w& 的 数 是 超越 数 , 其 中 a 不 是 0 和 1,5 是 
际会 议 上 提请 数学 家 们 注意 的 、 二 十 三 个 突出 的 数学 问题 一 览 表 
中 的 第 七 个 问题 。 注 意 , 在 盖 尔 芳 德 的 定理 的 陈述 中 , “无 理 的 ”是 
必需 的 (如 果 5=n/m, n, m 是 有 理 整数 ， 那 么 四 是 om 一 an=0 的 
根 , 其 中 c 是 任何 代数 数 , 而 且 能 够 表明 , 这 个 方程 等 同 于 一 个 所 
有 系数 都 是 有 理 整 数 的 方程 )。 

埃 尔 米 特 在 顽固 的 。 上 取得 的 出 人 意料 的 胜利 ， 使 数学 家 们 
期 望 不 久 就 能 用 同样 的 方法 驯服 mw。 不 过 就 埃 尔 米 特 自己 而 言 ， 
他 有 了 一 个 好 东西 就 够 了 。 他 写 信 给 博 查 特 说 ,“ 我 不 再 试 着 去 证 
明 数 « 的 超越 性 了 。 如 果 其 他 人 愿意 承担 这 件 事 ， 没有 人 会 比 我 更 
为 他 们 的 成 功 高 兴 了 , 但 是 相信 我 , 亲爱 的 朋友 , 这 不 会 不 使 他 们 
花 一 番 气 力 的 。 九 年 以 后 \1882 年 )， 医 尼 黑 大 学 的 费迪南德 林 
德 曼 证 明了 w 是 超越 数 ， 他 用 的 方法 与 埃 尔 米 特 用 以 解决 。 的 方 
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法 非常 相似 。 这 样 就 永远 解决 了 “化 圆 为 方 的 问题 。 从 林 德 曼 证 


明 的 东西 中 ， 推 断 出 不 可 能 只 用 尺 规 夯 出 面积 等 于 任何 给 定 的 贺 
的 正方 形 一 一 这 个 自 欧 几 里 得 时 代 以 前 开始 ， 人 
学 家 的 问题 。 

由 于 这 个 问题 仍然 折磨 着 一 些 狂 热 的 人 ， 可 能 有 必要 扼要 地 
叙述 一 下 林 德 曼 的 证 明 是 怎样 解决 这 个 问题 的 。 他 证 明了 mw 不 是 


一 个 代数 数 。 但 是 任何 可 以 只 借助 尺 规 解决 的 几何 问题 , 当 用 等 


同 的 代数 形式 说 明 时 ， 都 导致 一 个 或 几 个 能 够 用 逐次 开平 方 根 解 
出 的 有 理 整 系数 代数 方程 。 由 于 w 不 满足 这 样 的 方程 , 就 不 能 用 
所 提 到 的 工具 把 圆 “ 变 成 方 的 ”如 果 允 许 用 其 他 工具 , 化 圆 为 方 是 
容易 的 。 对 于 只 是 有 点 儿 怪 的 人 ,这 个 问题 在 半 个 多 世纪 以 前 就 


完全 解决 了 。 现 在 也 没有 人 去 把 w 计算 到 很 大 数目 的 小 数位 了 


一 一 在 这 方面 ， 所 能 达到 的 精确 度 已 经 比 对 人 类 可 能 有 用 的 更 大 
了 ,即便 人 类 能 活 到 十 亿 的 十 亿 次 赛 的 年 代 也 够 用 。 代替 试 着 做 
不 可 能 的 事情 ， 神 秘 主义 者 可 能 愿意 仔细 考虑 下 面 e，w， 一 工 和 
一 1 之 间 的 有 用 的 关系 , 直到 它 对 于 他 们 变 得 象 佛 的 肚脐 眼 对 
印度 的 瞳 斯 瓦 米 @ 一 样 明白 为 止 , 这 个 关系 即 
brv- 一 一 1。 

任何 能 直观 地 领会 这 个 神秘 的 式 子 的 人 ， 就 无 需 去 化 圆 为 方 了 。 

自从 林 德 曼 解决 了 m 的 问题 以 来 ， 唯 一 吸引 业余 数学 家 的 一 
个 突出 的 未 解决 的 问题 , 是 费 马 的 “最 后 定理 ”。 这 里 真正 有 天 才 的 
数学 家 无 疑 是 有 机 会 的 。 为 了 避免 这 个 问题 被 所 有 的 人 当做 对 他 
们 的 邀请 , 从 而 用 未 证 实 的 证 明 失 湾 没 各 种 数学 杂志 的 编辑 , 我 们 
回想 一 下 , 当 林 德 曼 夸 口 要 解决 这 个 著名 的 定理 时 所 碰 到 的 事情 。 
如 果 这 还 不 能 提醒 人 们 , 要 解决 疆 马 的 问题 需要 超出 一 般 的 才能 ， 

外 ”斯 瓦 米 为 印度 对 学 者 、 宗 教 家 的 尊称 ,一 一 译 者 


. 
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七 页 的 论文 , 号称 包含 着 长 期 寻找 的 证 明 。 使 之 失效 的 错误 被 人 
指 了 出 来 ， 林 德 曼 勇敢 地 把 随后 七 年 中 最 好 的 时 光 用 来 弥补 这 个 
不 可 弥补 的 缺陷 ; 1907 年 , 他 发 表 了 六 十 三 页 的 记 亩 证 明 , 可 是 由 
于 几乎 在 扒 理 刚 一 开始 时 犯 下 的 一 个 错误 ， 这 个 证 明成 为 毫 无 意 
义 的 了 。 

虽然 埃 尔 米 特 在 数学 的 学 术 方面 贡献 是 伟大 的 ， 但 从 现在 使 
人 们 烦恼 的 事物 的 长 远 观点 看 来 , 他 对 于 科学 是 超越 国家 民族 的 、 
不 受 宗派 势力 支配 或 恩 弄 这 一 理想 的 坚定 执着 ， 或 许 是 他 给 予 文 
明 的 更 为 重要 的 礼物 。 我 们 只 能 以 深 深 的 饮 异 ， 回 顾 今 天 在 科学 
界 任何 地 方 也 找 不 到 的 、 他 那 安详 的 精神 美 。 即使 当做 慢 的 普 便 
士 人 在 普法 战争 中 侮辱 巴黎 时 , 埃 尔 米 特 尽管 是 个 爱国 者 , 仍然 保 
持 着 冷静 的 头脑 , 他 清楚 地 知道 “敌人 ”的 数学 就 是 数学 , 而 不 是 
别 的 东西 。 今 天 , 甚至 当 一 个 科学 家 采取 这 种 文明 的 观点 时 , 他 关 
于 他 所 谓 的 宽 宏大 量 也 不 是 客观 的 , 不 受 个 人 情感 影响 的 , 而 是 呀 
喘 逼 人 的 、 就 象 一 个 采取 守 势 的 人 所 做 的 那样 。 对 于 埃 尔 米 特 , 知 
识 和 智慧 不 是 任何 宗派, 任何 信念 、 任 何 民族 的 特权 , 这 一 点 是 非 
常 明显 的 , 以 至 他 从 不 费心 去 把 他 天 生 的 明智 稳健 述 诸 文 字 。 就 
埃 尔 米 特 本 能 地 知道 的 东西 来 说 ， 我 们 这 一 代 比 他 落后 了 两 个 世 
纪 。 他 于 1901 年 1 月 14 日 去 世 , 始 终 热 爱 着 这 个 世界 。 
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466 最 深奥 的 数学 研究 的 全 部 结果 ， 最 终 
都 一 定 可 以 表示 成 整数 性 质 的 简单 形式 。 
一 一 利 奥 波 德 克 罗 内 克 

能 够 恰 如 其 份 地 称 为 实业 家 的 专业 数学 家 是 极其 罕见 的 。 最 

接近 于 这 个 理想 的 人 是 克 罗 内 克 (1823--1891)， 他 在 三 十 岁 时 已 

经 拒 自己 照料 得 很 好 了 , 以 至 在 那 以 后 , 他 能 够 比 大 多 数 数学 家 全 
适 得 多 地 把 他 非凡 的 天 才 贡 献 给 数学 。 ” 命 

人 们 可 以 在 约 划 ,皮尔 庞 特 : 摩 尔 根 ， 即 摩尔 根 银行 和 公司 的 

创办 人 的 功绩 中 ， 找 到 一 一 按照 美国 数学 家 们 熟悉 的 一 个 传说 
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克 罗 内 克 的 经 历 的 对 应 面 。 如 果 说 这 个 传说 中 有 什么 的 话 ， 
那 就 是 摩尔 根 在 德国 上 大 学 时 , 表现 出 非凡 的 数学 才能 , 因而 他 的 
教授 们 试 着 劝说 他 把 数学 作为 他 的 毕生 事业 ， 他 们 甚至 给 他 提供 
了 一 个 在 德国 的 大 学 职位 , 这 个 职位 会 使 他 迅速 起 飞 。 但 是 摩尔 
根 拒绝 了 这 项 建议 , 而 把 他 的 天 才 奉 献 给 金融 , 其 结果 是 众所周知 
的 。 空谈 家 (学 术 研究 方面 的 , 而 不 是 华尔街 的 ) 可 以 根据 摩尔 根 
坚持 数学 生涯 的 假说 来 以 重建 世界 史 作为 消遣。 

要 是 克 罗 内 克 没有 为 了 数学 而 放弃 金融 ， 那 对 德国 可 能 会 发 
生 什 么 事情 , 也 提供 了 很 大 的 推测 余地 。 他 的 经 营 能 力 是 很 强 的 ; 
他 是 一 个 热忱 的 爱国 者 , 对 欧洲 的 外 交 具 有 不 可 思议 的 洞察 力 , 对 
列强 之 间 相 互 抱 有 的 未 曾 表达 出 来 的 情感 ， 持 一 种 精明 的 犬 儒 主 
义 的 态度 一 他 的 崇拜 者 们 称 它 为 现实 主义 。 

一 开始 , 克 罗 内 克 与 许多 聪明 的 年 轻 犹 太 人 一 样 ,是 一 个 自由 
主义 者 ， 但 是 当 他 看 出 他 自己 的 利益 所 在 时 一 一 他 在 金融 上 获得 
成 功 以 后 一 一 他 成 了 一 个 坚定 不 移 的 保守 主义 者 ， 并 宣称 他 自己 
是 那个 无 情 的 谣言 制造 者 老舍 斯 麦 的 忠实 支持 者 。 关 于 埃 姆 斯 电 
报 的 著名 插曲 ,按照 一 些 人 的 说 法 , 是 触发 1870 年 普法 战争 的 电 
火花 , 这 得 到 了 克 罗 内 克 的 热情 支持 , 他 对 于 局 势 的 掌握 是 如 此 坚 
定 , 以 至 在 魏 森 堡 战役 之 前 , 甚至 德国 的 军事 天 才 们 都 怀疑 他 们 对 
法 国 的 大 胆 挑战 的 结果 时 ， 克 罗 内 克 便 自信 地 预测 到 了 整个 战役 
的 胜利 , 而 且 在 每 一 步 细节 上 都 证 明 是 正确 的 。 在 那 时 , 实际 上 在 
他 整个 一 生 中 ， 他 与 第 一 流 的 法 国 数学 家 们 关系 友好 ， 他 头脑 清 
醒 ， 不 至 于 让 他 的 政治 观点 蒙蔽 了 他 对 他 科学 上 的 对 手 们 的 成 就 
的 正确 理解 。 象 克 罗 内 克 这 样 实际 的 人 能 与 数学 共 命 运 ,也 许 是 
很 好 的 。 

利 奥 波 德 ' 克 罗 内 克 的 一 生 ， 从 出 世 那 一 天 起 就 是 很 舒适 的 。 
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他 是 富有 的 狐 太 双亲 的 儿子 , 1823 年 12 月 7 日 出 生 于 普鲁士 的 
利 格 尼 省。 由 于 一 种 莫名 其 妙 的 疏 和 名 ， 死 罗 内 克 的 官方 传记 作者 
( 海 因 里 希 “ 韦 贝尔 和 阿道夫 " 克 内 泽 尔 ) 完 全 没有 提 到 利 奥 波 德 的 
母亲 ， 虽 然 他 也 许 有 一 个 母亲 ， 他 们 把 注意 力 集中 在 他 父亲 身上 ， 
他 拥有 一 家 生意 兴旺 的 商店 。 这 位 父亲 是 一 个 受过 良好 教育 的 
人 ， 对 哲学 有 一 种 抑制 不 住 的 渔 求 ， 他 把 这 种 渴求 传 给 了 利 奥 波 
德 。 还 有 一 个 儿子 叫 胡 戈 , 比 利 奥 波 德 小 十 七 岁 , 他 成 了 波恩 的 一 
个 著名 生理 学 家 和 教授 。 利 奥 波 德 的 启蒙 教育 是 在 父亲 的 监督 
下 , 从 一 个 私人 教师 那里 接受 的 。 对 大 戈 的 教育 培养 , 后 来 成 了 利 
奥 波 德 热 爱 的 职责 。- 

利 奥 波 德 受 教 育 的 第 二 阶段 是 在 准备 进 大 学 预科 的 预备 学 
校 , 在 这 个 阶段 , 他 受到 维尔 纳 校长 的 强烈 影响 , 维尔 纳 是 一 个 有 
哲学 和 神学 倾向 的 人 ， 后 来 克 罗 内 克 进 入 大 学 预科 时 维尔 纳 教 过 
他 。 除 其 他 东西 以 外 , 克 罗 内 克 从 维尔 纳 那 里 吸收 了 一 些 开 明 的 
基督 教 神学 思想 , ,并 终生 对 它 保 持 着 热情 。 实 际 上 ， 直 到 他 临终 
时 , 看 到 基督 教 对 他 的 六 个 孩子 没有 明显 的 危害 , 他 才 容 许 自己 在 
六 十 八 岁 时 由 犹太 教改 信 了 福音 派 基督 教 。 

死 罗 内 克 在 大 学 预科 的 另 一 位 教师 也 对 他 有 很 深 的 影响 ， 并 
成 了 他 终生 的 朋友 , 这 就 是 恩 斯 特 .爱德华 - 库 默 尔 (1810--1893)， 
他 后 来 在 柏林 大 学 担任 教授 ， 是 德国 历史 上 最 有 独创 性 的 数学 家 
中 的 一 个 , 我 们 在 谈 到 戴 德 金 时 还 要 进一步 讲 到 他 。 这 三 个 人 , 老 
克 罗 内 克 、 维 尔 纳 和 库 默 尔 , 十 分 巧妙 地 在 利 奥 波 德 卓越 的 天 赋 上 
下 功夫 , 塑造 他 的 思想 , 制定 了 他 未 来 的 生活 道路 ,以 至 即便 他 要 
离开 这 条 道路 也 不 可 能 。 

我 们 注意 到 , 克 罗 内 克 在 他 受 教育 的 这 个 早期 阶段 , 已 经 显露 
出 了 他 温和 的 人 性格 的 一 个 突出 的 特点 ， 这 就 是 他 善于 与 人 友好 相 
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处 的 能 力 , 以 及 与 已 经 在 世界 上 崭露头角 或 将 要 田 露 头角 , 而 且 会 
在 商业 或 数学 上 对 他 有 用 的 人 结 成 永久 友谊 的 本 能 。 这 种 寻求 正 
确 的 友谊 的 天 才 , 是 成 功 的 事业 家 的 一 个 突出 特点 ,是 克 罗 内 克 的 
一 个 更 可 人 贵 的 财富 , 他 从 来 没有 失去 过 它 。 他 不 是 有 意识 地 唯 利 
是 图 , 也 不 是 一 个 势利 的 人 , 他 只 不 过 是 一 个 与 成 功 者 在 一 起 比 与 
不 成 功 者 在 一 起 更 安心 的 幸运 儿 中 的 一 个 。 

克 罗 内 克 在 学 校 的 成 绩 一 律 是 优秀 的 , 并 且 是 多 方面 的 。 除 
了 他 已 经 轻松 地 掌握 并 终生 保持 兴趣 的 希腊 和 拉丁 古典 文学 之 
外 , 他 在 希 伯 来 语 .哲学 和 数学 方面 也 很 出 色 。 他 的 数学 才能 很 早 
就 在 库 默 尔 的 专门 指点 下 显露 出 来 ， 他 从 库 默 尔 那 里 接受 特别 的 
指导 。 但 是 , 尽管 年 轻 的 克 罗 内 克 最 伟大 的 才能 显然 是 在 数学 方 
面 , 他 并 没有 在 多 大 程度 上 把 精力 集中 在 这 个 领域 , 而 是 竭力 想 获 

”得 与 他 多 方面 的 能 力 相 称 的 广泛 而 丰富 的 教育 。 除 了 他 的 正式 学 
业 以 外 , 他 还 选修 了 音乐 课 , 而 且 成 了 一 名 有 造 讶 的 钢琴 家 和 歌唱 
家 。 他 在 老年 时 宣称 , 音乐 是 所 有 艺术 中 最 好 的 艺术 , 也 许 数学 除 
外 ， 他 把 数学 比 做 诗 。 他 一 生 都 保持 着 这 许多 兴趣 爱好 。 在 哪 一 
方面 他 都 不 仅仅 是 一 个 一 知 半 解 的 人 ; 他 对 古典 文学 的 热爱 ,在 他 
与 一 个 致力 于 希腊 古典 文学 的 翻译 和 传播 的 团体 “希腊 文化 ”的 密 

“ 切 关系 中 ,确实 取得 了 成 效 。 他 对 艺术 的 热烈 欣赏 ,使 他 成 为 绘画 
和 雕塑 的 敏锐 的 评论 家 ; 他 在 柏林 的 美丽 的 住所 , 成 了 音乐 家 的 聚 
会 场所 ,在 这 些 音乐 家 中 有 弗 利 克 斯 . 门 德尔 松 。 

克 罗 内 克 在 1841 年 春天 进 了 柏林 大 学 , 他 继续 他 的 广泛 的 教 
育 , 但 是 开始 专门 注重 数学 。 那 时 柏林 大 学 因数 学 系 有 狄 利克 雷 
(1805—1859) 、 雅 可 比 (1804 一 1851) 和 斯 泰 纳 (17 96 一 1863) 而 引 
以 自豪 ; 艾 森 斯 坦 (1823 一 1852) 也 在 那里 , 他 和 克 罗 内 克 同 岁 , 两 
人 成 了 朋友 。 
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狄 利克 雷 对 克 罗 内 克 的 数学 趣味 的 影响 (特别 是 在 分 析 学 对 
数论 的 应 用 上 ), 在 他 全 部 成 熟 的 著作 中 都 清楚 可 见 。 斯 秦 纳 似乎 
没有 对 他 产生 什么 影响 ; 克 罗 内 克 对 几何 不 感 兴趣 。 雅 可 比 使 他 
爱 上 了 椭圆 函数 ， 他 以 惊人 的 独创 性 和 辉煌 的 成 功 耕 耘 了 这 一 领 
域 , 主要 是 不 可 思议 的 美 在 数论 上 的 新 颖 的 应 用 。 

克 罗 内 克 的 大 学 生涯 在 很 大 程度 上 是 他 中 学 时 代 的 再 现 ， 他 
参加 关于 古典 文学 和 科学 的 讲座 , 由 于 比 过 去 更 深入 地 研究 哲学 ， 
特别 是 黑 格 尔 体系 ， 他 沉 沁 于 对 哲学 的 爱好 中 。 强调 黑 格 尔 的 哲 
学 , 是 因为 一 些 好 奇 和 有 能 力 的 读者 , 可 能 会 想到 在 黑 格 尔 深 奥 的 
辩证 法 中 ， 去 寻找 克 罗 内 克 的 数学 异端 的 起 源 一 一 这 是 一 种 完全 
超出 本 书 作 者 能 力 的 探索 。 不 过 , 最 近 关 于 数学 自身 一 致 性 的 怀 
疑 一 一 克 罗 内 克 的 “革命 ”对 这 种 怀疑 有 部 分 责任 一 一 的 一 些 奇怪 
的 、 非 正统 说 法 , 与 难以 捉摸 的 黑 格 尔 体系 之 间 有 一 种 奇怪 的 相似 
之 处 。 承担 这 样 一 个 任务 的 理想 候选 人 ,也许 是 受过 波兰 很 受 重 
视 的 逻辑 熟练 训练 的 马克 思 主 义 共产 主义 者 ， 不 过 这 只 罕见 的 鸟 
儿 能 在 什么 样 的 香料 树 上 找到 , 只 有 上 帝 知 道 。 

克 罗 内 克 按 照 德国 学 生 的 通常 习惯 ， 没 有 在 柏林 度 过 他 的 全 
部 时 间 , 而 是 到 处 流动 。 他 的 部 分 课程 是 在 波恩 大 学 上 的 , 他 过 去 
的 老师 和 朋友 库 默 尔 在 该 校 教 数学 。 克 罗 内 克 在 波恩 大 学 期 间 ， 
学 校 当 局 正 处 在 镇 压 学 生 团体 的 无 效 斗 争 之 中 ， 这 些 学 生 团体 的 
主要 目的 一 般 是 鼓励 酌 酒 、 决 斗 和 争吵 。 克 罗 内 克 以 他 习惯 的 机 
敏 ,秘密 地 站 在 学 生 们 一 一 边 , 因此 结交 了 许多 朋友 ,后 来 证 明 这 些 
朋友 是 有 用 的 。 





1845 年 , 柏林 大 学 接受 了 克 罗 内 克 的 博士 论文 ， 这 篇 论文 受 
到 库 默 尔 在 数论 方面 的 工作 的 启发 ， 论 述 在 一 些 代数 数 领域 中 的 
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可 逆 元 素 。 虽然 在 实际 表示 出 可 逆 元 素 时 ， 这 个 问题 是 极其 困难 47o 
的 , 但 是 人 们 能 从 下 面 对 可 逆 元 素 的 一 般 问 题 (对 于 任意 后 代数 数 
域 , 不 仅 只 对 于 使 库 默 尔 和 克 罗 内 克 感 兴趣 的 那些 特殊 域 ) 的 大 至 
撕 述 中 , 理解 这 个 问题 的 性 质 。 这 个 概述 也 可 以 起 到 这 样 的 作用 ; 
使 在 这 一 章 和 以 后 几 章 中 对 库 默 尔 、 克 罗 内 克 、 戴 德 金 在 高 等 算术 
中 的 工作 的 一 些 提示 更 容易 理解 。 这 个 问题 相当 简单 , 但 是 需要 
几 个 初步 的 定义 。 

普通 完全 整数 1，2，3……' 称 为 〈《 正 ) 有 理 整 数 。 如 果 n 是 任 
何 有 理 整 数 , 它 就 是 一 个 一 次 代数 方程 的 根 , 这 个 方程 的 系数 是 有 
理 整数 , 即 2 一 m 一 0。 这 一 点 以 及 有 理 整 数 的 其 它 一 些 性 质 , 提醒 
我 们 把 整数 的 概念 扩展 到 定义 为 代数 方程 的 根 的 “ 数 ”。 这 样 ， 如 
果 7 是 方程 

Ln i 二 Qi2 二 n= 

的 根 , 其 中 a 都 是 有 理 整数 ， 且 首 项 系数 是 工 就 象 在 上 面 的 方程 
中 那样 ， 即 方程 中 > 的 最 高 次 宕 oe 的 系数 是 1) 的 任何 方程 , 那么 
7 就 称 为 次 代数 整数 。 例 如 ,1 十 MV 一 6 是 一 个 2 次 代数 整数 ， 
因为 它 是 ”一 22 十 6=0 的 根 ， 并 且 不 是 任何 有 指定 类 型 系数 的 、 
次 数 小 于 2 的 方程 的 根 ; 事实 上 , 1+Tw\/ 二 5 是 zs 一 (L+WV 二 全 =0 
的 根 , 这 个 方程 的 后 一 个 系数 - (1 二/ 一 5) 不 是 有 理 整数 。 

如 果 我 们 在 % 次 代数 整数 的 上 述 定义 中 ， 别 去 首 项 系数 是 1 
的 要 求 ， 认 为 它 可 以 是 任何 有 理 整数 ( 除 零 以 外 ， 零 被 认为 是 整 





个 次 代数 数 , 那么 一 切 能 从 了 经 过 反复 加 、 减 、 乘 、 除 (用 零 除 是 
没有 规定 的 ， 因 此 不 能 这 样 做 ， 也 不 允许 这 样 做 ) 构 造 出 来 的 全 部 
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471 表达 式 , 称 作 由 7 生成 的 代数 数 域 , 可 以 用 也 [7] 表示 。 例 如 , 从 7 
我 们 得 到 -7 或 27; 从 它 和 7, 我 们 得 到 27/7 或 2, 27 一 + 或 7， 
2r xy 或 27?, 等 等 。 这 个 也 [7] 的 次 数 是 n。 

可 以 证 明 ， 卫 [7] 的 每 一 个 数 都 具有 形式 Oor"! 十 Owr"3 十 
ee 十 O :其 中 0; 都 是 有 理 数 ,并 且 五 [r] 的 每 一 个 元 素 还 是 次 
数 不 大 于 (事实 上 次 数 是 的 某 个 分 出 数 ) 的 代数 数 。 了 [7] 中 的 
一 些 代 数 数 (但 不 是 全 体 代数 数 ) 是 代数 整数 。 

代数 数理 论 的 中 心 问题 ,是 研究 在 % 次 代数 域 中 代数 整数 的 算 
术 可 除 性 规律 。 为 了 使 得 这 个 问题 明确 起 见 , 必须 严格 确定 “算术 
可 除 性 ”意味 着 什么 , 为 此 , 我 们 必须 了 解 有 理 整数 的 算术 可 除 性 。 

我 们 说 有 一 个 有 理 数 m 可 以 用 另 一 个 有 理 数 a 除 ， 如 果 我 们 
能 找到 一 个 有 理 整 数 g, 使 得 m 一 gXd; d( 也 包括 gq) 就 称 作 % 的 一 
个 因子 。 例 如 6 是 12 的 因子 ， 因 为 12=2xXx6; 5 不 是 12 的 因子 ， 
因为 不 存在 一 个 有 理 数 9 使 12 一 g x5。 

一 个 ( 正 ) 有 理 素 数 是 一 个 大 于 1 的 有 理 整 数 ， 它 的 唯一 正 因 
子 是 1 和 整数 本 身 。 当 我 们 试 着 要 把 这 个 定义 推广 到 代数 整数 
时 , 我 们 很 快 就 看 到 , 我 们 没有 找到 事物 的 根源 , 我 们 必须 寻找 能 
够 转移 到 代数 整数 上 去 的 有 理 素 数 的 某 个 性 质 。 这 个 性 质 如 下 . 
如 果 一 个 有 理 素 数 p 整 除 两 个 有 理 整数 的 乘积 ax5， 那 么 (可 以 
证 明 )p 至 少 整 除 乘积 因子 a, 5 中 的 一 个 。 

考虑 有 理 算 术 中 的 可 逆 元 素 1, 我 们 注意 到 1 有 一 个 特殊 的 
性 质 , 即 它 整除 每 一 个 有 理 整 数 ; 一 1 也 有 同样 的 性 质 ,1 和 一 是 
唯一 有 这 个 性 质 的 有 理 整数 。 

这 些 和 其 它 一 些 线索 提示 某 种 有 效 的 简单 的 东西 ， 我 们 规定 
下 面 的 定义 ,作为 代数 整数 的 算术 可 除 性 的 理论 基础 。 我 们 假定 
所 考虑 的 一 切 整数 都 存在 于 一 个 m 次 代数 数 域 中 。 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 五 章 怀疑 者 549 


如 果 7, s, t 是 代数 整数 , 使 得 "=sxt, 那么 s, t 都 称 为 的 
因子 。 

如 果 了 是 一 个 代数 整数 ， 它 整除 这 个 数 域 中 的 每 一 个 代数 整 
数 ,7 就 称 为 一 个 可 道 元 素 ( 在 那个 域 中 )。 一 个 已 知 的 域 可 以 包含 
无 限 多 个 可 逆 元 素 , 不 同 于 有 理 域 的 一 对 革 ， - 了 这 就 是 一 件 产生 
困难 的 事情 。 

下 面 要 介绍 有 理 整 数 和 次 数 大 于 1 的 代数 整数 之 间 的 一 个 基 
本 的 和 令 人 苦恼 的 区 别 。 

一 个 其 唯一 因子 是 可 闭 元 素 和 整数 本 身 的 、 不 同 于 可 逆 元 素 
的 代数 整数 ， 称 为 不 可 约 数 。 一 个 具有 下 列 性 质 的 不 可 约 的 代数 
整数 称 为 素 代 数 整数 如 果 它 整除 两 个 代数 整数 的 乘积 , 那么 它 至 
少 整除 一 个 因子 。 所 有 素数 都 是 不 可 约 的 ， 但 是 在 一 些 代 数 数 域 
中 , 并 不 是 所 有 不 可 约 的 数 都 是 素数 , 例如 在 [MV 一 四 中 立刻 就 
要 看 到 的 那样 。 在 通常 的 1，2, 3, …… 的 算术 中 , 不 可 约 数 和 素 
数 是 同样 的 。 

在 费 马 那 一 章 中 提 到 过 (有 理 ) 算 术 的 基本 定理 ， 一 个 有 理 整 
数 是 仅 以 一 种 方式 的 (有 理 ) 素 数 的 乘积 。 从 这 个 定理 中 产生 了 有 
理 整 数 可 除 性 的 全 部 错综复杂 的 理论 。 不 幸 的 是 , 这 个 基本 定理 
并 不 对 一 切 次 数 大 于 1 的 代数 数 域 成 立 , 结果 是 紊乱 的 。 

举 一 个 例子 ( 它 是 教科 书 中 关于 这 个 问题 常用 的 现成 例子 )， 
在 域 了 [MM/ 二 本 中 ,我 们 有 

6=2x3=(i+vV -Bx(1-~vV-D); 
2, 3, 1 十 MV 一 5,，1 一 MV 一 6 在 这 个 域 中 都 是 素数 (可 以 用 一 些 技 
巧 证 明 ), 因此 在 这 个 域 中 ,6 不 是 唯一 地 分 解 成 素数 的 乘积 。 

可 以 在 这 里 说 明 ， 克 罗 内 克 用 一 个 美妙 的 方法 克服 了 这 个 困 

难 , 但 是 这 个 方法 太 复杂 , 不 能 一 般 地 解释 ; 戴 德 金 用 一 个 完全 不 


474 
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同 的 、 但 更 容易 掌握 的 方法 ,同样 克服 了 这 个 困难 , 当 我 们 讲 到 他 
的 生平 时 将 提 及 这 个 方法 。 戴 德 金 的 方法 在 今天 是 用 得 最 广泛 
的 ,但 是 这 并 不 意味 着 克 罗 内 克 的 方法 就 不 那么 有 力 , 也 不 意味 着 
当 更 多 的 数学 家 熟悉 它 的 时 候 , 它 不 会 受到 人 们 的 欢迎 。 


克 罗 内 克 在 他 18455 年 的 论文 中 , 着 手 解决 在 某 些 特别 域 中 的 
可 逆 元 素 理论 ， 这 些 域 是 由 用 代数 公式 表示 高 斯 问题 中 产生 的 方 
程 决定 的 , 高 斯 问题 是 % 等 分 一 个 圆周 , 或 者 同样 地 , 构造 一 个 wm 
边 的 正 多 边 形 。 

我 们 现在 可 以 结束 由 费 马 开始 的 记述 的 一 部 分 了 。 在 证 明 费 
马 的 “最 后 定理 ”一 如 果 呈 是 大 于 2 的 整数 , om 十 妨 一 如 对 有 理 整 
数 2, % “( 非 0) 不 可 能 成 立 一 一 的 努力 中 , 算术 学 家 们 采取 了 狐 
似 自 然 的 一 步 ， 把 左边 的 mm 十 oo 分 解 成 一 次 的 mw 个 因子 (正如 在 
通常 的 中 学 代数 高 级 课程 中 所 做 的 )。 这 导致 了 对 上 面 提 到 的 与 
高 斯 问题 联系 在 一 起 的 代数 数 域 的 详尽 研究 一 在 犯 了 严重 的 、 
但 很 可 以 理解 的 错误 以 后 。 

一 开始 , 这 个 问题 布 满 了 陷 坑 , 很 多 有 能 力 的 数学 家 和 至 少 一 
个 伟大 的 数学 家 一 一 柯 西 一 都 一 头 栽 了 进去 。 柯 西 设 想 在 所 论 
及 的 代数 数 域 中 算术 基本 定理 一 定 成 立 , 认为 这 是 理所当然 的 事 。 
在 与 法 兰 西 科学 院 作 了 几 次 令 人 激动 但 时 机 未 到 的 通信 以 后 ， 他 
承认 了 他 的 错误 。 柯 西 当时 正 没完 没 了 地 对 大 量 其 他 问题 发 生 兴 
趣 , 他 转 到 一 边 去 了 , 没有 能 做 出 他 富 于 创造 力 的 天 才 完 全 有 能 力 
做 出 的 伟大 发 现 ， 而 把 这 个 领域 留 给 了 戴 德 金 。 主要 困难 是 严重 
的 ， 这 里 是 一 类 “整数 ”一 有关 的 域 中 的 那些 整数 一 一 它们 不 遵 
循 算术 基本 定理 ; 怎样 使 它们 适应 于 规律 和 秩序 呢 ? 

这 个 问题 的 解答 是 由 于 发 明了 适合 这 种 情形 的 -- 类 全 新 的 
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“ 数 ” 从 而 (按照 这 些 “ 数 ”自动 重建 了 算数 基本 定理 , 它 与 非 欧 几 
何 的 创造 并 列 为 十 九 世 纪 的 一 项 突出 的 科学 成 就 ， 并 且 在 有 史 以 
来 的 重大 科学 成 就 中 占有 很 高 的 地 位 。 新 “ 数 ” 一 一 所 谓 “ 理 想 数 ” 
一 一 的 创造 是 库 默 尔 在 1845 年 的 发 明 。 这 些 新 数 不 是 为 一 切 代 
数 数 域 构造 的 ， 而 是 只 为 那些 从 圆 的 分 割 中 产生 出 来 的 域 构造 
的 。 

库 默 尔 也 曾 挤 进 柯 西 陷 进去 的 那 张 网 ， 他 一 度 认为 他 证 明了 
费 马 的 “最 后 定理 ”然而 审阅 这 个 所 谓 证 明 的 狄 利克 雷 用 一 个 例 
子 指出 , 与 库 默 尔 想 象 的 假定 相反 , 算术 基本 定理 在 所 提 到 的 域 中 
并 不 成 立 。 库 默 尔 的 这 次 失败 是 在 数学 中 所 曾 发 生 过 的 最 幸运 的 
事情 之 一 。 犹 如 阿 贝 耳 在 一 般 五 次 方程 的 问题 上 一 开始 犯 的 错误 
一 样 , 库 默 尔 的 错误 使 他 转向 了 正确 的 道路 , 他 发 明了 他 的 “理想 
数 。” 

库 默 尔 、 克 罗 内 克 和 戴 德 金 在 他 们 的 代数 数 现代 理论 的 发 明 
中 ， 通 过 无 限 扩大 算术 的 领域 ， 以 及 把 代数 方程 纳入 数 的 范围 之 
内 ， 对 于 高 等 算术 和 代数 方程 理论 所 做 的 事情 ， 相 当 于 高 
斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 、 约 翰 , 鲍 耶 和 黎 曼 把 几何 从 欧 几 里 得 过 于 狭 
窗 的 组 织 的 束缚 中 解放 出 来 ,对 于 几何 所 做 的 事 。 正如 非 欧 几何 
的 发 明 者 们 为 几何 和 物理 科学 揭示 了 广阔 的 、 从 未 想到 过 的 视野 
一 样 ， 代 数 数理 论 的 创造 者 们 揭示 了 全 新 的 观点 ， 它 照 亮 了 整个 
算术 ， 使 方程 理论 、 代 数 曲线 和 曲面 的 系统 理论 ， 以 及 数 本 身 的 
真正 性 质 ， 在 一 些 极其 简单 的 公设 的 坚实 背景 的 映衬 下 ， 极 为 明 
显 。 

“理想 ”的 创造 一 一 戴 德 金 从 库 默 尔 的 “理想 数 ”这 一 绝妙 之 物 
中 得 到 的 灵感 一 一 不 仅 革新 了 算术 ， 而 且 也 革新 了 从 代数 方程 和 
代数 方程 组 理论 中 产生 的 全 部 代数 , 它 也 被 证 明 是 对 普 吕 克 尔 、 凯 
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菜 和 其 他 人 的 “ 枚 举 几 何 学 ”@ 的 内 部 意义 的 可 靠 线 索 ， 这 种 几何 

吸引 了 十 九 世 纪 几 何 学 家 们 的 很 大 一 部 分 能 量 ， 他 们 使 自己 忙于 
研究 曲线 和 井 面 的 网 的 交叉 。 最 后 ,如果 克 罗 内 克 友 对 维尔 斯 特 
拉 斯 的 分 析 的 蜡 端 那 说 (后 面 要 讲 到 )， 有 一 天 会 成 为 陈腐 的 正统 
观念 ,就 象 一 切 不 完全 癫狂 的 异端 迟早 会 成 为 正统 观念 一 样 , 那么 
我 们 熟悉 的 全 部 分 析 学 据 以 葛 定 其 基础 的 整数 1, 2，3，.…… 的 这 
些 革新 , 可 能 最 终 会 表明 分 析 的 扩展 , 毕 达 哥 拉 斯 的 推测 可 能 就 会 
面 对 “ 数 的 衍生 性 ， 这 是 毕 达 哥 拉 斯 在 他 的 整个 热 狂 的 哲学 中 从 
未 梦想 到 的 。 


克 罗 内 克 在 1845 年 他 二 .十 二 岁 时 ， 以 他 著名 的 论文 De 
Unitatibus Oomplexisy ( 论 复 可 道 元 素 ) 进入 了 代数 数 的 这 个 极 
其 困难 的 领域 。 他 讨论 的 那些 特殊 的 可 逆 元 素 , 是 在 高 斯 n 等 分 
圆周 的 问题 所 产生 的 代数 数 域 中 的 可 逆 元 素 。 由 于 这 项 工作 , 他 
获得 了 博士 学 位 。 

德国 大 学 过 去 有 一 一 可 能 仍然 有 一 一 一 个 与 取得 博士 学 位 有 
关 的 值得 称赞 的 习惯 :成 功 的 博士 生 道 义 上 必须 为 他 的 主考 人 举 
行 一 次 宴会 一 一 通常 是 有 啤酒 和 各 种 配 菜 的 长 时 间 喧 闹 的 宴会 ， 
在 这 样 的 庆祝 宴会 上 ， 有 时 部 分 乐趣 是 一 场 提出 荒 衣 的 问题 和 更 
匾 雇 的 答案 的 假 考 试 。 克 罗 内 克 实 际 上 邀请 了 全 体 教师 ,包括 院 
长 ， 他 后 来 宣称 ， 对 于 庆祝 他 获得 学 位 的 这 次 不 庄重 的 宴会 的 记 
忆 , 是 他 一 生 中 最 幸福 的 。 

至 少 在 一 个 方面 ， 克 罗 内 克 和 他 在 科学 上 的 对 头 维 尔 斯 特 拉 


外 在 这 个 学 科 中 的 一 个 问题 是 : 一 条 代数 曲线 上 可 能 有 图， 不 者 有 曲线 与 它 的 
切线 相交 的 地 方 ; 已 知 曲线 的 次 数 , 这 样 的 点 有 多 次 呢 ? 或 者 , 如 果 我 们 无 法 回答 这 个 
问题 , 那么 必须 成 立 什么 样 的 与 这 些 点 和 其 它 一 些 例外 的 点 相 联系 的 方程 呢 ? 对 于 井 
面 的 问题 是 类 似 的 。 


Po 
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斯 是 很 相 象 的 : 他 们 都 是 很 高 贵 的 绅士 , 就 连 那些 对 他 们 两 人 并 不 
特别 关心 的 人 也 承认 这 一 点 , 但 是 除 此 之 外 , 几乎 在 一 切 事情 上 他 
们 都 是 很 有 趣 地 不 相同 的 。 克 罗 内 克 事 业 的 项 点 是 他 对 维尔 斯 特 
拉 斯 的 长 期 的 数学 论战 , 在 这 场 论战 中 , 双方 既 没有 给 予 宽 恕 , 也 
没有 要 求 宽恕 。 一 方 是 天 生 的 代数 学 家 ， 另 一 方 一 心 追求 的 就 是 
分 析 。 维 尔 斯 特 拉 斯 高 大 、 散漫, 克 罗 内 克 结 实 矮 小 , 身高 不 超过 
五 英尺 , 但 是 很 匀称 壮实 。 维尔 斯 特 拉 斯 在 学 生 时 代 结 束 以 后 就 
放弃 了 他 的 击剑 ; 克 罗 内 克 一 直 是 一 个 熟练 的 体育 家 和 游泳 家 , 后 
期 还 是 很 好 的 登山 运动 家 。 

目睹 这 怪 不 相称 的 一 对 之 间 的 争吵 的 人 说 ， 在 那个 大 家 伙 被 
小 家 伙 的 顽固 惹 烦 了 的 时 候 , 他 就 站 在 那里 摇晃 着 身躯 , 就 象 一 条 
好 脾气 的 圣 伯 纳 狗 @ 想 要 摆脱 一 只 缠 着 他 的 苍蝇 ， 但 这 只 是 激 起 
他 的 迫害 者 对 他 更 机 敏 的 攻击 , 直到 维尔 斯 特 拉 斯 绝望 地 认输 , 组 
缓 走 开 , 克 罗 内 克 仍 然 紧 跟 着 他 , 令 人 恼火 地 讲 个 不 体 。 要 不 是 他 
们 的 科学 观点 不 同 , 这 两 个 人 本 该 是 好 朋友 , 两 人 都 是 伟大 的 数学 
家 ， 一 点 也 没有 自命 伟大 的 “大 人 物 ” 身 上 那 种 骄 气 十 足 的 情结 。 

克 罗 内 克 幸 运 地 有 一 个 从 事 银行 业务 的 、 富 有 的 筋 父 。 这 位 
舅父 还 掌管 着 很 大 的 农业 。 入 父 死 后 , 这 一 切 都 出 年 轻 的 克 罗 内 
克 经 手 管理 ， 那 是 这 位 初 露头 角 的 数学 家 在 二 十 二 岁 取得 了 学 位 
之 后 不 久 的 事 。 克 罗 内 克 把 从 1845 年 到 1853 年 的 八 年 时 间 用 在 
经 营地 产 和 经 营 商 业 上 ， 他 经 营 得 十 分 认真 ， 在 财务 上 获得 了 成 
功 。 为 了 有 效 地 管理 地 产 , 他 甚至 精通 了 农业 。 

1848 年 二 十 五 岁 时 ， 这 个 精力 旺盛 的 年 轻 企业 家 非常 精明 地 
爱 上 了 他 的 表妹 、 已 故 的 有 钱 田 父 的 女儿 范 妮 ' 普 劳 斯 尼 芯 尔 ， 并 


Q@ 圣 伯 纳 狗 皮毛 为 黄 褐 及 和 白色， 头 大 ， 性 聪敏 ,最初 为 圣 伯 纳 山 隘 的 簿 入 所 饲 
养 ， 用 以 寻 救 在 雪 中 迷失 之 旅客 。 一 一 译 者 
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与 她 结 了 婚 , 安定 下 来 建立 家 庭 。 他 们 有 六 个 子女 , 其 中 四 个 比 他 
们 的 父母 活 得 长 久 。 克 罗 内 克 的 婚 后 生活 是 理想 的 、 幸 福 的 。 他 
和 他 的 妻子 一 一 一 个 有 天 赋 的 、 可 爱 的 妇女 一 一 以 最 大 的 热心 培 
育 他 们 的 孩子 。 克 罗 内 克 的 妻子 在 他 自己 最 后 一 次 患 病 以 前 几 个 
月 去 世 , 她 的 去 世 给 了 他 致命 的 打击 。 

克 罗 内 克 在 经 商 的 八 年 期 间 , 没有 做 出 任何 数学 工作 。 但 是 
他 在 1853 年 发 表 的 一 篇 关于 方程 的 代数 解 的 论文 , 表明 他 没有 在 
数学 上 停滞 不 前 。 克 罗 内 克 作 为 一 个 企业 家 的 全 部 活动 中 ,一 直 
与 他 以 前 的 老师 库 默 尔 保持 着 活跃 的 科学 通信 , 他 在 1853 年 从 业 
务 中 摆脱 出 来 以 后 , 访问 了 巴黎 ,在 那里 结交 了 埃 尔 米 特 和 其 他 一 
些 第 一 流 的 法 国 数学 家 。 因此 当 境 涡 迫 使 他 去 经 商 时 ,他 并 没有 
中 断 与 科学 界 的 通信 联系 , 而 是 通过 以 数学 作为 业余 消遣, 而 不 是 
以 惠 斯 特 、 皮 纳 科 @，, 或 者 跳棋 作为 他 的 业余 消遣, 来 使 他 的 头脑 
保持 活跃 。 

1853 年 ， 当 克 罗 内 克 关 于 方程 的 代数 可 解 性 (问题 的 性 质 在 
关于 阿 贝 耳 和 伽 罗 瓦 的 两 章 中 讨论 过 ) 的 论文 发 表 时 , 只 有 很 少儿 
个 人 懂得 仰 罗 匹 方程 理论 。 克 罗 内 克 的 这 项 工作 , 表现 了 他 的 许 
多 最 好 的 工作 的 特点 。 克 罗 内 克 已 经 掌握 了 合 罗 瓦 理论 , 事实 上 ， 
他 也 许 是 当时 (十 九 世 纪 四 十 年 代 后 期 ) 唯 一 深入 洞察 了 仰 罗 瓦 思 
想 的 数学 家 ; 刘 维 尔 曾经 满足 于 对 这 个 理论 有 足够 的 见识 , 使 他 能 
够 聪明 地 编辑 一 些 合 罗 瓦 的 遗 稿 。 . 

克 罗 内 克 的 工作 的 一 个 显著 特点 , 是 它 理解 的 透彻 .全 面 。 在 
这 项 研究 中 , 也 象 在 代数 和 数论 的 其 它 研究 中 一 样 , 克 罗 内 克 拿 着 
他 的 前 辈 们 的 纯 金 , 象 个 得 到 灵感 的 宝石 匠 那 样 ,在 那 上 面 辛 辛 苦 


QD 囊 斯 特 是 一 种 四 人 玩 的 牌 戏 , 皮 纳 科 也 是 一 种 纸牌 戏 ， 是 桥牌 的 前 身 。- - - 
译 痢 
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音 地 工作 , 加 进 他 自己 的 美玉 ,用 这 块 贵 重 的 原料 作 贞 了 一 个 完美 
无 瑕 的 艺术 品 ， 上 面 带 有 他 个 人 的 艺术 特征 的 明显 色彩 。 他 喜爱 
“ 完美 的 东西 ;他 的 文章 中 经 常 有 几 页 展示 一 个 孤立 结果 的 全 面 发 
展 ， 以 及 它 的 全 部 内 在 含意 ， 但 是 不 用 明确 的 细节 去 塞 满 这 篇 论 《7? 
文 。 因而 就 连 他 的 最 短 的 文章 ， 也 向 他 的 后 继 者 们 提示 了 重要 的 
发 展 , 他 的 较 长 的 著作 是 美好 东西 的 取 之 不 尽 的 宝藏 。 
克 罗 内 克 在 他 的 大 部 分 著作 中 是 所 谓 的 “算术 学 家 ”。 他 的 目 
”的 是 使 简明 的 表示 公式 说 明 原 因 始 末 ， 并 自动 地 揭示 从 一 步 到 一 
s 步 的 行动 , 这 样 ,在 达到 顶点 时 , 便 可 能 回顾 一 下 整个 发 展 , 看 出 从 
前 提 得 出 的 结论 是 明显 地 不 可 避免 的 。 细 节 和 附带 的 有 用 东西 都 
被 无 情 地 删 去 了 ， 只 有 论点 的 主干 极其 有 力 而 简单 明了 地 突出 出 
来 。 简 而 言 之 , 克 罗 内 克 是 一 个 艺术 家 , 他 用 数学 公式 作为 他 的 工 
具 。 
在 区 罗 内 克 关 于 伯 罗 瓦 理论 的 著作 出 版 以 后 ， 这 一 学 科 从 只 
为 几 个 人 私人 所 有 , 变 成 了 全 体 代数 学 家 的 公共 财富 , 克 罗 内 克 非 
常 艺术 地 做 了 他 的 工作 ， 以 致 方程 理论 的 下 一 个 阶段 一 一 现在 流 
行 的 用 公设 阐述 这 一 理论 及 其 外 延 一 一 能 够 上 溯 到 他 。 他 在 代数 
方面 的 目的 , 就 象 维尔 斯 特 拉 斯 在 分 析 方 面 的 目的 一 样 , 是 要 找 出 
到 达 他 的 问题 中 心 的 “天 然 ” 方 法 一 一 这 是 一 个 直观 和 爱好 的 问 
题 , 而 不 是 科学 定义 的 问题 。 
同样 的 艺术 技巧 和 统一 的 倾向 ， 出 现在 他 的 另 一 篇 最 驰名 的 
文章 < 关于 一 般 五 次 方程 的 解 2 中， 这 篇 文章 最 初 发 表 于 1858 年 ， 
在 他 的 选集 中 只 占 两 页 的 篇 幅 。 我 们 想起 埃 尔 米 特 同年 利用 椭圆 
〈 模 ) 函 数 给 了 第 一 个 解答 。 克 罗 内 克 通 过 把 伽 罗 瓦 的 思想 用 于 这 
个 问题 , 得 出 了 埃 尔 米 特 的 解答 一 一 或 者 实际 上 是 同样 的 东西 , 从 
而 使 这 个 奇迹 显得 更 “自然 。 克 罗 内 克 有 五 年 把 大 部 分 时 间 都 花 
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在 另外 一 篇 也 是 很 短 的 文章 上 , 他 在 1861 年 的 这 篇 文章 中 又 回 到 
了 这 一 论题 ,寻找 一 般 五 次 方程 为 什么 可 以 用 所 用 的 方法 求解 , 这 
样 就 迈 出 了 超过 阿 贝 了 丁 的 一 步 ， 阿 贝 耳 解决 了 “用 根 式 ” 的 可 解 性 * 
问题 。 

克 罗 内 克 的 许多 工作 有 明显 的 算术 色彩 ,要么 是 有 理 算术 的 ， 
要 么 是 代数 数 的 更 广泛 的 算术 的 。 确实 , 如 果 他 的 数学 活动 有 任 
何 线索 可 循 ， 那 可 以 说 是 他 把 全 部 数学 从 代数 到 分 析 都 算术 化 的 
愿望 , 这 种 愿望 也 许 是 下 意识 的 。“ 上 帝 造 了 整数 ,他 说 ,“ 所 有 其 
余 的 数 都 是 人 造 的 ." 克 罗 内 克 要 求 用 有 限 的 算术 来 代替 分 析 ，j 久 
一 要 求 是 他 与 维尔 斯 特 拉 斯 分 歧 的 根源 。 普 遍 算 术 化 对 于 现代 数 
学 的 繁荣 也 许 是 一 个 太 狭窄 的 理想 ， 但 是 至 少 它 有 上 比 在 其 它 一 些 
理想 中 所 能 找到 的 更 加 明晰 这 个 优点 。 

几何 学 从 来 没有 认真 地 吸引 过 过 罗 内 克 。 当 克 罗 内 克 做 出 他 
的 大 部 分 工作 时 , 专门 化 已 大 大 发 展 了 , 也 许 任何 人 都 不 可 能 既 做 
出 克 罗 内 克 作为 代数 学 家 所 做 的 ， 和 在 他 自己 的 特殊 类 型 的 分 析 
中 所 做 的 那 种 深入 完美 的 工作 ， 而 同时 又 在 其 它 的 领域 中 完成 任 
何 有 重要 意义 的 东西 。 专 门 化 经 常 受到 攻击 , 但 是 它 有 它 的 优点 。 

克 罗 内 克 的 很 多 学 术 发 现 的 一 个 明显 特点 ， 是 用 他 特有 的 方 
式 , 把 他 最 感 兴趣 的 三 个 部 分 一 一 数论 .方程 理论 和 椭圆 函数 一 
编织 成 一 个 美丽 的 模式 , 在 这 个 模式 中 , 意料 不 到 的 对 称 性 随 着 设 
计 的 发 展 被 揭示 出 来 ， 许 多 细节 出 乎 意料 地 酷似 其 它 一 些 不 相干 
的 东西 。 他 用 来 工作 的 每 一 个 工具 , 都 似乎 是 命运 为 其 它 工具 的 
更 有 效 的 作用 而 设计 的 。 克 罗 内 克 不 满足 于 把 这 个 神秘 的 统一 仅 
仅 作为 一 种 神秘 的 东西 接受 下 来 ， 他 寻找 并 在 高 斯 的 双 二 次 型 理 


” 论 中 找到 了 它 的 基本 结构 ， 高 斯 理论 中 的 主要 问题 是 研究 两 个 未 


知 量 的 二 次 不 定 方程 的 整数 解 。 
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克 罗 内 克 在 代数 理论 中 的 伟大 工作 不 是 这 个 模式 的 一 部 分 。 
他 在 另 一 方面 也 偶然 离开 他 的 主要 兴趣 , 按照 当时 的 时 尚 , 从 事 数 
学 物理 中 一 些 问题 (在 象 牛顿 的 万 有 引力 那样 的 引力 理论 中 ) 的 纯 
数学 方面 的 研究 。 他 在 这 个 领域 中 的 贡献 与 其 说 是 对 物理 有 重大 
影响 ,不 如 说 是 对 数学 有 重大 影响 。 


克 罗 内 克 直 到 他 一 生 的 最 后 十 年 ， 一 直 是 不 对 任何 雇主 承担 
义务 的 自由 人 。 然 而 当 他 利用 他 作为 柏林 科 堂 院 院 士 的 入 利 在 柏 
林 大 学 讲课 时 , 他 自愿 承担 了 科学 职责 , 而 没有 接受 报酬 。 从 1861 
年 到 1883 年 ， 他 在 大 学 指导 本 科 课 程 ， 主 要 是 在 必要 的 引言 之 后 
讲 他 自己 的 研究 结果 。 1883 年 ， 当 时 在 柏林 大 学 的 库 默 尔 退 休 
了 , 克 罗 内 克 接 替 他 过 去 的 老师 担任 普通 教授 。 在 他 一 生 的 这 个 
阶段 , 他 作 了 多 次 旅行 , 是 经 常 出 席 在 英国 、 法 国 和 斯 堪 的 纳 维 亚 
半岛 举行 的 科学 会 议 的 受 欢 迎 的 参加 者 。 z 

克 罗 内 克 在 他 担任 数学 讲师 的 整个 生涯 中 ， 与 维尔 斯 特 拉 斯 
和 其 他 一 些 知名 人 士 竞争 , 这 些 人 的 科目 比 他 自己 的 更 受 欢 迎 。 代 
数 和 数论 从 来 没有 象 几何 和 分 析 学 那样 受到 广泛 的 听众 的 注意 ， 
也 许 是 因为 几何 和 分 析 与 物理 科学 的 联系 更 为 明显 。 

克 罗 内 克 好 脾气 地 对 待 他 那 高 贵 的 孤立 ， 甚 至 怀 着 某 种 满意 
的 心情 。 他 的 美妙 清晰 的 引言 , 哄 得 他 的 听众 相信 这 些 演讲 后 面 
的 课程 是 容易 学 的 。 随 着 课程 的 进展 , 这 种 信念 很 快 就 化 为 泡影 ， 
乃至 三 个 课时 之 后 , 除了 几 个 忠实 奖 强 的 学 生 以 外 , 其 他 人 都 悄悄 
地 汶 走 了 一 一 许多 人 去 听 维 尔 斯 特 拉 斯 的 课 。 克 罗 内 克 高 兴 了 。 
他 开玩笑 说 , 在 教室 的 前 几 排 椅子 后 面 , 可 以 拉 上 一 道 帘子 , 使 讲 
课 的 人 与 听讲 的 人 更 加 亲密 无 间 。 他 保持 的 不 多 的 几 个 学 生 忠 实 
地 追随 着 他 ， 他 们 陪 他 一 起 步行 回 家 ， 一 路 上 继续 在 教室 里 的 讨 
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论 , 经常 给 柏林 拥挤 的 人 行道 增加 一 幅 有 恶 的 景象 : 一 个 兴奋 的 小 
个 子 用 他 的 整个 身 饭 -一 特别 是 他 的 手 一 一 向 堵塞 了 交通 的 一 群 
着 迷 的 学 生 讲 着 什么 。 他 的 住处 总 是 向 他 的 学 生 们 敬 开 的 , 因为 
克 罗 内 克 真 正 喜 爱人 们 ， 他 的 惊 慨 好 客 是 他 生活 中 最 大 的 满足 之 
一 。 他 的 几 个 学 生成 了 优秀 的 数学 家 , 但 是 他 的 “学 校 ” 是 整个 世 
界 , 他 没有 作 任 何 努 力 去 人 为 地 得 到 大 批 追随 者 。 

最 后 一 点 是 克 罗 内 克 自 己 最 惊人 的 独立 工作 的 特点 。 在 对 分 
析 的 完善 确信 不 疑 的 气氛 中 ， 克 罗 内 克 扮 演 了 哲学 怀疑 者 的 不 受 
欢迎 的 角色 。 没 有 多 少 大 数学 家 认真 地 对 待 哲 学 ; 事实 上 , 大 多 数 
人 似乎 厌恶 哲学 思考 , 对 于 任何 影响 到 他 们 工作 的 完善 的 认识论 
上 的 怀疑 ,他们 一 向 不 注意 或 不 耐烦 地 不 予 理 乃 。 

克 罗 内 克 的 情形 就 不 同 了 。 他 的 工作 最 具 独 创 性 的 部 分 是 他 
的 哲学 倾向 的 自然 结果 ,在 这 方面 的 工作 中 他 是 真正 的 先驱 者 。 他 
的 父亲 、 维 尔 纳 、 库 默 尔 , 以 及 他 自己 对 于 哲学 著作 的 广泛 阅读 ,在 
以 批判 的 观点 对 待 全 部 人 类 知识 方面 影响 了 他 。 当 他 从 这 种 怀疑 
的 观点 审视 数学 时 ， 他 没有 因为 它 恰好 是 他 自己 特别 感 兴趣 的 领 
域 就 放 过 它 , 而 是 给 它 注入 尖 刻 的 有益 的 怀疑 主义 。 虽 然 这 种 怀 
疑 主义 只 有 很 少 一 点 儿 印 了 出 来 ， 但 它 使 他 的 一 些 同 代 人 极为 烦 
恼 , 而 它 留 传 了 下 来 。 这 位 怀疑 者 没有 对 活着 的 人 讲述 他 的 观点 ， 
而 是 如 他 所 说 ,“ 对 那些 在 我 之 后 的 人 ” 讲 。 今天 这 些 后 继 者 已 经 
出 现 了 ， 由 于 他 们 的 协同 努力 一 一 虽然 他 们 常常 只 是 在 互相 反 联 
上 成 功 一 一 我 们 正 开始 更 清楚 地 看 透 数 学 的 性 质 和 意义 。 

维尔 斯 特 拉 斯 (第 二 十 二 章 ) 会 在 他 把 无 理 数 定义 为 有 理 数 的 
无 限 序列 的 概念 上 , 建造 数学 分 析 。 克 罗 内 克 不 仅 和 维尔 斯 特 拉 
斯 争论 ; 他 还 要 废弃 欧 多 克 斯 。 对 于 他 , 就 象 对 于 毕 达 哥 拉 斯 , 只 
有 上 帝 赋予 的 整数 1，2, 3,……“ 存 在 ”” 所 有 其 余 的 数 都 是 人 类 








欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 五 章 ”怀疑 者 559 


想 要 作出 比 这 位 创造 者 更 好 的 东西 的 无 效 尝试 。 另 一 方面 , 维尔 
斯 特 拉 斯 相信 ， 他 终于 使 2 的 平方 根 象 2 本身 一 样 可 以 理解 并 安 
全 地 运用 ; 克 罗 内 克 否 认 2 的 平方 根 存在 ， 他 断言 不 可 能 一 致 地 


推论 维尔 斯 特 拉 斯 对 这 个 根 或 任何 其 他 无 理 数 的 构 迁 ， 或 和 他 讲 . 


理 。 不 论 是 克 罗 内 克 的 年 长 的 同事 们 , 还 是 他 对 他 们 讲话 的 年 轻 的 
同事 们 , 都 没有 对 他 的 革命 性 思想 表示 很 热情 的 欢迎 。 

维尔 斯 特 拉 斯 本 人 似乎 感到 很 不 自在 ; 他 确实 受到 了 伤害 。 他 
的 强烈 的 感情 多 半 是 在 一 句 象 一 首 赋 格 曲 似 的 巨大 的 德 文句 子 @ 
中 发 泄 出 来 的 , 几乎 不 可 能 用 英文 保持 这 个 句子 的 原样 。“ 但 是 最 
糟 的 是 ,” 他 抱怨 道 “ 克 罗 内 克利 用 他 的 权威 宣告 ， 所 有 那些 直到 
现在 为 止 努力 建立 函数 理论 的 人 , 在 上 帝 面 前 都 是 罪人 。 当 一 个 
象 克 里 斯 托 费 尔 [他 的 多 少 被 忽视 了 的 工作 ， 在 他 去 世 多 年 以 后 ， 
当 我 们 今天 在 相对 论 数 学 中 耕 耕 微分 几何 时 ， 成 了 微分 此 何 中 的 
一 个 重要 工具 。] 那样 异想天开 的 怪人 说 , 在 二 、 三 十 年 之 内 , 目前 
的 函数 理论 将 被 埋 昔 , 全 部 分 析 学 将 归属 于 形式 理论 , 我 们 只 能 从 
管 肩膀 作为 回答 。 但 是 当 克 罗 内 克 发 表 下 面 这 种 我 将 逐 字 逐 句 重 
复 的 判断 时 : “如 果 给 我 时 间 和 力量 , 我 自己 将 向 数学 界 表明 , 不 仅 
几何 , 而 且 算 术 也 能 给 分 析 指 出 道路 , 并 且 肯 定 是 一 条 更 精确 的 道 
路 。 如 果 我 不 能 亲自 做 到 它 , 那些 在 我 之 后 的 人 会 做 到 ……, 他 们 
会 看 出 所 有 那些 目前 对 所 谓 的 分 析 行 得 通 的 结论 的 错误 一 一 一 
个 我 对 他 在 数学 研究 中 的 杰出 才能 和 卓越 成 就 ， 象 他 所 有 的 同事 
们 一 样 真 诚 地 和 高 兴 地 钦佩 的 人 , 作出 这 样 一 个 判断 , 不 仅 侮辱 了 
那些 他 尽 求 他 们 承认 这 一 错误 ， 并 发 拆 放 弃 构 成 了 他 们 的 思想 客 
体 和 不 铺 努 力 的 东西 之 本 质 的 人 们 ， 而 且 它 也 是 对 年 轻 -- 代 的 直 
接 呼吁 , 要 他 们 抛弃 他 们 目前 的 领袖 , 作为 一 个 一 定 要 建立 的 新 体 
@ 在 1885 年 给 索 妮 二 . 科 瓦 列 大 斯 基 的 信 中 。 
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系 的 门徒 , 纠集 在 他 周围 。 这 真正 是 可 悲 的 , 看见 一 个 其 光荣 没有 


甫 间 的 人 ， 竞 会 让 他 自己 被 他 自身 价值 的 正当 感情 驱使 着 说 出 这 
些 话 , 使 我 心里 充满 了 苦涩 的 悲伤 , 而 他 似乎 没有 看 出 这 些 话 对 其 
他 人 的 有 害 的 影响 。 

:但 是 这 些 事 说 得 够 多 了 , 我 提 到 它们 只 是 要 向 你 说 明 ， 即 使 
我 的 健康 状况 还 能 允许 我 继续 再 教 几 年 书 ， 我 为 什么 不 能 再 享受 
我 习惯 于 在 我 的 数学 中 享受 的 乐趣 。 但 是 你 一 定 不 要 讲 到 它 ; 我 
不 愿意 其 他 人 , 那些 不 象 你 那样 了 解 我 的 人 , 从 我 的 话 中 看 到 事实 
上 于 我 无 关 的 情感 的 去 露 。” 

当 维 尔 斯 特 拉 斯 写 这 些 话 时 ， 他 已 七 十 岁 了 ， 身 体 状况 很 不 


好 。 要 是 他 能 活 到 今天 ,他 可 能 就 会 看 到 他 自己 的 伟大 体系 仍然 ， 


象 天 下 闻名 的 长 青 的 月 桂 树 一 样 绚烂 。 克 罗 内 克 的 怀疑 , 大 大 和 刺 
激 了 对 全 部 数学 基础 的 批判 性 的 重新 检查 ， 但 是 它们 没有 毁 掉 分 
析 。 它们 进行 得 更 深入 , 如 果 任 何 有 深远 意义 的 东西 要 被 一些 更 
坚固 的 .但 还 是 未 知 的 东西 代替 , 那么 看 来 很 可 能 克 罗 内 克 自 己 的 
工作 有 相当 一 部 分 也 会 被 代替 , 因为 他 所 预见 到 的 批判 性 的 攻击 ， 
揭露 了 在 他 -- 点 没有 怀疑 的 地 方 的 弱点 。 时 间 会 遇 弄 我 们 大 家 。 
我 们 的 唯一 安奈 是 更 伟大 的 人 们 会 在 我 们 之 后 出 更。 

克 罗 内 克 的 同 代 人 称 他 对 分 析 的 破坏 性 攻击 为 “革命 ” 它 将 
驱逐 数学 中 的 一 切 ， 只 留 下 正 整 数 。 几何 学 自 笛 卡 儿 以 来 主要 是 
把 分 析 应 用 于 实数 (相应 于 在 给 定 的 直线 上 , 从 线 上 的 一 个 固定 点 
量 起 的 距离 的 “ 数 ”) 的 有 序 的 数 对 、 三 重 数 …-; 因此 它 也 落 在 克 
罗 内 克 的 方案 的 支配 下 , 象 负 正 数 那样 熟悉 的 概念 ! 例如 一 2, 也 不 
会 在 克 罗 内 克 预 言 的 数学 中 出 现 , 通常 的 分 数 也 不 会 出 现 。 

正如 维尔 斯 特 拉 斯 指出 的 ， 克 罗 内 克 特 别 不 喜欢 无 理 数 。 讲 
到 ?一 2=0 有 一 个 根 是 没有 意义 的 , 除非 它们 能 够 有 一 个 用 来 代 


fy 
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替 遭 到 反对 的 东西 的 确定 方案 做 后 盾 。 

克 罗 内 克 实 际 上 提出 了 这 个 方案 , 至 少 是 大 纲 , 他 指出 整个 代 
数 和 数论 , 包括 代数 数 , 如 何 能 根据 他 的 要 求 重新 构造 出 来 。 例 如 
为 了 去 掉 /二 工 ,我 们 只 需要 暂时 用 一 个 字母 ,例如 翁 代替 它 ， 并 
考虑 $ 和 其 他 字母 例如 2 2 2 的 多 项 式 。 然 后 我 们 就 象 在 
初等 代数 中 那样 , 对 这 些 多 项 式 进行 运算 , 象 对 待 任何 其 他 字母 那 
样 对 待 多 直 到 最 后 一 步 , 当 每 一 个 多 项 式 都 用 馈 二 1 去 除 时 , 把 余 
项 以 外 的 一 切 都 扔 掉 。 任何 记得 一 点 儿 初 等 代数 的 人 , 可 以 很 容 
易 地 使 自己 确信 ， 这 导致 了 教科 书 中 神秘 地 命 错 了 名 的 “虚数 的 
全 部 熟悉 的 性 质 。 用 同样 的 方式 , 负数 和 分 数 以 及 一 切 代数 数 ( 正 
有 理 整 数 除 外 ) 都 从 数学 中 排除 掉 一 一 如 果 需 要 的 话 一 一 , 只 留 下 
幸运 的 正 整 数 。 扔 掉 v 一 1 的 妙 想 可 以 追溯 到 18 和 纪年 柯 西 的 想 
法 。 这 是 克 罗 内 克 的 方案 的 根源 。 

那些 不 喜欢 克 罗 内 克 的 “革命 "的 人 称 它 是 育 动 ， 它 与 有 秩序 
的 革命 相 比 ， 更 象 醉酒 后 的 喧闹 。 然而 近年 来 在 整个 数学 中 导致 
了 两 个 建设 性 的 批评 运动 ， 要 求 对 于 任何 其 “存在 ”被 指出 了 的 
“ 数 ” 或 其 它 数 学 的 “实体 ”, 提供 有 限 步 的 构造 方法 , 或 证 明 这 是 可 
能 的 ; 以 及 从 数学 中 排斥 掉 一 切 不 能 用 有 限 数目 的 语词 明确 说 明 
的 定义 。 对 这 些 要 求 的 坚持 , 已 经 为 酒 清 我 们 对 数学 性 质 的 概念 
做 了 许多 工作 , 但 是 仍然 有 大 量 事情 有 待人 们 去 做 。 由 于 这 项 工 
作 仍 在 进展 之 中 , 我 们 暂时 不 对 它 作 进一步 的 考虑 , 直到 我 们 讲 到 
康 托 尔 , 那 时 有 可 能 举 一 些 例子 , 再 来 考虑 它 。 

克 罗 内 克 与 维尔 斯 特 拉 斯 的 争论 ， 不 应 该 留 下 一 个 使 人 不 愉 
快 的 印象 , 而 如 果 我 们 无 视 克 罗 内 克 慷 慨 的 一 生 , 则 可 能 会 留 下 那 
样 的 印象 。 克 罗 内 克 并 不 想 伤害 他 这 位 善良 的 老 前 辈 ; 他 只 是 在 
纯 数 学 的 争论 激烈 的 时 候 信口开河 ; 维尔 斯 特 拉 斯 在 兴致 好 的 时 
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候 , 对 浆 个 攻击 一 笑 置 之 , 他 是 会 这 样 做 的 , 他 清楚 地 知道 , 正 象 他 
作出 了 比 欧 多 克 斯 作 的 更 好 的 东西 一 样 ， 他 的 后 辈 们 也 可 能 会 做 
出 比 他 作 的 更 好 的 东西 。 要 是 克 罗 内 克 再 高 上 六 ,七 英寸 , 或 许 他 
就 不 会 觉得 非 要 大 吵 大 六 地 过 分 强调 他 反对 分 析 学 不 可 了 。 整 个 
舌战 的 大 部 分 内 容 ， 听 起 来 就 象 过 分 纠正 一 个 没有 道理 的 自 掉 情 
结 那 样 可 疑 。 

庞 加 莱 总 结 了 许多 数学 家 对 克 罗 内 克 的 “革命 > 的 反应 ， 他 说 
克 罗 内 克 所 以 能 做 出 这 么 多 优秀 的 数学 工作 ， 是 因为 他 常常 忘记 
了 他 自己 的 数学 哲学 。 象 许多 警句 一 样 , 这 一 句 也 算 不 上 什么 机 
智 的 俏皮 话 。 

克 罗 内 克 1891 年 12 月 20 日 因 患 支气管 炎 去 世 , 终 年 六 十 九 
岁 。 
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第 二 十 六 章 真诚 的 心灵 
黎 曼 


一 个 象 黎 曼 这 样 的 几何 学 者 几乎 可 以 484 
见 到 现实 世界 的 更 重要 的 特征 。 
一 一 A.S. 埃 丁 顿 
虽说 科 甚 里 坷 只 写 了 很 少 -点 最 优秀 的 诗 ， 但 是 这 很 少 的 - 
点 应 该 用 金子 来 装订 。 对 伯 恩 哈 德 . 黎 曼 也 有 同样 的 说 法 , 他 过 于 
短促 的 壮年 时 期 的 全 部 数学 成 果 只 有 八 开本 的 一 卷 。 也 可 以 这 样 
确切 地 说 到 黎 曼 : 他 对 接触 到 的 一 切 东西 都 作 了 一 定 程度 的 革新 。 
黎 曼 是 现代 最 具 独 创 能 力 的 数学 家 之 一, 他 不 幸 生来 体质 很 弱 , 在 
收获 了 他 多 产 的 头脑 中 十 分 之 一 的 金色 收成 之 前 就 去 世 了 。 要 是 
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也 就 不 至 于 至 今 还 在 等 待 他 的 后 继 者 了 。 

格 奥 尔格 . 弗 里 德里 希 . 伯 恩 险 德 . 黎 曼 是 一 位 路 德 派 收 师 的 
儿子 , 是 六 个 孩子 中 的 第 二 个 (两 个 男孩 , 四 个 女孩 ), 他 于 1826 年 
9 月 日 出 生 在 德国 汉诺威 的 一 个 叫 布雷 斯 伦 贡 的 小 村 庄 。 他 
的 父亲 在 拿破仑 战争 中 打 过 仗 ， 在 安定 下 来 过 一 种 不 那么 粗野 的 
生活 时 ， 与 一 位 法 庭 评议 员 的 女儿 夏 洛 特 . 埃 贝尔 结 了 婚 。1836 
年 的 汉诺威 并 不 完全 是 繁荣 的 ， 一 个 要 操心 妻子 和 六 个 孩子 衣食 
的 低微 的 乡村 牧师 的 境况 , 远 不 是 富裕 的 。 据 一 些 传记 作家 显然 
是 公正 的 断定 , 黎 曼 一 家 大 多 数 孩子 的 体质 脆弱 和 早 逝 ,是 他 们 小 
时 候 营养 不 良 的 结果 , 而 不 是 由 于 缺乏 耐力 。 母亲 也 在 她 的 孩子 
们 长 大 成 人 以 前 就 去 世 了 。 

尽管 贫穷 , 家庭 生活 是 幸福 的 , 黎 曼 总 是 对 他 全 体 可 爱 的 家 人 
保持 着 最 热烈 的 爱 , 当 他 离开 家 的 时 候 就 总 是 怀 着 最 热烈 的 思念 。 
他 从 幼年 起 就 是 一 个 胆 小 、 缺 乏 自信 的 人 , 害怕 在 公开 场合 讲话 和 
引起 人 们 对 他 的 注意 。 在 后 来 的 生活 中 , 这 种 顽固 的 胆 忆 是 一 个 
非常 严重 的 缺陷 , 给 他 造成 了 非常 苦恼 的 不 幸 , 一 直到 他 通过 刻苦 
准备 他 可 能 要 作 的 每 一 次 公开 讲话 , 克服 了 这 种 胆 丑 为 止 。 黎 曼 
童年 和 成 年 初期 的 动人 的 咕 腹 ,使 得 凡是 见 到 他 的 人 都 很 喜欢 他 , 
这 与 他 成 熟 的 科学 思想 的 无 情 大 胆 , 适 成 鲜明 的 对 照 。 他 在 自己 
的 创造 的 世界 里 是 至 高 无 上 的 , 他 知道 他 的 超群 的 力量 , 不 害怕 任 
何人 , 不 管 是 实在 的 人 还 是 想象 中 的 人 。 

当 黎 曼 还 是 婴儿 时 , 他 的 父亲 被 派 到 克 维 克 博 恩 担 任 牧师 。 年 
幼 的 黎 曼 在 克 维 克 博 恩 从 他 父亲 那里 接受 了 启蒙 教育 ， 他 的 父亲 
看 来 是 一 个 极 好 的 教师 。 从 第 一 课 起 , 伯 恩 哈 德 就 显示 出 对 知识 
的 抑止 不 住 的 泥 望 。 他 最 星 感 兴趣 的 是 历史 , 特别 是 波兰 富 于 浪 
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漫 色彩 的 悲剧 的 历史 。 在 五 岁 的 时 候 , 伯 思 哈 德 总 是 缠 住 他 的 父 
类 讲 不 幸 的 波兰 ， 而 且 要 求 反复 讲述 那个 英雄 的 国家 为 自由 进行 
英勇 (在 那 时 有 一 点 儿 愚昧 ) 斗 争 的 传说 , 并 用 已 故 的 伍德 罗 威 尔 
逊 有 趣 的 ` 耐 人 寻味 的 话 “ 民 族 自决 。 

他 在 大 约 六 岁 时 开始 学 算术 ， 算 术 给 这 个 敏感 的 孩子 提供 了 
一 些 不 太 困 难 的 东西 去 细 想 。 他 天 生 的 数学 才能 现在 表现 了 出 
来 。 伯 恩 哈 德 不 仅 解决 了 所 有 推 给 他 的 问题 ， 而 且 发 明了 更 困难 
的 题目 去 惹恼 他 的 兄弟 姊妹 。 在 数学 二 的 创造 冲动 已 经 支配 了 这 
孩子 的 头脑 。 在 十 岁 时 ， 他 从 一 个 叫 舒 尔 茨 的 专职 教师 那里 学 习 
高 等 算术 和 几何 , 每 尔 芯 是 一 个 很 好 的 教师 , 他 很 快 就 发 现 他 自己 
得 跟着 他 的 学 生 走 , 这 孩子 常常 有 比 他 更 好 的 解 题 方 法 。 

十 四 岁 时 , 黎 曼 去 汉诺威 和 他 的 祖母 住 在 一 起 ,在 那里 他 进 了 
他 的 第 一 所 中 等 学 校 ， 上 三 年 级 。 这 时 他 经 历 了 第 一 次 不 可 抗拒 
的 孤独 。 他 的 盖 侍 使 他 成 了 同学 们 的 笑料 ， 他 只 能 自己 娱乐 。 他 
的 功课 在 短暂 的 退步 以 后 , 一 直 非 常 出 色 , 但 是 这 并 没有 给 他 什么 
安奈, 他 唯一 的 里 厌 是 尽量 用 零花 钱 买 一 些小 礼物 ,在 父母 和 兄弟 
姐妹 过 生日 的 时 候 送 给 他 们 。 他 送 给 父母 的 一 件 礼 物 是 他 发 明 并 
自己 动手 做 的 一 个 别出心裁 的 万 年 历 ， 这 使 他 的 不 轻易 相信 人 的 
同学 们 大 为 吃惊 。 两 年 后 , 祖母 去 世 , 黎 曼 转 学 到 吕 讷 堡 的 中 学 ， 
在 那里 , 他 一 直 学 习 到 他 十 九 岁 , 作 好 了 进 客 丁 根 大 学 的 准备 。 在 
吕 讷 堡 , 黎 曼 可 以 步行 回 家 , 他 充分 利用 一 切 机 会 逃 回 到 家 庭 的 温 
暧 中 。 他 接受 中 等 教育 的 这 儿 年 是 他 -- A 当时 
他 的 健康 状况 还 算 好 。 

在 学 校 和 克 维 克 博 恩 之 间 的 往返 步行 , 加 重 了 他 的 体力 负担 ， 
但 是 尽管 他 母亲 为 他 可 能 会 过 于 劳累 而 担忧 ， 他 为 了 能 尽 可 能 地 
经 常 和 复 人 团聚 , 仍然 继续 这 样 奔波 。 
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还 在 中 学 时 , 黎 曼 就 因为 渴望 尽善尽美 而 受到 损害 , 这 后 米 推 
迟 了 他 的 科学 论著 的 发 表 。 这 个 缺点 一 一 如 果 它 是 缺点 的 话 一 一 
给 他 的 写作 练习 造成 很 大 困难 ， 一 开始 使 人 怀疑 他 是 否 能 “通过 ” 
考试 。 但 就 是 这 同样 的 特点 ， 后 来 使 他 写 出 了 他 的 两 篇 精美 绝伦 
的 杰作 ， 其 中 的 一 篇 就 连 高 斯 也 公开 承认 是 完美 的 。 当 希 伯 来 语 
教师 赛 费 尔 让 年 轻 的 黎 曼 到 他 家 里 寄宿 , 解除 了 他 的 困难 时 , 情况 
就 大 为 改观 了 。 

他 们 两 人 在 一 起 学 习 希 伯 来 语 , 黎 曼 经 常 举 一 反 三 , 因为 这 个 
未 来 的 数学 家 那 时 已 经 准备 好 了 要 满足 他 父亲 的 愿望 ， 作 一 个 伟 
大 的 传教 士 一 一 好 象 黎 曼 以 他 那 种 难于 开口 的 盖 恢 ， 还 能 在 布道 
坛 上 贡 着 讲台 , 大 讲 地 狱 和 罚 入 地 狱 或 者 赎罪 和 进 天 堂 似 的 。 黎 
曼 本 人 倾心 于 处 诚 的 境界 , 虽然 他 连 见习 布道 也 从 未 做 过 , 但 他 确 
实 运用 过 他 的 数学 才能 , 以 斯 宾 诺 落 的 方式 , 试图 证 明 k 创 世纪 > 的 
真实 性 。 年 轻 的 黎 曼 没有 因为 失败 而 气 刨 , 他 坚持 他 的 信仰 , 终生 
都 是 一 个 真诚 的 基督 教徒 。 正 如 他 的 传记 作者 ( 戴 德 金 ) 所 说 , “他 
虔诚 地 避免 打扰 其 他 人 的 信仰 ; 对 他 来 说 , 宗教 上 主要 的 事情 是 每 
天 的 自我 反省 。” 到 黎 曼 在 中 学 的 课程 结束 时 ， 甚 至 他 也 清楚 地 认 
识 到 , 击溃 魔鬼 的 大 本 营 对 他 毫 无 用 处 , 但 是 可 能 在 征服 自然 上 对 
他 大 有 好 处 , 因此 就 象 在 布尔 和 库 默 尔 的 情形 那样 , 又 一 次 烙印 没 
有 打上 去 。 

中 等 学 校 校长 施 马尔 富 斯 注意 到 黎 曼 的 数学 才能 ， 让 这 和 孩子 
随意 使 用 他 的 图 书馆 , 并 允许 他 不 上 数学 课 。 这 样 , 黎 曼 发 现 了 他 
对 数学 的 天 生 的 才能 , 但 是 他 没有 立即 了 解 到 他 的 能 力 的 大 小 , 这 
足以 说 明 他 那 到 了 荒唐 程度 的 近乎 病态 的 谦虚 的 特点 。 

施 马尔 富 斯 建议 黎 曼 借 一 本 数学 书 回去 自学 。 黎 曼 说 要 是 那 
本 书 不 是 太 容易 的 话 , 那 是 很 好 的 , 在 施 马尔 富 斯 的 推荐 下 , 黎 曼 
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借 走 了 勒 让 德 的 < 数论 >。 这 只 是 一 本 八 百 五 十 九 页 的 、 大 四 开本 
的 没有 什么 价值 的 书 , 事实 上 , 大 部 分 内 容 都 是 令 人 扫兴 的 很 相近 
的 推理 。 六 天 以 后 ， 黎 曼 送 回 了 这 本 书 。 施 马尔 富 斯 问 他 :“ 你 读 
了 多 少 ? 黎 曼 没有 直接 回答 , 而 是 表示 他 欣赏 勒 让 德 的 名 著 。“ 那 





当然 是 一 本 了 不 起 的 书 ， 我 已 经 掌握 了 它 。 事实 上 他 确实 掌握 了 


它 。 过 了 一 些 时 候 , 在 考 他 时 他 回答 得 很 全 面 , 尽管 他 已 经 好 几 个 
月 不 看 这 本 书 了 。 

这 无 疑 是 黎 曼 对 素数 之 光 感 兴趣 的 开始 。 勒 让 德 有 一 个 用 来 
估计 小 于 任意 给 定数 的 素数 的 近似 数目 的 经 验 公式 ; 黎 曼 的 一 篇 
最 深刻 .最 有 启发 性 的 论文 (只 有 八 页 ), 就 是 关于 这 同一 个 一 般 领 
域 的 。 事实 上 产生 于 他 试图 改进 勒 让 德 的 结果 的 “ 获 曼 猜想 ”, 它 
如 果 不 是 今天 对 纯 数 学 最 著名 的 挑战 的 话 , 也 是 著名 的 挑战 之 一 。 

我 们 可 以 稍微 提前 一 点 , 在 这 里 说 明 这 个 猜想 是 什么 。 它 出 
现在 著名 的 论文 <Ueber die Anzahl der Primzahlen unter 
einer gegebenen Gr6ssey (k 关 于 已 知 量 下 素数 的 数目 >) 中 ， 该 文 
发 表 在 1859 年 11 月 柏林 科学 院 的 月 报 上 , 其 时 黎 曼 三 十 三 岁 。 所 
论 的 问题 是 要 提供 一 个 公式 , 表明 有 多 少 个 小 于 已 知 数 % 的 素数 。 
在 解决 这 个 问题 的 尝试 中 , 黎 曼 不 得 不 研究 无 穷 级 数 


1 i 1 1 
lt Ett 


其 中 8 是 复数 , 比如 说 S=w 二 pC6== 一 了 ), wu 和 vw 是 实数 , 并且 
选择 得 使 级 数 收 敛 。 有 了 这 个 限制 条 件 ， 这 个 无 穷 级 数 就 是 一 个 
S 的 确定 函数 了 , 比如 记 为 5&(S) 〈 总 是 用 希腊 字母 《表示 这 个 函 
数 , 叫做 黎 曼 zeta 函数 ) ne di 


ss se € 0 + ¢e . 


$ 0 + 0 eo + 9 9 6 4 @ * 9. 
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这 就 是 著名 的 猜想 。 无 论 谁 证 明了 它 成 立 或 证 明 它 不 成 立 ， 
都 将 给 自己 带 来 荣誉 , 并 将 附带 解决 素数 理论 .高 等 算术 的 其 它 部 
分 ,以 及 一 些 分 析 学 领域 中 的 许多 极为 困难 的 问题 。 专家 的 意见 
认为 这 个 猜想 成 立 。1914 年 , 英国 数学 家 G. 互 . 哈 迪 证 明了 人 的 
无 穷 多 个 值 满足 这 个 猜想 , 但 无 穷 未 必 是 全 体 。 用 这 样 或 那样 的 
方法 解决 黎 曼 猜想 ， 对 于 数学 家 具有 上 比 证 明 或 否定 费 马 定理 更 大 
的 兴趣 。 称 显 销 想 不 是 那 种 能 用 初等 方法 解决 的 问题 。 它 已 经 引 
出 了 非常 丰富 的 .引起 争论 的 文献 。 

黎 曼 在 中 学 靠 自 学 领会 的 一 一 总 是 以 惊人 的 速度 一 不 仅仅 
是 勒 让 德 这 个 伟大 数学 家 的 著作 ; 他 通过 学 习 欧 拉 的 著作 , 熟悉 了 
微 积分 学 及 其 分 支 。 相当 令 人 惊奇 的 是 ， 黎 曼 从 分 析 学 的 这 样 一 
个 古老 的 起 点 (由 于 高 斯 、 阿 贝 耳 和 柯 西 的 工作 , 欧 拉 的 方法 到 十 
九 世 纪 四 十 年 代 中 叶 已 经 过 时 ) 开 始 , 后 来 况 能 成 为 一 名 敏锐 的 分 
析 学 家 。 但 是 他 从 欧 拉 那里 可 能 学 到 了 一 些 在 创造 性 的 数学 工作 
中 也 有 一 席 之 地 的 东西 , 即 对 于 对 称 的 公式 和 处 理 技巧 的 重视 。 虽 
然 黎 曼 主要 是 从 可 以 称 为 深刻 的 哲学 思想 一 一 那些 深入 一 个 理论 
的 中 心思 想 一 一 上 汲取 他 的 更 伟大 的 灵感 ， 然 而 他 的 工作 并 不 完 
全 缺少 “ 纯 技巧 ”, 欧 拉 是 这 方面 无 与 伦比 的 大 师 , 而 现在 相当 流行 
的 是 瞧不起 纯 技 巧 。 对 漂亮 的 公式 和 整齐 的 定理 的 追求 , 无疑 会 
很 快 地 赔 变 为 轧 春 的 缺点 ， 但 是 对 简朴 的 一 般 原 则 的 要 求 也 会 如 
此 , 这 些 一 般 原则 确实 会 是 非常 一 般 的 , 以 至 于 无 法 把 它们 应 用 到 
住 何 特殊 点 上 去 。 黎 曼 天 生 的 数学 机 敏 ， 使 他 如 开 了 对 这 两 个 极 
端的 有 害 的 趣味 。 “ 

1846 年 黎 曼 十 九 岁 时 ,作为 学 习 哲学 和 神学 的 学 生 被 录取 入 
格 丁 根 大 学 。 他 想 让 他 的 父亲 高 兴 ， 尽快 地 得 到 一 个 有 报酬 的 工 

489 作 , 以 便 能 够 在 经 济 上 帮助 家 庭 , 这 种 愿望 使 他 选择 了 神学 。 但 是 
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他 丢 不 开 斯 特 恩 关于 方程 论 和 定 积分 , 高 斯 关于 最 小 二 乘法 , 以 及 
戈 尔 德 斯 米 特 关 于 地 磁 学 的 数学 讲座 。 黎 曼 向 宠爱 他 的 父亲 承认 
了 这 一 切 , 请 求 允许 他 改换 课程 。 父亲 由 衷 地 同意 了 伯 恩 哈 德 从 
事 数 学 职业 , 他 的 同意 使 这 个 年 轻 人 极为 高 兴 一 一 也 深 深 地 感激 。 

在 格 丁 根 大 学 读 了 一 年 以 后 ， 因 为 那里 的 教育 方法 明显 是 陈 
旧 的 , 黎 曼 转 到 柏林 大 学 , 就 学 于 雅 可 比 、 狄 利克 雷 、 斯 秦 纳 和 女 森 
斯 坦 ,开始 进入 新 的 .充满 活力 的 数学 。 他 从 这 些 大 师 手 里 学 到 了 
很 多 东西 一 一 从 雅 可 比 学 到 了 高 等 力学 和 高 等 代数 ， 从 狄 利克 雷 
学 到 了 数论 和 分 析 , 从 斯 素 纳 学 到 了 现代 几何 , 而 从 比 他 年 长 三 岁 
的 艾 森 斯 坦 那 里 , 他 不 仅 学 到 了 椭圆 函数 , 也 学 到 了 自信 , 因为 他 
和 这 位 年 轻 的 大 师 对 理论 应 该 如 何 发 展 ,有 着 根本 的 .最 激励 人 的 
不 同 观 点 。 艾 森 斯 坦 坚持 美妙 的 公式 ， 多 少 有 点 现代 化 的 欧 拉 的 
风格 ; 黎 晶 想 要 引进 复 变量 ,以 最 少 的 计算 ， 从 一 些 简 单 的 一 般 原 
理 得 出 整个 理论 。 无 疑 地 ， 这 至 少 产生 了 黎 曼 对 纯 数学 的 一 项 最 
伟大 贡献 的 萌芽 。 由 于 黎 曼 开创 的 关于 单 复 变量 函数 理论 的 工 
作 , 在 他 自己 的 历史 以 及 现代 科学 史上 都 相当 重要 , 我 们 将 概略 地 
谈 谈 关于 它 所 知道 的 东西 。 

简单 说 来 , 没有 什么 是 明确 的 。 单 复 变量 解析 函数 的 定义 , 在 
关于 高 斯 对 柯 西 基本 定理 的 预测 时 讨论 过 ， 这 个 定义 基本 是 黎 曼 
的 。 当 用 分 析 而 不 是 用 几何 把 这 个 定义 表示 出 来 时 ， 它 导致 一 对 
偏 微 分 方程 @, 黎 曼 以 它们 作为 他 对 单 复 变量 函数 理论 的 出 发 点 。 
按照 戴 德 金 的 说 法 ， ( 黎 曼 在 这 些 偏 微分 方程 中 看 出 了 单 复 变量 








© 如 果 2 一 zf 十 多 ,和 w=W 二 久 是 2 的 解析 函数 ， 那么 黎 曼 方程 是 


这 些 方程 早 就 由 柯 西 提出 来 了 ， 但 是 甚至 柯 西 也 不 是 第 一 个 ,因为 达 朗 贝尔 在 十 
八 世纪 就 陈述 过 这 些 方程。 : 
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~ 一 一 一 


[解析 ] 函数 的 基本 定义 。 也 许 这 些 对 他 未 来 的 事业 具有 最 大 重要 
性 的 想法 , 是 他 在 1847 年 [ 黎 曼 当时 二 十 一 岁 ] 秋 假期 间 第 一 次 得 
出 来 的 。” 

黎 曼 灵感 之 起 源 的 另 一 种 说 法 ， 是 西 尔 维 斯 特 讲 的 下 面 的 故 
事 , 这 个 故事 即便 可 能 是 不 真实 的 , 也 是 很 有 趣 的 。 在 1896 年 , 西 
尔 维 斯 特 去 世 的 前 一 年 ， 他 回想 起 他 住 在 “纽伦堡 一 家 河 边 旅馆 
里 , 我 在 旅馆 外 面 和 一 个 柏林 的 书 商 聊 天 , 他 跟 我 一 样 , 要 去 布 拉 
格 ……。 他 告诉 我 , 他 从 前 在 大 学 时 是 黎 曼 的 同学 , 有 一 天 黎 曼 收 
到 从 巴黎 寄 出 的 几 期 < 院 刊 > 之 后 , 他 一 连 几 个 星期 闭 门 不 出 , 当 他 
回 到 他 的 朋友 们 当中 时 ， 他 说 ( 指 柯 西新 发 表 的 文章 ): ‘这 是 一 种 
新 数学 。” 

黎 曼 在 柏林 大 学 度 过 了 两 年 时 间 。 在 1848 年 的 政治 动荡 中 ， 
他 和 保皇 派 的 学 生 军 一 起 , 参加 令 人 生 藉 的 十 六 小 时 轮班 警卫 , 保 
护 在 王宫 里 的 神经 过 敏 、 貌似 神圣 的 国王 。1849 年 他 回 到 格 丁 根 
大 学 ,为 取得 博士 学 位 , 去 完成 他 的 数学 训练 。 作 为 一 个 人 们 通常 
把 他 列 为 纯 数学 家 的 人 来 说 , 他 的 兴趣 是 非常 广泛 的 , 事实 上 , 他 
用 于 物理 科学 的 时 间 与 他 用 于 数学 的 时 间 同 样 多 。 

从 这 段 时 间 看 来 , 黎 曼 的 真正 兴趣 似乎 是 在 数学 物理 , 要 是 他 
能 多 活 二 、 三 十 年 , 他 很 可 能 会 成 为 十 九 世纪 的 牛顿 或 爱 因 斯 坦 。 
他 的 物理 学 思想 在 他 那个 时 代 是 极其 大 胆 的 。 直 到 爱 因 斯 坦 实 现 
了 黎 曼 按 几 何方 法 研究 的 (宏观 的 ) 物 理 的 梦想 时 ， 黎 曼 所 预见 到 
的 一 一 可 能 多 少 有 些 模 糊 一 一 物理 ， 在 物理 学 家 们 看 来 才 是 合理 
的 。 在 这 方面 , 直到 我 们 这 个 世纪 为 止 , 黎 曼 的 唯一 理解 了 的 追随 
者 是 英国 数学 家 威廉 . 金 登 .克利 福 德 (1845--1879)， 他 也 去 世 很 
早 。 

黎 曼 在 格 丁 根 大 学 的 最 后 三 个 学 期 ， 以 极 大 的 兴趣 听 了 哲学 
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讲座 和 威廉 .韦伯 的 试验 物理 课程 。 黎 曼 去 世 后 留 下 的 哲学 和 心 
理学 的 未 完稿 , 表明 他 作为 一 个 哲学 思想 家 , 同 他 在 数学 和 科学 中 
-- 样 富 于 独创 性 。 韦伯 看 出 了 黎 曼 的 科学 天 才 , 成 了 他 的 知 交 和 
能 帮助 他 的 顾问 。 黎 曼 对 物理 学 中 重要 的 东西 一 或 可 能 成 为 重 
要 的 东西 一 -有 一 种 比 大 多 数 著述 物理 科学 著作 的 数学 家 高 得 多 
的 直 感 , 这 种 直 感 无 疑 来 自 他 在 实验 室 中 的 工作 , 和 他 同 主要 是 物 
理学 家 而 不 是 数学 家 的 人 们 的 接触 。 就 科学 家 们 观察 的 字 宙 而 
论 , 甚至 伟大 的 纯 数 学 家 对 物理 科学 的 贡献 , 通常 也 突出 地 表现 出 
奇怪 的 不 切 题 。 黎 曼 作为 一 个 物理 数学 家 , 在 对 于 数学 中 很 可 能 
具有 科学 上 的 应 用 价值 的 东西 的 直觉 上 , 与 牛顿 .高 斯 和 爱 因 斯 坦 
是 同等 的 。 

黎 曼 由 于 从 约翰 : 弗 里 德里 希 . 赫 尔 巴 特 (1776 一 1841) 学 习 哲 
学 的 结果 , 在 1850 年 (他 二 十 四 岁 时 ) 得 出 结论 , “有 可 能 建立 一 个 
完整 的 、 圆 满 无 缺 的 数学 理论 ， 这 个 理论 从 一 些 单独 点 的 基本 规 
律 ， 推 论 到 在 现实 的 充满 物质 的 空间 (不 断 地 充满 的 空间 ) 中 所 见 
到 的 过 程 ， 不 分 引力 、 电 、 磁 或 静 热 力学 。” 这 也 许可 以 解释 为 黎 
曼 抛 弃 了 物理 科学 中 一 切 有 利于 场 论 的 “ 远 距离 作用 ”理论 。 在 场 
论 中 ,比如 说 , 围绕 着 一 个 “带电 粒子 ”的 “空间 ”的 各 种 物理 性 质 ， 
是 数学 研究 的 对 象 。 黎 曼 在 他 一 生 的 这 个 阶段 ， 似 乎 相信 充满 空 
闻 的 “以 太 2 这 是 一 个 现在 抛弃 了 的 概念 。 但 是 正 象 他 关于 几何 
基础 的 划时代 工作 中 出 现 的 ， 他 后 来 探索 物理 现 奈 在 人 类 经 验 这 
个 “空间 ”的 几何 中 的 说 明和 关联 。 这 是 现在 流行 的 方式 , 它 否认 
存在 一 种 观察 不 到 的 以 太 , 认为 那 是 一 种 讨厌 的 、 不 必要 的 东西 。 

黎 曼 对 他 在 物理 学 中 的 工作 着 了 迷 ， 把 他 的 纯 数 学 暂时 放 在 
一 边 , 1850 年 他 参加 了 由 事 伯 、 乌 尔 里 希 、 斯 特 恩 和 利 斯 廷 刚刚 开 
设 的 数学 物理 研究 班 。 在 这 个 研究 班 中 ,物理 实验 耗费 了 学 习 上 
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的 谨慎 本 会 留 给 数学 博士 论文 的 时 间 ， 歼 晕 直 到 二 十 五 岁 才 交 出 
数学 博士 论文 。 

我 们 可 以 顺便 提 到 研究 班 的 领导 者 之 一 ， 约 翰 . 本 尼 迪 克 特 ， 
利 斯 廷 (1808 一 1882) , 因为 他 可 能 影响 了 黎 曼 在 1857 年 的 一 项 最 
伟大 的 成 就 中 的 想法 ， 这 项 成 就 是 把 拓扑 方法 引进 单 复 变量 函数 
理论 。 

可 以 回想 , 高 斯 曾经 预言 过 , 拓扑 学 会 成 为 数学 的 一 个 最 重要 
的 领域 , 黎 曼 通过 他 在 函数 论 中 的 发 明 , 部 分 实现 了 这 个 预言 。 昌 
然 拓 扑 学 (topology， 现 在 称 为 analysis situs[ 仍 译作 拓扑 学 
译 者 ] ) 在 刚刚 发 展 起 来 时 ， 与 今天 吸引 了 一 个 人 数 众多 的 学 派 的 
复杂 理论 几乎 没有 相似 之 处 ， 但 是 说 明 一 个 显然 开创 了 这 整个 广 
阔 而 复杂 的 理论 的 普通 难题 , 可 能 是 有 意思 的 。 在 欧 拉 的 时 代 , 柯 
尼斯 堡 的 普 雷 格 尔 河 上 有 七 座 桥 , 就 象 图 中 所 画 的 , 带 有 阴影 的 条 
子 表示 桥 。 








欧 拉 提出 经 过 所 有 七 座 桥 , 但 不 能 两 次 通过 任意 一 座 桥 的 问题 。 这 
个 问题 是 不 可 能 解 的 。 
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我 们 可 以 在 这 里 解决 黎 曼 在 函数 论 中 运用 拓扑 方法 的 性 质 ， 
虽然 用 非 专门 的 语言 来 充分 描述 它 是 完全 不 可 能 的 。 关 于 单 复 变 
量 函数 的 “ 单 值 性 ”的 意义 , 我 们 涉及 在 高 斯 那 一 章 中 所 讲 的 东西 。 
现在 , 在 阿 贝 耳 函数 理论 中 不 可 避免 地 出 现 了 多 值 函数 ; sz 的 % 值 
函数 是 这 样 一 个 函数 , 除去 对 * 的 某 些 值 以 外 , 它 对 z 的 每 一 个 指 
定 的 值 都 恰好 取 n 个 不 同 的 值 ,为 了 说 明 实 变量 函数 的 多 值 性 , 我 
们 注意 到 由 方程 纺 =% 定义 的 、 作 为 2 的 函数 的 y, 是 二 值 的 。 这 
样 , 如果 2 一 4, 我们 得 到 纺 =4, 因 此 y=2 或 一 2 如果 % 是 除 零 或 
“无 限 ” 以 外 的 任何 实数 ,y 有 两 个 不 同 的 值 Vw 和 MV/ 二 5。 在 这 个 
也 许 是 景 简单 的 例子 中 , y 和 wz 由 一 个 代数 方程 即 妨 一 "= 0 联系 
在 一 起 。 这 是 一 个 非常 特殊 的 例子 , 我 们 可 以 立即 进 到 它 的 一 般 
情形 , 讨论 由 方程 

Po(w) oy t+ Piw)y tt +.P,_i(2)y + P,(%) =0 
定义 的 .作为 «的 函数 的 n 值 函数 y, 这 里 Pi 都 是 % 的 多 项 式 。 这 
个 方程 把 y 定义 为 2 的 n 值 函数 。 如 在 妇 - “=0 的 情形 , 有 某 些 
w 的 值 , 对 于 它们 ,y 的 这 %% 个 值 中 有 两 个 或 两 个 以 上 是 相等 的 。 2 
的 这 些 值 就 是 由 方程 定义 的 % 值 函数 的 所 谓 分 枝 点 。 

所 有 这 些 , 现在 都 扩展 到 了 复 变量 函数 和 和 由 

了 of(z)op 十 了 (Dan 十 … 十 了 (2 十 PC 一 0 
定义 的 函数 w( 以 及 它 的 积分 ), 其 中 x 表示 复 变量 s 十 外 s, t 是 实 
变量 ,i 一 ~ 一 J。 儿 的 % 个 值 称 为 函数 ww 的 nn 个 分 枝 。 这 里 我 们 
必须 提 到 (高 斯 那 一 章 中 ) 谈 到 过 的 关于 z 的 单 值 函 数 的 表示 。 设 
变量 2(=s 二 座 在 它 的 平面 上 描 出 任何 轨迹 , 并 把 单 值 数 f(z) 
表示 成 口 4+ 氏 的 形式 , 其 中 上 ,六 是 s,t 的 函数 。 那 么 , 对 每 一 个 
z 的 值 都 有 一 个 且 仅 有 一 个 与 U, 六 的 值 相应 的 值 , 当 z 在 s, i 平 
面 上 描绘 出 它 的 轨迹 时 ，f(2) 在 口 ， 术 平面 上 描 出 相应 的 轨迹， 
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f(z) 的 轨迹 是 由 % 的 轨迹 唯一 决定 的 。 但 是 如 果 ww 是 sz 的 多 值 函 
数 , 使得 z 的 值 恰 好 决定 出 w 的 % 个 不 同 的 值 (除去 在 分 枝 点 上 ， 
那里 的 ”个 值 可 能 是 相等 的 ), 那么 显然 ,一 个 色 平面 就 不 足以 
(如 果 ww 大 于 卫 表 示 轨 迹 , 或 函数 ww 的“ 推进" 了。 在 二 值 函 数 w 
的 情形 , 如 由 w?=z 决定 的 函数 那样 , 就 需要 两 个 w 平面 ， 一 般 说 
来 ,对 于 一 个 % 值 函数 (mn 有限 或 无 限 ), 恰好 要 求 久 个 这 样 的 w 平 
面 。 

考虑 单 值 ( 一 个 值 ) 函 数 而 不 是 m 值 函数 (” 大 于 了 的 优点 ,其 
至 对 非 数学 家 也 应 该 是 明显 的 。 黎 曼 所 做 的 事 是 这 样 的 ; 代替 n 
个 不 同 的 公平 面 ， 他 采用 了 一 个 后 面 大 致 描述 的 那 种 mm 叶 平 面 ， 
多 值 函数 在 这 个 曲面 上 是 单 值 的 ， 也 就 是 说 ， 在 这 个 曲面 上 ， 对 
曲面 的 每 一 个 “位 置 ” 对 应 着 一 个 且 仅 有 一 个 所 表示 的 函数 的 
值 。 

黎 曼 好 象 是 把 所 有 交 个 平面 结合 成 了 一 个 单独 平面 ， 他 通过 
乍 一 看 上 去 象 是 %% 值 函数 在 % 个 不 同 平面 上 的 n 个 分 枝 的 表示 的 
转换 做 到 了 这 一 点 ; 但 是 稍微 考虑 一 下 就 能 看 出 , 实际 上 , 他 恢复 
了 单 值 性 。 因为 他 把 % 个 z 平面 彼此 释 合 了 起 来 ， 这 些 平面 或 叶 
的 每 一 个 都 与 函数 的 一 个 特殊 的 分 枝 联系 在 一 起 ， 使 得 只 要 z 在 
一 个 特别 的 叶 上 移动 , w( 所 讨论 的 “ 的 吨 值 函数 ) 就 跑 过 相应 的 函 
数 分 枝 , 当 % 从 一 叶 变 到 另 一 叶 ， 分 枝 就 改变 了 ， 从 一 个 分 枝 变 到 
另 一 个 分 枝 , 一 直到 当 变量 路 过 了 所 有 的 叶 , 回 到 了 它 的 初始 位 
置 时 ， 最 初 的 分 枝 恢复 了 为 止 。 变量 * 从 一 个 叶 到 男 一 个 叶 的 通 
路 , 受 连接 分 枝 点 的 那些 截 线 ( 可 以 想象 它 的 直线 桥 ) 影 响 ; 沿 着 一 
条 已 知 截 线 提供 的 从 一 叶 到 另 一 叶 的 道路 ， 想 象 上 面 一 叶 的 一 个 
“边缘 "被 贴 在 或 连结 到 下 面 一 叶 的 相对 的 边 上 ， 对 上 面 一 吐 的 另 
一 个 边缘 也 是 同样 的 。 用 图 解 表示 , 在 截面 上 ， 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 六 章 ”真诚 的 心灵 575 





-一 -一 











桥 
上 叶 > 于 时 
EN 
~ yg/ 
x 
NS 
一 一 一 一 WE 

Th 下 叶 


这 些 叶 不 是 沿 着 截 线 (对 于 给 点 的 分 枝 点 , 可 以 用 很 多 种 方式 画 出 
它 来 ) 随 便 联结 在 -一 起 的 ， 而 是 这 样 联 结 的 ， 使 得 当 ” 跑 过 它 的 wm 
叶 曲 面 ， 碰 到 桥 或 截 线 就 从 一 叶 转 换 到 另 一 叶 时 ,“ 的 函数 的 分 析 
性 态 可 以 被 连贯 地 描 列 出 来 ， 特 别 是 关于 分 枝 的 交替 在 变量 x 上 
的 结果 ,如 果 表 示 在 一 个 平面 上 , 完全 围绕 一 个 分 枝 点 时 是 如 此 。 
对 于 一 个 分 枝 点 在 一 个 平面 上 的 这 种 巡回 ， 相 当 于 在 呈 叶 黎 曼 
曲面 上 从 一 叶 到 另 一 叶 的 道路 以 及 函数 分 枝 的 合成 的 交替 。 

有 很 多 种 方式 , 变量 可 以 在 % 叶 黎 曼 曲面 上 移动 , 从 一 叶 变换 
到 另 一 叶 。 每 一 个 这 样 的 方式 都 相当 于 函数 分 枝 的 一 个 特别 的 交 
替 ， 这 可 以 通过 一 个 接着 一 个 地 写 出 表示 所 交替 的 m 个 分 枝 的 字 
母 来 用 符号 代表 。 用 这 种 方式 , 我 们 得 到 了 某 些 ”个 字母 的 置换 
的 符号 (如 在 十 五 章 那样 ); 所 有 这 些 置 换 生成 一 个 群 , 这 个 群 在 某 
些 方面 描画 了 所 考虑 的 函数 的 性 质 。 

黎 曼 曲面 是 不 容易 用 图 形 表示 出 来 的 ， 那 些 用 它们 的 人 满足 
于 叶 的 连结 的 图 形 表 示 ， 这 与 一 位 有 机 化 学 家 写 出 一 个 复杂 的 碳 
化 合 物 的 “图 解 ”公式 的 方式 大 致 相同 ， 这 种 方式 以 图 解 的 方式 记 
录 了 一 些 化 合 物 的 化 学 性 态 , 但 它 不 能 , 也 不 意味 着 要 描述 化 合 物 
中 原子 的 实际 空间 排列 。 黎 曼 利用 他 的 曲面 及 其 拓扑 取得 了 惊人 
的 进展 , 特别 是 在 阿 贝 耳 函数 方面 。 这 方面 的 一 个 问题 是 , 怎样 做 
出 截 线 以 使 得 % 叶 曲面 等 同 于 一 个 平面 。 但 是 数学 家 们 想象 复杂 
的 空间 关系 的 能 力 , 和 其 他 人 是 一 样 的 , 即 高 度 的 空间 “直觉 ”是 极 
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1851 年 11 月 初 , 黎 曼 把 他 的 博士 论文 <* 单 复 变 量 函数 的 一 般 
理论 的 基础 > 呈 交 给 高 斯 审查 。 这 个 二 十 五 岁 的 年 轻 大 师 做 出 的 
这 项 工作 , 是 儿 项 激 起 高 斯 热情 的 、 对 数学 的 现代 贡献 中 的 一 项 ， 
那 时 距 高 斯 去 世 还 有 四 年 时 间 , 高 斯 几乎 是 一 个 传说 中 的 人 物 。 黎 
曼 在 高 斯 看 完 他 的 论文 后 前 去 登门 拜访 , 高 斯 告诉 他 , 他 本 人 已 经 
计划 多 年 , 要 想 写 一 篇 同样 题目 的 专题 论文 。 高 斯 给 格 丁 根 大 学 


哲学 系 的 正式 报告 是 值得 注意 的 , 因为 在 这 篇 报告 中 , 高 斯 情 不 自 


禁地 提出 了 一 个 罕见 的 正式 看 法 : 

“ 黎 曼 先 生 交 来 的 论文 提供 了 令 人 信服 的 证 据 , 说 明 作者 对 该 
文 所 论述 的 这 一 问题 的 那些 部 分 , 作 了 全 面 深入 的 研究 , 说 明 作 者 
具有 创造 性 的 、 活 路 的、 真正 的 数学 头脑 , 具有 灿烂 丰富 的 创造 力 。 
表达 方式 是 清晰 简明 的 , 一些 地 方 是 优美 的 。 大 多 数 读 者 会 希望 
安排 更 明确 。 整 篇 论文 是 有 内 容 有 价值 的 著作 ， 它 不 仅 满 足 了 博 
土 论文 所 要 求 达到 的 标准 , 而 且 远 远 超过 了 这 些 标准 。” 

一 个 月 以 后 , 黎 曼 通 过 了 他 的 最 后 考试 , 包括 对 他 的 论文 的 公 
开 答辩 。 一 切 都 进行 得 很 成 功 , 黎 曼 开始 希望 得 到 一 个 与 他 的 


”才能 相称 的 职位 。 “我 相信 我 已 经 用 我 的 论文 改善 了 我 的 前 途 ,” 


他 写 信 给 他 的 父亲 说 , “我 也 希望 总 有 一 天 会 学 会 写 得 更 快 更 流 
畅 , 特别 是 如 果 我 进入 社交 界 , 如 果 我 得 到 一 个 讲课 的 机 会 的 话 ; 
因此 我 有 充分 的 勇气 ”他 也 向 他 的 父亲 道 次 ， 因 为 他 没有 更 加 努 
力 地 去 争取 格 丁 根 天 文 台 空 缺 的 一 个 助理 位 置 ， 但 是 由 于 他 希望 
“取得 资格 ” 作 无 薪 傣 的 大 学 教师 @, 前 景 并 不 象 想象 的 那样 暗淡 。 

黎 曙 计划 提交 一 篇 关于 三 角 级 数 ( 依 里 叶 级 数 ) 的 论文 作为 他 

@ Privatdozent, 无 薪 休 的 大 学 教师 , 其 报酬 直接 来 自学 生 的 学 费 。 一 一 译 者 








欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 六 章 ”真诚 的 心灵 577 


的 就 职 论文 。 但 是 还 要 等 两 年 半 的 时 间 ， 他 才能 够 挂 出 无 薪 傣 的 
大 学 教师 的 牌子 , 从 不 一 定 非 听 他 的 演讲 不 可 的 学 生 们 那里 , 以 收 
费 的 形式 得 到 他 所 能 得 到 的 报酬 。1859 年 秋季 ,， 黎 螺 趁 狄 利克 雷 
来 格 丁 根 度假 的 机 会 , 请 求 对 他 未 完成 的 论文 提出 忠告 。 黎 曼 的 
朋友 们 努力 使 这 个 年 轻 人 在 社交 场合 与 这 位 来 自 柏林 的 著名 数学 
家 一 一 仅 次 于 高 斯 一 一 见面 。 

狄 利克 雷 被 黎 曼 的 谦虚 和 天 才 迷 住 了 。 “第 二 天 早晨 [一 次 宴 
会 之 后 ] 狄 利 克 雷 和 我 一 起 度 过 了 两 个 小 时 ,” 黎 曼 写 信 给 他 的 父 
亲 说 。“ 他 给 我 提出 了 我 需要 的 关于 就 职 论文 的 意见 ; 否则 的 话 我 
就 不 得 不 在 图 书馆 里 做 许多 小 时 吃力 的 研究 。 他 还 和 我 一 起 通读 
了 我 的 论文 , 他 非常 友好 一 -考虑 到 我 们 之 间 地 位 的 悬殊 , 这 是 我 
几乎 不 能 期 望 的 。 我 希望 他 以 后 还 会 记得 我 ” 狄 利克 雷 在 这 次 访 
间 期 间 , 有 几 次 与 韦伯 和 其 他 人 一 起 出 去 郊游 , 黎 曼 向 他 的 父亲 报 
告 说 , 这 些 合乎 人 情 的 避 开 数学 的 活动 ,在 科学 上 给 与 他 的 好 处 ， 
比 他 整 天 坐 着 读书 还 要 多 。 

从 1853 年 ( 黎 曼 当时 二 十 七 岁 ) 起 ， 他 集中 精力 思考 数学 物 
理 。 由 于 他 对 物理 科学 日 益 增 长 的 热情 , 他 拖延 了 很 久 , 直到 这 一 
年 的 年 底 , 才 完 成 了 他 的 就 职 论文 。 

在 他 能 够 被 任命 为 他 盼望 的 一 但 是 没 有 报酬 的 一 一 讲师 位 
置 之 前 , 他 还 得 作 一 次 就 职 演讲 , 为 了 这 次 严峻 的 考验 , 他 提交 了 
三 个 题目 由 教师 们 从 中 选择 ， 他 希望 并 盼望 着 他 们 会 选中 前 两 个 
题目 中 的 一 个 , 这 是 他 已 经 准备 好 了 的 。 但 是 他 轻率 地 提出 的 第 
三 个 题目 ， 正 是 高 斯 已 经 仔细 考虑 了 六 十 年 或 时 间 更 长 的 问题 
一 一 几何 基础 一 一 而 这 个 题目 他 没有 准备 。 高 斯 无 疑 是 出 于 好 
奇 ， 想 看 看 歼 曼 的 “灿烂 丰富 的 创造 力 ” 会 对 这 个 深奥 的 问题 做 出 
些 什么 。 使 黎 曼 大 吃 一 惊 的 是 , 高 斯 指定 第 三 个 题目 , 作为 黎 曼 在 
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挑剔 的 教师 们 面前 证 明 他 作为 讲师 的 勇气 的 论题 。 “所 以 我 又 处 
在 绝境 中 了 , ”这 个 冒失 的 年 轻 人 向 他 的 父亲 承认 ,“ 因 为 我 不 得 不 
做 出 这 个 题目 。 我 恢复 了 我 对 电 、 磁 、 光 和 引力 之 间 的 联系 的 研 
究 , 我 已 经 进行 到 可 以 没有 丝毫 怀疑 地 发 表 它 。 我 越 来 越 相信 , 高 
斯 已 经 在 这 个 问题 上 工作 了 许多 年 , 并 对 一 些 朋 友 们 (韦伯 就 是 其 
中 的 一 个 ) 谈 到 过 它 了 。 我 秘密 地 向 你 透露 这 件 事 , 唯 恕 你 会 认为 
我 骄傲 自 大 一 一 我 希望 时 间 对 我 还 不 太 晚 ， 我 将 作为 一 个 独立 的 
研究 者 得 到 承认 。” 

黎 曼 在 数学 物理 研究 班 给 韦伯 当 助 手 时 ， 还 同时 进行 两 项 极 


为 困难 的 研究 ， 这 种 过 度 紧张 ， 和 一 向 贫穷 这 个 不 利 条 件 加 在 一 


起 , 造成 了 他 一 时 体力 衰竭 。“ 我 对 于 把 一 切 物 理 规律 结合 在 一 起 
研究 变 得 如 此 入 迷 , 以 至 当 我 得 到 就 职 演讲 的 题目 的 , 我 也 不 能 从 
我 的 研究 中 抽身 出 来 。 然 后 我 病 倒 了 , 部 分 是 由 于 思考 它 的 结果 ， 
部 分 是 由 于 在 这 样 讨厌 的 天 气 , 在 室内 呆 得 太 久 ; 我 的 老 毛 病 又 犯 
了 , 而 且 更 加 奖 固 , 我 无 法 进行 我 的 工作 。 只 是 在 几 个 星期 以 后 ， 
当天 气 转 好 了 , 我 得 到 了 更 多 的 社交 激励 时 , 我 才 开 始 好 起 来 。 我 
租 了 一 幢 在 花园 中 的 房子 度 夏 , 从 这 以 后 , 我 的 健康 状况 没有 再 使 
我 烦恼 。 我 在 复活 节 后 的 两 星期 内 完成 了 我 不 能 摆脱 的 一 件 工作 
以 后 ， 立 刻 就 开始 着 手 准备 我 的 就 职 演讲 ， 并 在 圣灵 降临 节 前 后 
[ 那 就 是 说 ,在 大 约 七 周 内 ] 完 成 了 它 。 我 在 接着 给 我 的 演讲 确定 
一 个 时 间 时 补 到 了 困难 ， 差 一 点 儿 没有 达到 我 的 目的 就 回 到 克 维 
克 博 恩 。 因 为 高 斯 病 得 很 厉害 ， 医 生 们 担心 他 会 马上 死 掉 。 他 太 
衰弱 , 无 法 考核 我 , 他 要 我 一 直 等 到 八 月 , 希望 那 时 他 可 能 康复 , 特 
别 是 由 于 我 在 秋季 之 前 无 论 如何 是 不 能 开课 的 。 然后 , 他 不 管 怎 
样 ,在 圣灵 降临 节 后 的 星期 五 决定 , 把 演讲 安排 在 第 二 天 的 十 一 点 
三 十 分 。 星 期 六 , 我 幸运 地 通过 了 一 切 。” 
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这 就 是 黎 曼 自己 对 这 次 历史 性 的 演讲 的 记述 ， 这 个 演讲 要 革 
新 微分 几何 , 为 我 们 自己 这 一 代 的 儿 何 化 物理 铺 六 道路 。， 在 同一 
封 信 中 ，, 他 讲 了 他 在 复活 节 前 后 所 做 的 工作 是 怎样 做 出 来 的 。 韦 
伯 和 他 的 一 些 同事 非常 精确 地 测量 了 一 个 到 那 时 为 止 从 未 被 研究 
过 的 现象 ， 即 菜 顿 瓶 中 的 残余 电荷 [放电 之 后 ， 人 们 发 现 菜 颖 瓶 并 
没有 完全 不 带电 ]……。 我 把 我 对 这 个 现象 建立 的 理论 给 了 他 [ 韦 
伯 的 一 位 同事 科 尔 劳 施 ]， 这 是 特地 为 他 做 出 来 的 。 我 通过 对 出 、 
光 、 磁 ，…… 之 间 的 联系 的 总 的 研究 , 发 现 了 对 这 个 现象 的 解释 。 这 
件 事 对 我 很 重要 ， 因 为 这 是 我 第 一 次 能 够 把 我 的 工作 应 用 到 还 是 
未 知 的 现象 上 ， 我 希望 [ 它 的 ] 发 表 能 有 助 于 我 的 更 大 的 工作 被 顺 
利 地 接受 。” 

黎 曼 的 就 职 演讲 (1854 年 6 月 10 日 ) 得 到 的 热情 的 接受 ， 和 
他 谦虚 而 惊慌 的 内 心 深 处 所 希望 的 一 样 。 他 曾经 万 分 忧 虚 地 准备 
这 次 演讲 ， 因 为 他 决定 要 让 它 甚 至 对 那些 只 有 很 少数 学 知识 的 教 
师 也 明白 易 懂 。 黎 曼 的 论文 < 关于 构成 几何 基础 的 假设 > 除了 是 整 
个 数学 上 的 一 篇 伟大 的 杰作 ,也 是 一 篇 供 举荐 的 名 著 。 高 斯 是 很 
热心 的 。“ 与 一 切 传统 相反 , 他 选择 了 这 位 候选 人 提交 的 三 个 题目 
中 的 第 三 个 , 希望 看 看 这 个 如 此 年 轻 的 人 怎样 处 理 这 一 困难 问题 。 
他 大 为 惊异 , 完全 出 乎 他 的 意料 , 在 从 教师 会 议 上 回来 以 后 , 他 向 
威廉 .韦伯 表示 了 他 对 黎 曼 提 出 的 思想 的 最 高 度 的 赞赏 , 他 讲 得 非 
常 热心 , 而 这 对 于 高 斯 来 说 是 很 少 有 的 。” 关 于 这 篇 杰作 ,在 本 书 中 
所 能 说 的 -- 点 将 留待 本 章 结尾 去 说 。 

黎 曼 在 克 维 克 博 恩 的 家 里 与 家 人 团聚 , 稍 事 休息 以 后 , 于 九 月 
间 回 到 格 丁 根 ， 给 一 个 科学 家 的 集会 作 了 一 次 准备 得 很 仓促 的 演 
讲 ( 歼 到 深夜 , 急 急忙 忙 把 它 准备 出 来 )。 他 讲 的 题目 是 绝缘 体 中 
电 的 传播 。 在 那 一 年 中 ,他 继续 他 对 电 的 数学 理论 的 研究 ， 并 准 
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备 了 一 篇 关于 诺 比 莱 彩 色 环 的 文章 ， 因 为 如 他 写 给 他 的 妹妹 伊 达 
的 信 中 所 说 :“ 这 个 问题 是 重要 的 ,因为 与 它 联系 起 来 能 够 作出 非 
党 精确 的 测量 ， 电 的 运动 所 遵循 的 规律 也 能 够 由 它 测验 

在 同一 封 信 中 (1854 年 10 月 9 日)， 他 表达 了 对 他 第 一 次 学 
术 演 讲 获得 成 功 的 无 限 袁 悦 ， 以 及 对 昕 讲 的 人 出 乎 意料 地 多 感到 
极 大 的 满意 。 八 个 学 生来 听 他 讲 ! 他 原来 估计 最 多 有 两 、 三 个 学 
生 。 这 种 出 乎 意外 地 受 欢迎 的 情况 鼓励 了 黎 曼 ， 他 告诉 父亲 ，' 我 
能 正式 开课 了 。 我 最 初 的 胆 丑 和 不 安 已 经 越 来 越 平息 了 , 我 开始 
习惯 更 多 地 考虑 听众 ， 而 不 是 想到 自己 , 从 他 们 的 表情 上 看 出 , 我 
应 该 继续 讲 下 去 , 还 是 作 进一步 的 解释 。” 

当 狄 利克 雷 在 1855 年 接替 高 斯 的 职位 时 , 黎 曼 的 朋友 们 极力 
要 求 当局 任命 黎 曼 为 正式 副教授 , 但 是 大 学 的 经 费 不 能 这 样 滥用 。 
不 过 他 得 到 了 相当 于 一 年 两 百 美元 的 收入 ， 这 比 半 打 学 从 自愿 付 
的 不 固定 的 学 费 要 高 。 黎 曼 为 他 的 未 来 焦虑 , 不 久 , 他 失去 了 父亲 
和 妹妹 克拉 拉 , 这 使 他 不 可 能 再 躲 到 克 维 克 博 恩 去 度假 了 , 他 确实 
感到 又 可 怜 又 不 幸 。 他 的 其 余 三 个 姊妹 和 另 -一 位 兄弟 住 在 一 起 ， 
这 位 兄弟 在 不 来 梅 当 邮政 职员 ， 他 的 薪金 与 “没有 经 济 价值 的 ” 数 
学 家 的 相 比 , 算是 王侯 的 薪金 了 。 

第 二 年 (1856 年 ; 黎 曼 这 时 三 十 岁 ) 前 景 光明 了 一 点 。 象 黎 曼 
这 样 有 创造 力 的 天 才 ， 只 要 他 还 能 够 勉强 维持 生活 ， 为 了 能 够 工 
作 ， 他 就 不 会 被 诅 形 压 个 。 他 关于 阿 贝 耳 函 数 的 独 具 特 色 的 部 分 
著作 ， 关 于 超 几 何 级 数 ( 见 高 斯 那 一 章 ) 以 及 和 这 个 级 数 提出 的 
一 一 在 数学 物理 中 极为 重要 的 一 一 微分 方程 的 经 典 著 作 ， 都 属于 
这 一 时 期 。 在 这 两 方面 的 著作 中 ,， 黎 曼 在 他 自己 的 新 方向 上 独 树 
一 帜 。 他 的 方法 的 一 般 性 , 直观 能 力 , 是 他 自己 所 特有 的 。 他 的 工 
作 吸引 了 他 的 全 部 精力 , 使 他 不 顾 物 质 方面 的 忧虑 ,仍然 很 快乐, 
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也 许 肺 结核 病人 必 不 可 少 的 乐观 主义 已 经 在 他 身上 起 作用 了 。 

黎 曼 对 阿 贝 耳 函数 理论 的 发 展 , 不 同 于 维尔 斯 特 拉 斯 的 发 展 ， 5oo 
犹如 月 光 不 同 于 日 光 。 维尔 斯 特 拉 斯 的 进攻 是 有 条 不 素 的 , 在 所 
有 的 细节 上 都 是 精确 的 , 就 象 一 支 受 过 充分 训练 的 军队 ,在 洞察 一 
切 , 对 一 切 意外 事故 都 有 所 准备 的 将 军统 率 下 的 进军 。 至 于 黎 晶 ， 
他 察看 了 整个 战场 , 看 到 了 一 切 , 但 忽略 了 细节 , 留 下 这 些 细节 不 
予 考虑 ， 他 满足 于 在 他 的 想象 中 抓 住 总 的 地 形 的 关键 位 置 。 维尔 
斯 特 拉 斯 的 方法 是 算术 的 ， 黎 曼 的 方法 是 几何 的 和 直观 的 。 说 一 
个 比 另 一 个 “更 好 ?是 没有 意义 的 ;两 种 方法 都 不 能 从 普通 的 观点 
去 理解 。 

工作 过 度 和 缺乏 合理 的 休息 ， 在 黎 曼 刚刚 三 十 一 岁 时 造成 了 
他 的 神经 衰竭 ， 黎 曼 被 迫 和 一 位 朋友 在 险 尔 茨 的 山村 度 过 了 几 个 
星期 。 他 在 那里 遇见 了 戴 德 金 。 三 个 人 一 起 远足 登山 。 黎 曼 很 快 
就 康复 了 。 黎 曼 解除 了 不 得 不 保持 学 究 面 孔 的 紧张 , 放纵 他 的 费 
默 感 , 用 他 天 生 的 机 智 逗 他 的 同伴 发 笑 。 他 们 也 一 起 谈 他 们 的 本 
行 一 罕 大 多 数 数学 家 聚 在 一 起 时 都 这 样 ， 就 象 律师 或 者 医生 或 者 
企业 家 那样 ,倘若 他 们 不 是 非得 胡扯 以 维持 社会 习俗 的 话 。 一 天 
傍晚 , 在 艰苦 的 徒步 旅行 之 后 , 黎 曼 阅读 布鲁斯 特 的 牛顿 传记 , 发 
现 了 牛顿 致 本 特 利 的 信 , 在 这 封 信 中 , 牛顿 本 人 断言 了 无 中 间 介质 
的 超 距离 作用 的 不 可 能 性 。 这 使 黎 曼 很 高 兴 , 并 激 起 他 作 一 次 即 
兴 演 讲 。 今 天 , 黎 曼 称赞 的 “介质 ”并 不 是 发 光 的 以 太 , 而 是 他 自己 
的 “曲面 空间 ”, 或 它 在 相对 论 时 空中 的 反映 。 

最 后 ,1857 年 黎 曼 三 十 一 岁 时 , 得 到 了 助理 教授 的 位 置 。 他 
的 薪金 相当 于 一 年 三 百 美 元 ， 但 是 由 于 他 终生 一 无 所 有 ， 收 入 不 
多 , 他 想 望 得 更 少 。 然 而 一 场 真 正 的 灾难 不 久 就 降临 到 他 头 上 ; 他 
的 兄弟 死 了 , 照料 三 个 妹妹 的 担子 落 在 他 的 肩 上 。 准 确 地 算 来 , 他 
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们 每 人 一 年 只 有 七 十 五 美元 。 无 以 为 生地 在 茅屋 里 呆 上 一 年 也 许 
是 天 堂 ， 几 乎 一 无 所 有 地 生活 在 大 学 社会 里 简直 就 是 地 狱 。 在 黎 
曼 的 时 代 , 这 没有 甚么 不 同 。 难 怪 他 上 患 肺 结核 。 但 是 , 慷慨 地 给 予 
生命 的 上 帝 , 不 久 就 使 黎 曼 最 小 的 妹妹 玛丽 得 到 解脱 , 所 以 每 个 人 
的 生活 费 一 下 子 增 加 到 了 一 百 美元 -- 年 。 如 果 说 口粮 需要 注意 ， 
爱 却 是 居 慨 的 ， 黎 曼 的 妹妹 们 的 忠诚 和 鼓励 ， 在 他 身上 注入 的 自 
信 , 更 多 地 报 偿 了 他 为 她 们 作出 的 牺牲 。 上 帝 可 能 知道 , 如 果 有 过 
一 个 艰苦 奋斗 的 人 需要 鼓励, 那 就 是 可 怜 的 黎 曼 ; 看 来 这 仍然 是 一 
种 提供 需要 的 奇怪 的 方式 。 

1858 年 ， 黎 曼 写 了 关于 电动 力学 的 文章 ， 关 十 这 篇 文章 他 写 
信 告 诉 他 的 姐姐 伊 达 , “我 已 经 把 我 关于 电 和 光 之 间 的 密切 联系 的 
发 现 , 呈送 给 [ 格 丁 根 ] 皇 家 协会 了 。 我 听 说 关于 这 个 密切 联系 , 高 
斯 曾经 设想 了 另 一 个 理论 , 和 我 的 理论 不 同 , 并 告诉 了 他 亲密 的 朋 
友 们 。 不 过 ， 我 充分 相信 我 的 理论 是 正确 的 ， 过 几 年 就 会 得 到 承 
认 。 如 所 知道 的 , 不 久 高 斯 收回 了 他 的 论文 , 没有 发 表 它 ; 也 许 他 
本 人 对 它 不 满意 。” 看 来 黎 曼 在 这 个 问题 上 是 过 于 乐观 了 ; 克拉 克 
"麦克 斯 韦 的 电磁 场 理论 是 今天 占领 这 个 领域 -一 在 宏观 现象 方 
面 一 一 的 理论 。 光 和 电磁 场 理论 的 目前 状况 过 于 复杂 , 无 法 在 这 
里 描述 ; 注意 到 黎 曼 的 瑶 论 没有 流传 下 来 就 足够 了 。 

狄 利克 需 于 1859 年 5 月 5 日 去 世 。 他 一 直 很 重视 黎 曼 , 曾经 
尽 他 所 能 地 帮助 这 个 艰苦 奋斗 的 年 轻 人 。 狂 利克 雷 的 关心 和 黎 曼 
迅速 增长 的 名 声 , 使 得 政府 提升 黎 曼 来 接替 狄 利克 雷 。 这 样 , 黎 曼 
在 三 十 三 岁 时 成 了 高 斯 的 第 二 个 继任 者 。 为 了 减轻 他 的 家 庭 团 
难 , 当局 让 他 住 在 天 文 台 , 就 象 高 斯 曾经 住 在 天 文 台 一 样 。 最 真诚 
的 承认 一 一 那些 虽然 比 他 年 长 ， 但 在 某 种 程度 上 是 他 的 竞争 者 的 
数学 家 的 赞扬 一 一 现在 蜂 涌 而 至 。 在 一 次 去 柏林 访问 时 ， 他 受到 
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博 查 特 、 库 默 尔 、 克 罗 内 克 和 维尔 斯 特 拉 斯 的 宴请 。 各 种 学 术 协 
会 , 包括 伦敦 皇家 学 会 和 法 兰 西 科学 院 , 授予 他 会 员 的 荣誉 , 总 之 ， 
他 得 到 了 一 个 科学 家 通常 所 能 得 到 的 最 高 荣誉 。1860 年 访问 巴黎 
时 , 他 结识 了 法 国 第 -- 流 的 数学 家 , 特别 是 埃 尔 米 特 , 他 对 黎 曼 的 
称赞 是 没有 止境 的 。 这 一 年 ，1860 年 ， 是 数学 物理 史上 值得 记忆 
的 一 年 ， 因 为 在 这 一 年 , 黎 曼 开始 集中 写作 他 的 论文 < 关于 热传导 
的 一 个 问题 >， 他 在 这 篇 文章 中 发 展 了 二 次 微分 形式 (将 在 讲 到 黎 
曼 关于 几何 基础 的 工作 时 提 到 ) 的 全 部 方法 , 今天 二 次 微分 形式 是 
相对 论 的 基础 。 

黎 曼 的 物质 生活 随 着 他 被 任命 为 正教 授 而 大 大 改善 ， 他 在 三 

六 岁 时 有 能 力 结婚 了 。 他 的 妻子 伊 丽 泽 . 科 替 是 他 的 姐妹 的 朋 
友 。 婚 后 仅仅 一 个 月 , 黎 曼 在 1862 年 患 了 胸膜 炎 。 他 尚未 完全 恢 
复 又 患 了 肺病 。 有 影响 的 朋友 们 劝 使 政府 给 了 黎 曼 在 意大利 温暖 
的 气候 下 恢复 健康 的 费用 , 他 在 意大利 度 过 了 冬天 。 第 二 年 春天 ， 
他 在 返回 德国 的 途中 ， 在 他 访问 过 的 许多 意大利 城市 的 艺术 宝库 
中 得 到 了 极 大 的 愉快 。 这 是 他 一 生 中 短暂 的 夏天 。 

， 他 满怀 希望 , 离开 了 他 热爱 的 意大利 , 可 是 在 到 达 格 丁 根 时 只 
是 病 得 更 严重 了 。 在 回程 中 他 不 小 心 , 在 斯 普 昌 根山 口 步行 通过 
深 深 的 积 雪 时 ， 很 厉害 地 着 了 凉 。 第 二 年 八 月 (1863 年 ), 他 回 到 
意大利 , 首先 在 比萨 停留 , 他 的 女儿 伊 达 (用 他 姐姐 的 名 字 命 名 ) 在 
比萨 出 生 。 这 一 年 的 冬天 异常 严酷 ， 阿 尔 诺 河 也 封冻 了 。 五 月 他 
搬 进 比萨 城郊 的 小 别墅 。 他 的 妹妹 海伦 妮 在 那里 去 世 。 他 自己 的 
病 由 于 黄姜 病 而 更 加 麻烦 , 变 得 越 来 越 严 重 。 使 他 深 感 遗憾 的 是 ， 
他 不 得 不 拒绝 了 比萨 大 学 提供 给 他 的 教授 席位 。 格 丁 根 悚 慨 地 延 
长 了 他 的 休假 时 间 , 使 他 能 够 在 他 的 意大利 数学 界 朋 友 的 环绕 中 ， 
在 比萨 度 过 第 二 个 冬天 。 但 是 进一步 的 并 发 症 使 他 海 望 同 家 ， 在 
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里 窜 那 和 热那亚 恢复 健康 无 效 以 后 ， 他 在 10 月 回 到 了 格 丁 根 , 在 
那里 , 他 度 过 了 一 个 可 以 算得 健康 的 冬天 。 

整个 这 段 时 间 , 他 有 力气 时 就 工作 。 在 格 丁 根 , 他 常常 表示 想 
要 与 戴 德 金 谈 谈 他 尚未 完成 的 工作 ， 但 是 一 直 没有 感到 身体 强壮 
到 了 能 经 得 住 一 次 拜访 。 他 最 后 的 计划 中 有 一 项 是 关于 耳 林 的 力 
学 的 工作 , 他 留 下 来 没有 完成 。 他 曾经 希望 完成 这 件 工 作 , 以 及 其 
他 一 些 他 认为 很 重要 的 事情 , 他 为 恢复 他 的 力气 作 了 最 后 的 努力 ， 
回 到 了 意大利 。 他 最 后 的 日 子 是 在 骄 利 湖畔 塞 拉 斯 卡 的 一 栋 别 墅 
中 度 过 的 。 

戴 德 金 讲 述 了 他 的 朋友 是 怎样 去 世 的 。“ 但 是 他 的 力气 迅速 
衰退 ; 他 自己 感到 他 的 终点 接近 了 。 去 世 的 前 一 天 , 他 坐 在 一 棵 无 
花 果 树 下 工作 , 在 环绕 着 他 的 灿烂 的 风景 中 , 他 的 心灵 充满 了 愉悦 
ee 。 他 的 生命 缓 组 地 衰竭 ， 没 有 斗争 或 死亡 的 痛苦 ; 看 起 来 他 
仿佛 很 有 兴趣 地 注视 着 灵 强 脱离 撕 体 ; 他 的 妻子 不 得 不 给 他 领 圣 
餐 ,…… 他 对 她 说 ,“ 易 我 们 的 孩子 ”她 同 他 一 起 背诵 主 祷 文 ; 他 不 
能 说 话 了 。 在 听 到 “ 免 我 们 的 罪 这 几 个 字 时 , 他 卡 诚 地 向 上 望 去 ; 
她 感到 他 的 手 在 她 手 里 渐渐 变 凉 了 , 随 着 几 声 最 后 的 叹息 , 他 那 颗 
纯洁 、 高 尚 的 心 停止 了 跳动 。 在 他 父亲 的 家 里 给 他 养 成 的 温柔 的 
心 ,终生 与 他 同 在 , 他 忠实 地 服侍 他 的 上 帝 , 就 象 他 父亲 那样 , 但 是 
以 不 同 的 方式 。” 

黎 昌 就 这 样 在 他 成 名 的 天 才 的 光 来 中， 于 1866 年 7 月 20 
去 世 了 , 时 年 三 十 九 岁 。 在 他 的 意大利 朋友 们 为 他 竖立 的 墓碑 上 ， 
馈 文 的 最 后 一 句 是 :“ 凡 爱 上 帝 者 必 诸 事 顺 亲 o 


作为 一 个 数学 家 ， 黎 曼 的 伟大 在 于 他 给 纯 数 学 和 应 用 数学 揭 
示 的 方法 和 新 观点 的 有 力 的 普遍 性 和 无 限 的 范围 。 细 节 从 来 没有 
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使 他 气 蚀 ; 他 把 一 个 庞大 的 问题 的 整体 看 作 一 个 连贯 的 统一 体 . 甚 
至 关于 未 完成 的 计划 的 零星 笔记 ， 通 常 也 暗示 某 种 令 人 难忘 的 新 
奇 的 东西 , 因而 加 深 了 我 们 对 黎 曼 过 早 去 世 的 饶 惜 。 这 里 只 能 叙 
述 他 的 一 件 伟 大 的 杰作 ， 即 1854 年 关于 几何 基础 的 论文 ;虽然 我 
们 利用 克利 福 德 只 是 为 了 介绍 另 一 个 人 , 这 对 他 可 能 不 大 公平 ,但 
是 我 们 将 全 部 引用 他 1870 年 的 大 胆 的 论文 * 论 物质 的 空间 理论 >， 
作为 对 黎 曼 几 何 的 形体 和 精神 的 独特 的 预言 式 介绍 。 克 利 福 德 不 
是 一 个 缺乏 独创 的 模仿 者 ， 他 是 一 个 有 他 自己 辉煌 的 创造 性 头脑 
的 人 , 对 于 他 , 可 以 象 牛顿 说 到 科 芯 那样 说 , “要 是 他 还 活着 , 我 们 
就 可 能 知道 一 些 东 西 了 。” 任 何 熟 悉 相 对 论 的 物理 和 电子 波动 理论 
的 比较 有 用 的 通俗 解释 的 读者 ， 都 会 在 克利 福 德 的 简短 预言 中 状 
认 出 现在 一 些 理论 的 几 个 奇妙 的 轮廓 。 

: 黎 曼 指出 ， 正 如 有 不 同 的 线 和 曲面 ， 所 以 有 不 同 种 类 的 三 维 
空间 ;我 们 只 能 赁 经 验 去 找 出 我 们 生活 在 其 中 的 空间 属于 这 些 三 
维 空间 中 的 哪 一 类 。 特别 是 , 平面 几何 的 公理 在 一 张 纸 的 表面 上 ， 
的 试验 限度 内 是 成 立 的 , 然而 我 们 知道 , 这 张 纸 实际 上 布 满 了 许多 
小 皱纹 ,在 这 些 皱纹 上 ( 合 曲 率 不 为 0), 这些 公 理 不 成 立 。 他 说 ， 
同样 地 ， 虽 然 立体 几何 的 公理 在 试验 的 限度 内 对 于 我 们 空间 的 有 
限 部 分 是 成 立 的 ， 然 而 我 们 没有 理由 得 出 它们 对 于 非常 小 的 部 分 
也 成 立 的 结论 ; 如 果 因 此 能 够 对 于 物理 现象 的 解释 得 到 什么 帮助 
的 话 ， 我 们 就 有 理由 得 出 它们 对 于 空间 的 很 小 的 部 分 不 成 立 的 结 
论 。 

“我 要 在 这 里 指出 一 种 方法 ,使 这 些 思考 可 以 应 用 于 物理 现象 
的 研究 。 我 认为 实际 上 

(1) 空间 的 小 部 分 事实 上 具有 一 种 人 性质， 类 似 于 在 一 张 普通 
水 平 程度 的 曲面 上 的 小 丘 ， 即 普通 的 儿 何 规律 在 它们 上 不 成 立 。 
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(2) 这 种 旦 弯曲 或 扭曲 的 性 质 ， 以 波 的 方式 连续 地 从 空间 的 


~- 部 分 过 渡 到 另 一 部 分 。 

(3) 空间 曲率 的 这 种 变化 是 我 们 称 为 物质 运动 (不 管 这 物质 
是 重 还 是 轻 ) 的 那 种 现象 中 真正 发 生 的 。 

(4) 在 物理 世界 中 , 根据 (也 许 是 ) 连 续 的 规律 , 除了 这 个 变化 
以 外 没有 其 他 事情 发 生 。 

“我 尽量 一 般 地 解释 这 个 假设 中 的 复 届 折 规律 , 但 是 还 没有 得 
出 任何 确定 到 了 可 以 公布 的 结果 。” 

黎 曼 也 相信 他 的 新 几何 会 被 证 明 具有 科学 上 的 重要 意义 。 如 
他 的 论文 (克利 福 德 的 翻译 ) 的 结尾 所 表明 的 ; 

“因此 要 末 构 成 空间 基础 的 现实 必须 形成 一 个 离散 的 流 形 , 要 
末 我 们 必须 在 作用 于 它 上 面 的 约束 力 中 , 寻找 在 它 之 外 的 、 它 的 度 
量 关系 的 基础 。 | 

“对 这 些 问 题 的 回答 ， 只 能 从 以 前 由 经 验 辨 明 的 现象 (牛顿 假 
定 这 种 现象 是 基础 ) 的 构想 出 发 去 得 到 , 也 可 以 从 在 这 种 构想 中 做 
它 所 不 能 解释 的 事实 所 要 求 的 逐次 改变 去 得 到 。” 他 接着 说 ， 象 他 
自己 的 那些 从 一 般 概念 开始 的 研究 , “对 于 避免 这 项 工作 变 得 被 过 
于 狭窄 的 观点 所 芒 碍 是 有 用 的 ， 对 于 避免 事物 的 互相 依赖 的 知识 
进展 被 传统 的 偏见 所 妨碍 也 是 有 用 的 。 

“这 引导 我 们 进入 另 一 门 科学 ， 即 物理 科学 的 领域 ， 这 项 工作 
的 目的 今天 不 允许 我 们 进入 这 个 领域 。” 

黎 曼 1854 年 的 工作 对 几何 有 了 一 种 新 的 看 法 。 他 想象 的 几 
何 是 非 欧 儿 里 得 几何 ,不 是 在 罗 巴 切 夫 斯 基 和 约翰 . 鲍 耶 意义 上 的 
非 欧 几何 ， 也 不 是 在 黎 受 自己 的 钝 角 假设 (如 在 第 十 六 章 中 解释 
的 ) 这 一 苦心 之 作 的 意义 上 的 非 欧 几 何 , 而 是 在 一 个 依赖 于 测量 概 
念 的 更 广泛 的 意义 上 的 非 欢 几何。 把 测量 关系 孤立 地 作为 黎 曼 理 
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论 的 中 枢 , 是 对 它 的 误解 ; 这 个 理论 包含 的 东西 远 比 一 个 测量 的 可 
以 实行 的 原理 为 多 , 但 这 是 它 的 一 个 主要 特征 。 对 黎 曼 简单 扼要 
的 论文 的 任何 解释 , 都 不 能 说 明 这 篇 论文 中 的 全 部 内 涵 ; 然而 , 我 
们 将 试图 说 明 他 的 一 些 基本 思想 , 我 们 将 选择 三 点 流 形 的 概念 ， 
距离 的 定义 , 以 及 流 形 的 曲率 的 概念 。 

一 个 流 形 是 一 类 物体 (至 少 在 通常 的 数学 中 )， 使 得 这 个 类 中 
的 任意 一 个 成 员 , 都 能 通过 给 它 指定 的 一 些 数 来 完全 确定 , 这 些 数 
按 确定 的 顺序 排列 ,相应 于 元 素 的 “可 数 ”性 质 , 已 知 顺序 的 指定 ， 
相应 于 “可 数 ” 性 质 的 一 个 预先 指定 的 顺序 化 。 即 使 这 可 能 甚至 比 
黎 曼 的 定义 更 难 理解 , 但 它 仍然 是 据 以 开始 的 一 个 有 效 的 起 点 , 它 

普通 数学 中 相当 于 : 一 个 流 形 是 一 个 有 序 的 数 (zi，za，…,m) 的 

‘in 元 组 ”的 集合 , 括 弧 ( ) 表 示 数 ww, za，……m 应 按 已 知 的 顺序 写 。 

两 个 这 样 的 m 元 组 (zi，za， …, 4) 和 《of ，…,9。), 当 它们 中 的 对 应 

数 分 别 相 等 ， 即 当 04 一 bi1，0a 一 ga 0 一 办 时 ， 而 且 仅 仅 在 这 种 
“情形 下 , 两 个 mw 元 组 是 相等 的 。 

如 果 流 形 中 的 每 一 个 这 样 的 有 序 元 组 中 恰好 出 现 n 个 数 ， 
那么 就 说 流 形 是 呈 维 的 。 因 此 我 们 又 回 到 谈论 笛 卡 儿 坐 标 了 。 如 
果 (zu za …, wm) 中 的 每 一 个 数 都 是 正 整 数 , 0, 或 负 整 数 , 或 者 如 果 
它 是 任意 一 个 可 数 集 (元 素 可 以 数 作 1，2，3，…… 的 集合 ) 的 元 
素 , 并 且 如 果 这 对 于 集中 的 每 一 个 ”元 组 都 成 立 , 那么 就 说 流 形 是 
离散 的 。 如 果 数 w…… 可 以 连续 取 值 (如 在 -个 点 沿 着 一 条 线 
的 运动 中 那样 ), 那么 流 形 是 连续 的 。 

这 个 有 效 定义 忽略 了 一 一 有 意 地 一 一 有 序 ”元 组 的 集合 是 否 
是 “ 流 形 ”， 或 者 由 这 些 n 元 组 ' 走 示 ” 的 某 些 东西 是 否 是 “ 流 形 ” 的 
问题 ,这 样 , 当 我 们 说 (cz,y) 是 平面 上 一 个 点 的 坐标 时 , 我 们 并 没有 
问 “ 平 面 上 的 一 个 点 ”是 什么 , 而 是 着 手 用 这 些 有 序数 对 (z, 9) ,其 
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中 2, 9 独立 地 跑 遍 所 有 实数 。 另 一 方面 , 有 时 候 把 我 们 的 注意 力 
放 在 诸如 (z，9) 这样 的 符号 表示 些 什 么 上 面 是 有 利 的 。 这 样 ， 如 
果 42 是 一 个 人 的 按 秒 计算 的 年 龄 , y 是 他 的 按 厘米 计算 的 身高 , 我 
们 可 能 对 这 个 人 或 者 所 有 这 一 类 人 感 兴趣 ， 而 不 是 对 他 的 坐标 感 
不 再 涉及 “空间 “是 ”什么 一 一 不 管 “ 是 ”是 否 意 味 着 与 “空间 > 有关 
的 东西 。 对 一 个 现代 数学 家 来 说 ， 空 间 只 是 上 面 所 描述 的 那 类 数 
的 流 形 , 空间 的 这 个 概念 是 从 黎 曼 的 “ 流 形 ” 中 产生 出 来 的 。 

黎 曼 在 讲 到 测量 时 说 ,“ 测 量 在 于 需要 比较 的 量 的 到 加， 如 果 
没有 这 一 点 ， 量 就 只 能 在 一 个 量 是 男 一 个 量 的 一 部 分 时 才能 比较 
了 , 那 就 只 能 决定 多 和 少 , 而 不 能 决定 多 少 了 。” 可 以 顺便 说 一 下 ， 
测量 的 一 个 一 致 的 和 有 用 的 理论 , 目前 是 理论 物理 , 特别 是 量子 和 
相对 论 在 其 中 具有 重要 意义 的 一 切 问题 中 的 一 个 迫切 需要 的 东 
西 。 

黎 曼 再 次 从 哲学 的 一 般 原则 下 降 到 不 那么 神秘 的 数学 ， 黎 曼 
着 手 制定 了 一 个 距离 的 定义 ， 这 是 从 他 的 测量 的 概念 中 提取 出 来 
的 , 它 已 经 证 明 在 物理 和 数学 两 方面 都 是 富有 成 效 的 。 毕 达 哥 拉 - 
斯 命题 


6 


-b+ 或 4 一 VWT0 ,其 中 是 直角 三 角形 的 最 长 边 ,5,6 是 
其 它 两 边 的 长 度 ， 是 在 平面 上 测量 距离 的 基本 公式 。 怎 样 把 它 推 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 六 章 ”真诚 的 心灵 589 


广 到 曲面 上 呢 ? 平面 上 的 直线 相当 于 曲面 上 的 测 地 线 ( 见 第 十 四 
章 ); 但 是 在 球面 上 , 例如 , 对 于 由 测 地 线形 成 的 直角 三 角形 , 毕 达 
可 拉 斯 命题 不 成 立 。 黎 曼 象 下 面 这 样 把 毕 达 哥 拉 斯 公式 推广 到 任 
意 流 形 . 
设 (zi， Wo, 5 名 (wi 十 01， Wa 十 V2， a n+ vn) 是 流 形 上 
的 两 个 “点 ”的 坐标 , 这 两 个 点 是 互相 “无 限 接近 ”的 。 对 于 我 们 现 
在 的 目的 ,“ 无 限 接近 ”的 意义 是 , 比 测量 在 流 形 上 的 这 两 个 点 “分 
高 程度 ”的 2 ，w，……， 的 二 次 霹 高 的 短 次 可 以 被 忽略 不 计 。 
为 简单 起 见 ,我 们 说 明 m4 时 的 意义 一 一 给 出 在 四 维 空间 中 两 个 
邻近 点 的 距离 , 这 个 距离 是 
9H4012 十 gaa022 十 gas782 十 gad002 
十 gaog122 十 gi30123 + 9.4010 
十 gase03 十 ga40204 
十 gad0304 
的 平方 根 ， 其 中 十 个 系数 gta，…… ，9a4 是 21，w2， Xa, 24 的 函数 。 
对 于 所 有 9 的 一 个 特别 选择 , 一 个 “空间 ”就 被 确定 了 。 这 样 我 们 
可 以 有 ga 一 1 922 一 1，gas 一 4，ga4 一 一 1, 所 有 其 它 的 9i 是 零 ; 或 
者 我 们 可 以 考虑 一 个 空间 ， 其 中 除 gu 和 ga4 外 ， 所 有 的 gy 是 零 ， 
等 等 。 相 对 论 中 考虑 的 空间 具有 这 种 一 般 类 型 , 其 中 除了 ga gs， 
gas 和 ga4 以 外 的 所 有 9 是 零 ， 这 些 是 一 些 包 括 vw1，w2，ws, wa 的 简 
单 表示 式 。 
在 % 维 空间 的 情形 , 邻近 点 之 闻 的 距离 以 类 似 的 方法 定义 ; 一 
般 表 达 示 包含 1/2n《n 十 1) 项 ,已 知 对 于 两 个 邻近 点 的 距离 的 已 推 
广 的 毕 达 哥 拉 斯 公式 ， 找 出 空间 中 任意 两 点 之 间 的 距离 是 一 个 积 
分 学 中 的 可 解 问题 。 一 个 其 度量 (测量 体系 ) 由 上 述 类 型 的 公式 确 
定 的 空间 称 为 黎 曼 空间 。 
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曲率 , 如 黎 曼 所 表达 的 (在 他 之 前 高 斯 表达 过 ; 见 关 于 高 斯 那 
一 章 ), 是 从 普通 经 验 得 出 的 男 一 个 概括 。 一 条 直线 的 曲率 是 零 ; 
508 一 条 曲线 偏离 直线 的 量 的 测量 ， 可 以 是 对 曲线 上 的 每 一 点 都 相同 
的 (就 象 对 于 圆 那样 )， 或 者 当 通过 应 用 无 穷 小 表示 “曲率 量 ” 又 成 
为 必要 时 , 它 可 以 在 曲线 上 逐 点 逐 点 变化 。 对 于 曲面 , 曲率 同样 地 
由 偏离 平面 的 量 来 测量 , 平面 曲率 为 零 。 这 可 以 加 以 概括 , 象 下 面 
这 样 使 之 更 精确 一 些 。 为 简单 起 见 , 我 们 首先 说 明 二 维 空间 的 情 
形 ， 即 对 于 一 个 象 我 们 通常 想象 曲面 的 曲面 的 情形 。 由 表示 已 知 
项 面 ( 当 函 数 ga，9%a，gs 为 已 知 时 确定 了 的 ) 上 邻近 点 距离 平方 
的 公式 
OH01 十 gia0102 十 gas023， 
完全 用 已 知 函 数 gun，g19，gas 来 计算 曲面 上 任意 点 的 曲率 的 大 小 
是 可 能 的 。 现 在 用 普通 的 语言 谈论 一 个 高 于 二 维 的 空间 的 “曲率 ?” 
是 毫 无 意义 的 。 但 是 黎 曼 推广 了 高 斯 的 曲率 , 着手 以 同样 的 数学 
方式 建立 一 个 在 wm 维 空间 的 一 般 情形 中 包含 一 切 gy 在 内 的 表示 
式 , 它 和 对 于 曲面 曲率 的 高 斯 表示 式 一 样 ， 在 数学 上 是 同一 类 的 ， 
这 个 推广 的 表示 式 就 是 他 所 说 的 空间 的 曲率 测量 。 展 示 一 个 高 于 
二 维 的 曲面 空间 的 表示 是 可 能 的 , 但 是 这 些 对 直觉 的 帮助 ,大概 就 
象 给 一 个 没有 脚 的 人 一 对 破 拐杖 一 样 无 用 ， 因 为 它们 没有 给 理解 
增加 什么 东西 , 而且 它们 在 数学 上 是 没有 用 的 。 
为 什么 黎 曼 要 做 这 一 切 , 它 产生 了 什么 结果 呢 ? 我 们 除了 提示 
黎 曼 做 了 所 做 的 事情 , 是 因为 他 过 人 的 精力 驱使 他 去 做 之 外 , 不 打 
算 回 答 第 一 个 问题 ， 我 们 可 以 简略 地 列举 一 些 从 黎 曼 对 几何 思想 
的 革命 中 产生 的 结果 。 首 先 , 它 把 为 了 特殊 目的 一 一 用 于 动力 学 ， 
或 纯 几 何 学 ,或 物理 科学 一 一 的 .数目 无 限 多 的 “空间 ”和 “几何 ”的 
创造 , 置 于 专业 几何 学 家 的 能 力 范围 之 内 , 它 把 大 量 重要 的 几何 定 
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理 , 捆 成 能 够 很 容易 作为 整体 处 理 的 紧 紧 的 一 束 。 其 次 , 它 澄清 了 
我 们 的 空间 概念 , 至 少 就 数学 家 讨论 的 “空间 ”而 言 是 这 样 的 , 剥 去 
了 那个 神秘 的 虚构 空间 的 最 后 的 神秘 外 壳 。 黎 曼 的 成 就 教会 了 数 
学 家 们 不 相信 任何 几何 ， 或 任何 空间 可 以 作为 人 类 直 党 的 必要 的 
模式 。 它 是 绝对 空间 的 最 后 一 道 催 命 符 , 也 是 十 九 世 纪 物 理学 的 
“绝对 空间 ”的 第 一 道 催 命 符 。 

最 后 , 黎 曼 所 定义 的 曲率 , 他 为 研究 二 次 微分 形式 (那些 给 出 
任意 维 数 的 空间 中 邻近 点 之 间距 离 平 方 的 公式 ) 设 计 的 方法 , 和 他 
对 于 曲率 是 一 个 不 变量 (在 前 几 章 解释 的 专门 意义 上 的 ) 这 一 事实 
的 认识 , 都 在 相对 论 理论 中 找到 了 物理 解释 。 相对 论 是 否 最 终 形 
式 并 不 是 要 点 ; 自从 相对 论 问世 以 来 , 我 们 对 于 物理 科学 的 见解 已 
不 同 于 以 往 。 没有 黎 曼 的 工作 , 这 个 对 于 科学 思想 的 革命 是 不 可 
能 的 一 一 除非 某 个 后 来 的 人 创造 出 黎 曼 创造 的 概念 和 数学 方法 。 
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510 我 们 因此 看 出 理想 素 因 子 揭示 了 复数 
的 本 质 , 仪 乎 使 得 它们 明白 易 懂 , 并 揭露 了 
它们 内 部 透明 的 结构 。 

我 的 大 多 数 读者 会 大 失 所 望 地 得 知 ， 
由 于 这 个 平凡 的 观察 ， 连 续 的 秘密 就 要 被 
揭 开 了 。 


ry 
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这 是 一 个 奇怪 的 事实 ， 虽 然 算术 一 一 数论 一 一 是 产生 比 数 学 


的 任何 其 它 学 科 更 深奥 的 问题 和 更 有 力 的 方法 的 丰富 源泉 ， 但 是 
它 通常 被 看 作 是 停留 在 主要 进展 的 一 个 方面 ， 作 为 对 几何 和 分 析 
学 的 比较 浮华 的 成 就 、 特 别 是 它们 对 物理 科学 的 贡献 中 的 成 就 的 
一 个 或 多 或 少 冷血 的 旁观 者 , 过 去 的 两 千年 里 , 很 少 有 大 数学 家 在 
“ 纯 数 ”的 科学 进展 上 作 过 认真 的 努力 。 

很 多 原因 决定 了 对 于 毕竟 是 与 数学 同等 优秀 的 东西 的 奇怪 的 
忽视 。 在 这 些 原 因 中 , 我 们 只 需要 注意 下 面 的 : 目前 算术 在 固有 的 
难度 方面 , 处 于 比 数 学 的 其 他 各 大 领域 更 高 的 程度 ; 数论 对 科学 的 
直接 应 用 是 很 少 的， 而 且 不 容易 被 有 创造 力 的 数学 家 中 的 普通 人 
看 出 来 , 虽然 一 些 最 伟大 的 数学 家 已 经 感觉 到 , 自然 的 真正 数学 最 
少 是 一 
些 数 学 家 , 甚至 是 大 数学 家 一 一 通过 在 分 析 : 几何 和 应 用 数学 中 收 
获 惊 人 地 成 功 的 比较 容易 的 收成 ， 企 图 在 他 们 自己 那 一 代 中 得 到 
尊敬 和 和 名望, 这 只 不 过 是 合乎 常情 的 。 甚至 高 斯 也 届 从 过 这 使 他 
在 中 年 极为 快 悔 。 

现代 算术 库 黑 尔 的 理论 始 于 
他 试图 证 明 费 马 大 定理 , 这 已 经 提 到 过 了 (第 二 十 五 章 )。 这 个 人 
长 寿 的 一 生 中 有 些 事情 可 以 在 我 们 讨论 到 戴 德 金 之 前 谈 谈 。 库 默 
尔 是 一 个 典型 的 老 派 德国 人 ， 有 着 最 好 不 过 地 刻 划 了 在 迅速 消亡 
的 那 一 类 人 的 特性 的 全 部 直率 单纯、 好 脾气 和 有 趣 的 幽默 。 这 些 
老 古董, 木质 已 经 陈旧 ， 可 以 在 上 一 代 的 任何 旧金山 德国 花园 酒店 
的 柜台 后 面 找 到 。 

虽然 埃 内 斯 特 ' 爱 德 华 , 库 默 尔 (1810 年 1 月 29 日 一 1893 年 
5 月 14 日 ) 出 生 于 拿破仑 失势 之 前 仅仅 五 年 ， 法 国 这 位 光荣 的 皇 
帝 在 库 默 尔 的 生活 中 却 起 了 重要 的 、 即 使 是 不 知 不 觉 的 作用 。 库 
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默 尔 是 德意志 索 劳 ( 那 时 属 勃 兰 登 堡 公国 ) 的 一 位 医生 的 儿子 ， 他 
在 三 岁 时 失去 了 父亲 ， 拿 破 仑 大 军 的 满 身 重子 的 幸存 者 ， 通 过 惩 
意志 零 零 落落 地 回 到 法 国 ， 带 着 俄国 人 特有 的 礼物 斑 疹 伤寒 ， 与 
爱 清洁 的 德国 人 一 起 大 量 分 享 了 这 一 礼物 。 这 位 操劳 过 度 的 医生 
染 上 了 这 种 病 ， 死 控 了 ， 把 埃 内 斯 特 和 他 的 哥哥 留 给 寒 妻 照料 。 
年 轻 的 库 默 尔 在 艰难 贫困 中 长 大 ， 但 是 他 的 艰苦 奋斗 的 母亲 ， 不 
管 怎样 , 设法 让 她 的 儿子 们 上 完了 当地 的 中 学 。 拿破仑 时 代 法 国 
人 的 傲慢 和 苛 捐 杂 税 , 以 及 他 母亲 竭力 保持 的 对 他 父亲 的 记忆 , 使 
年 轻 的 库 默 尔 实际 上 成 了 极端 爱国 者 ， 他 以 真正 的 热忱 ， 在 后 半 
生 把 他 超人 的 科学 才能 用 来 在 柏林 的 军事 学 院 给 德意志 军官 讲授 
弹道 学 。 他 的 许多 学 生 在 普法 战争 中 都 干 得 很 好 。 

库 默 尔 十 八 岁 时 (1828 年 )， 他 母亲 把 他 送 进 哈 雷 大 学 学 神 
学 , 并 在 其 他 方面 使 他 适 于 在 教会 供职 。 由 于 贫穷, 库 默 尔 不 能 信 
在 大 学 里 , 而 是 背 着 装 食物 和 书本 的 背包 ; 每 天 从 索 劳 到 哈雷 来 回 
奔波 。 关 于 他 的 神学 学 习 , 库 默 尔 作 了 有 趣 的 观察 , 发 现 一 个 对 抽 
象 思维 有 才能 的 人 , 究竟 是 从 事 哲 学 还 是 从 事 数学 , 多 少 是 一 桂 由 
偶然 因素 或 环境 决定 的 事情 。 在 他 自己 的 情形 ,偶然 因素 是 海 因 
里 希 . 费 迪 南 德 舍 尔 克 (1798 一 1885) 在 哈雷 担任 数学 教授 。 会 尔 
克 是 个 相当 老 派 的 人 , 但 是 他 对 代数 和 数论 很 热心 , 他 把 这 种 热心 
传 给 了 年 轻 的 库 默 尔 。 在 舍 尔 克 的 指导 下 , 库 默 尔 很 快 就 抛弃 了 他 
的 伦理 和 神学 学 科 , 去 学 习 数 学 。 库 默 尔 模仿 笛 卡 儿 , 说 他 更 喜欢 数 
学 而 不 是 折 学 ; 因为 “纯粹 错误 和 诬 误 的 观点 不 能 进入 数学 。” 要 是 
库 默 尔 活 到 今天 , 他 可 能 会 修改 他 这 种 说 法 , 因为 他 是 一 个 宽 宏大 
量 的 人 , 而 现在 数学 中 的 那些 哲学 倾向 , 有 时 令 人 奇怪 地 想到 中 世 
纪 的 神学 。 库 默 尔 上 大 学 三 年 级 时 , 解决 了 数学 中 的 一 道 难题 ,在 
二 十 一 岁 时 (1831 年 9 月 10 日 ) 被 授与 博士 学 位 。 当时 大 学 没有 
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空位 子 , 库 默 尔 在 他 过 去 上 的 中 等 学 校 开始 了 教师 生涯 。 

1832 年 他 迁 往 利 格 尼 芯 , 在 那里 的 中 学 教 了 十 年 书 ， 正 是 在 
那里 , 他 使 克 罗 内 克 开 始 了 他 革命 性 的 事业 。 幸 运 的 是 , 库 默 尔 不 
象 处 于 同样 境况 的 维尔 斯 特 拉 斯 那样 手头 持 据 ， 还 能 付 得 起 进行 
科学 通信 的 邮资 。 和 库 默 尔 一 起 分 享 他 的 数学 发 现 的 著名 数学 家 
们 (包括 雅 可 比 )， 努 力 使 这 位 担任 中 学 教师 的 年 轻 天 才 得 到 最 早 
的 机 会 , 被 提升 到 更 适合 于 他 的 位 置 上 去 ，1842 年 库 默 尔 被 任命 
为 布雷 斯 劳 大 学 的 数学 教授 。 他 在 那里 一 直 教 到 1855 年 , 当时 高 
斯 的 去 世 造 成 了 欧洲 数学 界 大 范围 的 变动 。 

据说 狄 利克 雷 在 柏林 是 很 满意 的 ， 那 时 柏林 是 世界 的 数学 首 
都 。 但 是 在 高 斯 去 世 时 ， 狄 利克 雷 不 能 抗拒 接替 这 位 数学 家 之 王 
和 他 本 人 以 前 的 老师 担任 格 丁 根 大 学 教授 的 诱惑 。 甚 至 在 今天， 
作 “ 高 斯 的 继任 者 ”的 荣誉 ， 对 于 可 以 轻而易举 地 在 其 它 职位 上 失 
到 更 多 的 钱 的 数学 家 们 ， 也 仍然 具有 不 可 抗拒 的 吸引 力 ， 直 到 
最 近 , 格 丁 根 还 是 能 够 选择 它 愿 意 挑选 的 人 。 库 默 尔 受 到 他 的 同 
代数 学 家 们 的 高 度 尊 敬 ， 这 从 人 们 一 致 推选 他 为 狄 利 克 雷 在 柏林 
的 继任 者 这 个 事实 ,就 可 以 判断 出 来 。 从 二 十 九 岁 起 , 他 就 是 皇家 
柏林 科学 院 的 通信 院士 。 他 现在 〈1855 年 ) 在 大 学 和 科学 院 两 方 
面 都 继任 狄 利克 雷 的 位 置 ， 而 且 还 被 任命 为 柏林 军事 学 院 的 教 
授 。 

库 默 尔 是 科学 天 才 中 最 罕见 的 天 才 之 一 ， 这 些 天 才 在 最 抽象 
的 数学 , 在 数学 对 实际 事务 , 包括 战争 这 个 人 类 全 部 恩 几 行 为 中 最 
无 耻 的 实际 事务 的 应 用 方面 , 以 及 最 后 ,在 进行 极其 优秀 的 实验 物 
理 的 能 力 方面 , 都 是 第 一 流 的 。 他 最 杰出 的 工作 是 在 数论 上 , 在 这 
个 领域 中 , 他 深刻 的 独创 性 促使 他 作出 了 一 些 最 重要 的 发 明 , 但 是 
在 其 他 领域 一 -分 析 、 儿 何 、 应 用 物理 一 一 中 , 他 也 做 出 了 突出 的 
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工作 。 虽然 库 默 尔 在 高 笠 算 术 方面 的 开拓 性 的 进展 , 使 他 有 资格 
与 非 欧 几何 的 创造 者 相 比美 ,我 们 在 回顾 他 一 生 的 八 十 三 年 时 , 不 
知 为 甚么 得 到 这 样 一 个 印象 , 就 是 尽管 他 的 成 就 是 辉煌 的 , 但 他 没 
有 完成 他 能 够 做 到 的 一 切 。 也 许 是 他 的 缺乏 个 人 野心 (下 面 要 举 
出 一 个 例子 ), 他 的 悠闲 和 和 议 , 以 及 他 种 达 的 幽默 感 , 阻止 他 去 作 打 
破 记录 的 努力 。 

库 黑 尔 在 数论 方面 所 做 工作 的 性 质 ， 已 经 在 关于 克 罗 内 克 的 
那 一 本 中 叙述 过 了 : 人 


站 
ee 


ee 


于 双 二 交互 反 律 的 工作 , 养 导 找 高 于 四 次 的 互 反 律 。 

正如 前 几 章 中 提 到 过 的 ， 库 默 尔 的 “理想 数 "现在 已 大 部 分 被 
戴 德 金 的 “理想 ”所 代替 , 我 们 将 在 讲 到 理想 时 加 以 描述 , 所 以 没有 
必要 在 这 里 尝试 几乎 不 可 能 的 事 ， 即 用 非 专 门 的 语言 解释 库 默 尔 
的 “ 数 ” 是 些 什么 。 但 是 他 利用 这 些 数 取得 的 成 绩 , 可 以 为 本 书 这 
样 的 记述 充分 精确 地 予以 说 明 ; 库 默 尔 证 明了 ,a7 二 yr 二 x?，p 是 素 
数 ,对 于 很 广泛 的 整整 一 类 素数 p, 在 凡是 非 0 的 整数 mw y, “中 都 
是 不 可 能 的 。 他 对 一 切 素数 证 明 费 马 定理 时 没有 成 功 ; 某 些 “ 特 殊 
的 素数 ” 逃脱 了 库 默 尔 的 网 一 一 而 且 仍然 泛 肌 在 外 。 然而 库 默 尔 
向 前 推进 的 这 一 步 , 远 远 超出 了 他 所 有 的 前 辈 曾经 做 过 的 工作 , 以 
至 他 几乎 不 由 自主 地 成 为 名 人 。 他 被 授与 一 项 他 没有 去 竞争 的 奖 
金 。 / 
法 兰 西 科 西 院 关 于 它 1857 年 “大 奖 ” 赛 的 报告 , 全 文 如 下 , “ 关 
于 对 数学 科学 大 奖 赛 的 报告 。 大 奖 赛 设 于 1853 年 ， 结 束 于 1856 
年 。 委员 会 发 现 提交 参加 竞赛 的 那些 著作 中 ,没有 值得 授予 奖金 
的 著作 ， 故 此 建议 科学 院 将 奖金 授与 新 . 库 默 尔 , 以 奖励 他 关于 由 
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单位 元 素 根 @ 和 牙 数 构成 之 复数 的 卓越 研究 。 科 学 院 采 纳 了 这 一 
建议 。” 

库 默 尔 关于 费 马 大 定理 的 最 早 的 工作 , 日 期 为 1835 年 10 月 。 
1844 一 1847 年 他 又 写 了 一 些 文章 ， 最 后 一 篇 的 题目 是 “关于 w? 十 
内 一 好 对 于 无 限 @@ 多 个 素数 刀 的 不 可 能 性 之 费 马 定理 的 证 明 >。 他 
不 断 补充 改进 他 的 理论 ， 包 括 他 对 于 高 次 互 反 律 的 应 用 ， 直 到 
1874 年 为 止 , 那 时 他 已 六 十 四 岁 了 。 

虽然 这 些 高 度 抽象 的 研究 是 他 最 感 兴趣 的 领域 ， 虽 然 他 对 自 
己 说 ,“ 为 了 更 准确 地 说 明 我 个 人 的 科学 态度 , 我 可 以 适当 地 把 它 
称 做 理论 的 …… 我 特别 努力 得 到 这 样 的 数学 知识 , 它们 不 用 涉及 
应 用 就 能 在 数学 中 找到 它们 的 适当 地 位 。” 库 默 尔 不 是 狭隘 的 专 
家 , 他 多 少 有 点 象 高 斯 , 好 象 对 纯 数 学 和 应 用 科学 两 方面 都 同样 喜 
爱 。 高 斯 通过 他 的 著作 , 确实 是 库 默 尔 的 真正 老师 , 而 这 个 机 敏 的 
学 生 也 证 明了 他 的 奋发 精神 ， 他 发 展 了 他 的 老师 关于 超 几 何 级 数 
的 工作 ， 给 高 斯 已 经 做 过 的 工作 增加 了 重大 的 发 展 这 些 发 展 
今天 在 数学 物理 中 最 经 常 反 复出 现 的 微分 方程 理论 中 十 分 有 
用 。 

此 外 , 哈密 顿 关 于 射线 组 (在 光学 中 ) 的 精采 工作 , 鼓舞 库 默 尔 
作出 了 他 自己 的 一 个 最 美好 的 发 现 ， 即 以 他 的 名 字 命 名 的 四 次 曲 


四 ”如果 z2 十 yp 一 22, 那么 2? 一 97? 一 y?, 把 sp 一 %2 分 解 成 一 阶 的 2 个 因子 , 我 们 

得 到 
22 一 (8 一 2) (3 一 99) (8 一 7290)… (2 一 9p~ 功 )， 

其 中 7 是 “第 p 个 单位 元 素 根 ”( 除 1 以外), 即 7? 一 1 一 0, 7 不 等 于 1。 由 7 生成 的 p 
次 域 中 的 代数 整数 , 是 库 默 尔 引 进 费 马 方程 和 的 研究 中 的 那些 数 ， 它 们 使 他 发 明了 在 这 
个 域 中 重建 唯一 因子 分 解 的 他 和 的 “理想 数 ” 一 一 在 这 样 一 个 域 中 的 一 个 整数 ， 在 对 于 
所 有 素数 p 的 域 中 不 是 唯一 的 素数 乘积 。 

@ 在 库 软 尔 的 标题 中 的 “无 良 ” 仍 然 是 (1936 年 ) 不 合理 的 ， 应 该 用 “很 多 ”代替 
“无 限 ”。 
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面 的 发 现 , 当 欧 几 里 得 空间 是 四 维 的 (而 不 是 我 们 平常 想象 的 三 维 
的 )， 就 象 以 直线 代替 点 作为 构成 空间 的 不 可 约 元 素 时 发 生 的 那 
样 , 这 种 曲面 在 欧 几 里 得 空间 的 几何 中 起 了 重要 作用 。 在 十 九 世 纪 
几何 学 的 整整 一 个 部 分 由 ， 这 个 曲面 (以 及 它 到 高 维 空间 的 推广 ) 
占据 了 中 心 位 置 ; 据 发 现 ( 由 凯 莱 发 现 ), 它 可 以 利用 四 重 周期 函数 
表示 出 来 (参数 表示 一 一 见 高 斯 那 一 章 )， 雅 可 比 和 埃 尔 米 特 在 这 
些 函 数 上 作 了 最 重要 的 努力 。 

最 近 ( 自 1934 年 以 来 ), 阿 瑟 . 埃 丁 顿 曙 士 观察 到 , 库 默 尔 的 曲 
面 与 量子 力学 中 的 狄 拉 克 波 动 方程 有 一 种 亲缘 关系 (二 者 有 同样 
的 有 限 群 ; 库 默 尔 的 曲面 是 四 维 空间 中 的 波 曲面 )。 

为 了 完成 这 个 循环 ， 库 默 尔 被 他 对 射线 组 的 研究 带 回 到 物理 
学 , 他 对 大 气 折射 理论 作出 了 重要 贡献 。 他 在 军事 学 院 的 工作 中 ， 
通过 表明 他 自己 在 弹道 学 工作 中 是 第 一 流 的 实验 者 ， 使 科学 界 大 
吃 一 惊 。 库 默 尔 以 他 特有 的 幽默 ， 为 他 在 数学 上 的 这 种 糟糕 的 咯 
落 辨 解 : “ 当 我 用 实验 去 解决 一 个 问题 时 , ”他 对 一 个 年 轻 的 朋友 
说 , “这 就 证 明 这 个 问题 是 数学 上 很 难 解决 的 。” 

库 默 尔 记得 他 自己 为 了 受 教育 所 作 的 奋斗 和 他 母亲 作出 的 种 
种 牺牲 , 因而 他 不 仅 对 他 的 学 生 们 是 一 位 父亲 , 对 他 们 的 父母 也 是 
一 位 类 似 兄 弟 的 人 。 成 千 上 万 的 年 轻 人 在 人 生 的 旅途 上 , 在 柏林 
大 学 或 军事 学 院 得 到 过 库 默 尔 的 帮助 , 对 他 感激 不 尽 , 他 们 终生 饮 
记 他 , 把 他 当 作 一 位 伟大 的 教师 和 朋友 。 一 次 , 一 个 就 要 参加 博士 
学 位 考试 的 、 贫穷 的 年 轻 数学 家 , 因 患 天 花 , 不 得 已 回 到 靠近 俄国 
边境 的 波 森 的 家 中 去 了 。 他 走 后 没 有 来 过 信 , 但 是 人 们 知道 他 贫 
穷 已 极 。 当 库 默 尔 听 说 这 个 年 轻 人 也 许 没有 能 力 支 付 适当 的 治疗 
费用 时 , 他 就 找到 这 个 学 生 的 一 个 朋友 , 给 了 他 必需 的 钱 , 派 他 去 
波 森 看 看 是 否 该 做 的 事 都 做 了 。 在 教学 中 , 库 默 尔 以 他 朴实 的 比 
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喻 和 富 于 哲理 的 独白 而 闻名 。 这 样 ， 为 了 充分 说 明 在 一 个 表示 
中 ， 一 个 特殊 的 因子 的 重要 性 ， 他 说 ;“ 如 果 你 们 忽视 了 这 
个 因子 ， 你 们 就 象 一 个 人 在 吃 梅 子 时 乔 下 了 核 却 吐 出 了 果 
肉 。” 

库 默 尔 一 生 的 最 后 九 年 是 在 完全 退隐 中 度 过 的 。“ 在 我 的 遗 作 
中 什么 也 找 不 到 , ”他 这 样 说 ， 想 到 高 斯 在 去 世 后 留 给 编辑 的 大 量 
工作 。 库 默 尔 被 他 的 家 人 包围 着 ( 九 个 孩子 比 他 活 得 长 )， 当 他 
退休 时 就 永远 放弃 了 数学 ， 除 了 偶尔 去 他 少年 时 代 生活 的 地 方 旅 
行 ， 他 过 着 极 严格 的 隐居 生活 。 他 在 一 次 短 时 间 患 流感 以 后 ， 于 
1893 年 5 月 蔡 日 去 世 , 终年 八 十 三 岁 。 


库 默 尔 在 算术 上 的 后 继 者 是 尤 利 乌 斯 "威廉 里 夏 德 . 戴 德 金 
(他 成 年 后 略 去 了 前 两 个 名 字 )， 
家 一 一 曾经 产生 的 一 个 最 伟大 的 数学 家 和 最 有 创见 的 人 。 和 库 默 
尔 一 样 , 戴 德 金 也 很 长 寿 (1831 年 10 月 6 日 一 1916 年 2 月 2 日 )， 
他 去 世 前 不 久 在 数学 上 仍然 十 分 活跃 。 当 戴 德 金 在 1916 年 去 世 
时 ， 他 已 经 是 远 远 超出 一 代 人 的 数学 大 师 了 。 正 如 埃 德 蒙 . 朗 道 
(他 本 人 是 戴 德 金 的 一 个 朋友 ， 也 是 他 的 一 些 工 作 的 追随 者 ) 在 
1917 年 对 格 丁 根 皇 家 学 会 的 纪念 演讲 中 所 说 :“ 里 夏 德 , 戴 德 金 不 
只 是 伟大 的 数学 家 ， 而 且 是 数学 史上 过 去 和 现在 最 伟大 的 数学 家 
中 的 一 个 ， 是 一 个 伟大 时 代 的 最 后 一 位 英雄 ， 高 斯 的 最 后 一 个 学 
生 ， 四 十 年 来 他 本 人 是 一 位 经 典 大 师 从 他 的 著作 中 ,不 仅 
我 们 ,而 且 我 们 的 老师 ， 我 们 的 老师 的 老 是， 都 汲取 着 灵 
感 。” 

里 夏 德 戴 德 金 是 法 学 教授 尤 利 乌 斯 : 莱 温 * 乌 尔 里 希 : 戴 德 金 
的 四 个 孩子 中 最 小 的 一 个 ， 出 生 于 不 伦 瑞 克 ， 那 也 是 高 斯 的 诞生 
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地 。@ 从 七 岁 到 十 六 岁 ， 里 夏 德 在 家 乡 的 中 学 念书 。 他 没有 显示 
出 明白 无 误 的 数学 天 才 的 早期 证 据 事实 上 他 最 早 喜 爱 的 是 物理 
和 化 学 ,他 把 数学 看 作 科学 的 婢女 一 一 或 洗 硫 妇 。 但 是 他 没有 在 
黑暗 中 徘徊 多 久 。 到 十 七 岁 时 , 他 已 经 在 物理 学 的 所 谓 推理 中 发 
觉 了 许多 可 疑 之 处 , 便 转向 了 数学 的 异议 较 少 的 逻辑 。1848 年 他 
进 了 卡 罗 莱 纳 学 院 一 一 给 年 轻 的 高 斯 提供 自学 数学 机 会 的 同一 所 
学 院 。 在 这 所 学 院 中 , 戴 德 金 掌握 了 解析 几何 “高 等 ”代数 、 微 积 
分 学 和 “高 等 ”力学 的 原理 。 因 此 当 他 在 1850 年 十 九 岁 进 格 丁 根 
大 学 时 ， 已 经 作 好 了 开始 认真 工作 的 准备 。 他 的 主要 指导 教师 是 
莫 里 茨 .亚伯拉罕 ,斯 特 恩 (1807 一 1894) 一 一 他 写 过 许多 关于 数论 
的 文章 一 一 高 斯 和 物理 学 家 威廉 .韦伯 。 从 这 三 个 人 手 里 , 戴 德 金 
得 到 了 对 微 积分 学 、 高 等 算术 原理 、 最 小 二 乘法 、 高 等 测 地 学 和 实 
验 物理 的 全 面 基础 训练 。 

后 来 , 戴 德 金 感到 很 饶 异 , 他 在 格 丁 根 学 习 期 间接 受 的 数学 指 
导 , 虽然 对 他 取得 教师 证 书 的 较 低 的 要 求 是 适当 的 , 但 对 于 准备 从 
事 数 学 事业 却 是 微不足道 的 。 -一 些 重要 的 学 科 没 有 接触 到 , 戴 德 
金 不 得 不 在 取得 学 位 以 后 , 花费 两 年 的 时 间 刻 苦 自 学 , 补 上 椭圆 函 
数 、 现 代 几 何 .高 等 代数 和 数学 物理 一 一 那 时 所 有 这 些 都 在 柏林 大 
学 由 雅 可 比 、 斯 秦 纳 和 狄 利克 雷 作 了 精采 的 详细 阐述 。 1852 年 ， 
戴 德 金 由 于 一 篇 关于 欧 拉 积分 的 短 论文 ， 从 高 斯 手 里 获得 他 的 博 
士 学 位 (这 时 他 二 十 一 岁 ) 没有 必要 解释 这 是 什么 : 这 篇 论文 是 一 

@ 戴 德 金 的 合适 的 传记 还 没有 出 现 。 一 个 传记 本 来 要 包括 在 他 的 选集 (1933 年 
的 第 三 卷 ) 中 , 但 是 由 于 主编 (罗伯特 . 弗 里 克 ) 去 世 而 未 能 收入 。 这 里 的 记述 以 朗 道 的 
纪念 演讲 为 基础 。 注意 ， 按 照 一 些 德国 传记 作者 的 古老 的 日 耳 曼 习惯 ， 朗 道 删 去 了 
所 有 提 到 戴 德 金 母亲 的 地 方 。 这 无 疑 是 与 德国 已 故 皇 帝 提 出 、 阿 道夫 .希特勒 竟 力 多 
成 的 "三 K” 理 论 一 致 , 即 “ 妇 女 的 全 部 职责 包含 在 三 个 大 K 中 一 一 Kissing，Kooking 


LCooking 在 德 文中 讲 作 到] 和 Kidso”? 然 而 ， 人 们 至 少 想 知 道 一 位 伟大 人 物 的 母亲 的 
围 名 。[ 三 到 为 接吻 、 襄 任 \ 孩 子 三 个 词 的 首 字 母 。 一 一 译 者 ] 
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件 有 用 的 、 独 立 的 工作 ,但 是 它 没有 显露 出 戴 德 金 后 来 的 许多 著作 
中 每 一 页 上 都 很 明显 的 天 才 。 高 斯 对 这 篇 学 位 论文 的 意见 是 很 有 
意思 的 : “ 旦 戴 德 金 先 生 完成 的 这 篇 论文 是 关于 积分 学 的 研究 的 ， 
它 决 不 是 平凡 的 东西 。 作 者 不 仅 显 示 出 他 对 有 关 领 域 具有 丰富 的 
知识 , 而 且 也 显示 出 预示 着 他 将 来 的 成 就 的 独立 性 。 作为 一 篇 获 
得 考试 许可 的 考查 文章 , 我 认为 这 篇 论文 是 完全 令 人 满意 的 。 高 
斯 显然 在 这 篇 学 位 论文 中 看 出 了 比 后 来 一 些 批评 家 所 发 现 的 更 多 
的 东西 ; 也 许 他 和 这 位 年 轻 作者 的 密切 接触 , 使 他 能 够 从 字里行间 
读 到 些 东西 。 不 过 , 这 篇 报告 , 即使 按 它 的 现状 看 来 , 也 多 少 有 点 
在 接受 一 篇 通 得 过 的 学 位 论文 时 , 通常 习惯 的 贡 入 的 礼 摇 , 因此 我 
们 不 知道 高 斯 是 否 真 的 预见 到 了 戴 德 金富 于 洞察 力 的 独立 性 。 
1854 年 戴 德 金 被 任命 为 格 丁 根 大 学 不 领 薪金 的 讲师 ， 他 担任 
这 个 位 置 达 四 年 之 久 。1855 年 高 斯 去 世 ， 狄 利克 雷 从 柏林 迁 往 格 
丁 根 。 戴 德 金 在 格 丁 根 的 后 三 年 期 间 , 听 了 狄 利克 雷 的 最 重要 的 
讲座 。 后 来 他 编辑 狄 利克 雷 关 于 数论 的 著名 论著 , 给 它 增加 了 包 
括 他 自己 的 代数 数理 论 的 、 划 时 代 的 “第 十 一 附录 。” 他 也 成 了 那 
时 初 露头 角 的 伟大 的 黎 曼 的 朋友 。 戴 德 金 在 大 学 讲 的 课 大 部 分 是 
初等 课程 , 但 是 在 1857 一 1858 年 ,他 开 了 一 门 关 于 方程 的 仰 罗 瓦 
理论 的 课 (给 两 个 学 生 泽 林 和 奥 维 尔 斯 )。 这 也 许 是 全 罗 瓦 理论 第 
一 次 正式 出 现在 大 学 课程 中 。 戴 德 金 是 最 早 重视 在 代数 和 算术 中 
群 的 概念 的 根本 重要 性 的 人 之 一 。 在 这 段 早期 工作 中 , 戴 德 金 已 
经 展示 出 了 他 后 期 思想 的 两 个 主要 特征 ， 即 抽象 性 与 普遍 性 。 代 
蔡 从 有 限 群 按照 置换 表示 ( 见 伽 罗 瓦 和 柯 西 两 章 ) 所 担 出 的 观点 去 
考虑 有 限 群 , 戴 德 金利 用 公设 去 定义 群 (在 第 十 五 章 中 作 了 充分 的 
说 明 )， 试 图 从 它们 的 本 质 的 这 种 提炼 中 ,得 到 它们 的 性 质 。 这 是 
用 的 现代 方式 : 因为 抽象 , 因此 是 一 般 性 。 第 二 个 特点 一 般 性 , 正 
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如 刚刚 暗示 的 , 是 第 一 个 特点 的 结果 。 
戴 德 金 二 十 六 岁 时 被 任命 (1857 年 ) 为 苏 黎 士 理工 学 院 的 普 
通 教授 ， 执 教 五 年 ， 1862 年 回 到 不 伦 瑞 克 工学 院 任教 授 。 他 在 那 





个 来 一 一 的 最 重要 的 任务 , 是 要 解释 (不 是 辩解 ) 这 个 奇怪 的 事实 : 
戴 德 金 在 一 个 相对 来 说 是 低下 的 位 置 上 于 了 五 十 年 ， 而 一 些 还 不 
配给 他 系 鞋 带 的 人 却 占据 了 重要 的 和 有 影响 的 大 学 席位 。 说 戴 德 
金 喜 欢 默默 无 闻 是 一 种 解释 。 那 些 相信 这 种 说 法 的 人 应 该 严格 避 
开 证 券 交 易 所 , 因为 上 帝 造 就 了 容易 上 当 的 人 , 他 们 的 的 确 确 会 受 
骗 。 

戴 德 金 直 到 八 十 五 岁 去 世 (1916 年 ) 为 止 , 一 直 保 持 着 清楚 的 
头脑 和 强健 的 身体 .他 终生 未 婚 ,但 是 和 他 的 姐姐 兆 丽 叶 住 在 一 起 ， 
一 直到 她 1914 年 去 世 , 尤 丽 叶 作 为 小 说 家 而 为 人 们 所 纪念 。 他 的 
另 一 个 姐姐 玛 蒂 尔 德 死 于 1860 年 ; 他 的 哥哥 成 了 一 位 杰出 的 律师 。 

这 些 就 是 戴 德 金 的 物质 生活 中 仅 有 的 比较 重要 的 事实 。 他 活 
得 那么 长 , 以 至 于 虽然 在 他 去 世 以 前 , 整整 一 代 学 习 分 析 学 的 学 生 
都 熟悉 他 的 一 项 工作 (他 的 无 理 数理 论 )， 他 本 人 却 几 乎 成 了 一 个 
传说 中 的 人 物 ， 很 多 人 把 他 归 入 虚幻 的 死者 一 类 。 在 他 去 世 前 十 
二 年 , 托 伊 布 纳 的 * 数 学 家 年 表 > 把 戴 德 金 列 为 已 于 1899 年 9 月 4 
日 去 世 , 戴 德 金 深 感 好 笑 。 他 写 信 给 编辑 说 , 9 月 4 日 这 一 天 有 可 
能 是 正确 的 , 但 是 年 代 肯定 是 错 了 。“ 根 据 我 自己 的 备忘录 , 我 健 
壤 状 况 极 好 地 度 过 了 这 一 天 ， 并 且 同和 我 共 进 午餐 的 客人 、 我 尊贵 
的 朋友 哈雷 的 乔治 . 康 托 尔 , 进行 了 很 有 激励 作用 的 、 关 于 ‘系统 和 
理论 ’ 的 谈话 。” 


戴 德 金 的 数学 活动 几乎 完全 与 最 广义 的 数 的 领域 密切 相关 。 
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限于 篇 幅 ， 我 们 只 能 论述 他 的 两 项 最 伟大 的 成 就 。 首先 我 们 叙述 
他 对 无 理 数理 论 , 因此 是 对 分 析 的 基础 的 重要 贡献 ， 即 “ 戴 德 金 分 
划 ”。 由 于 这 是 最 为 重要 的 , 我们 可 以 简单 回忆 一 下 这 个 问题 的 性 
质 。 如 果 4, 5 是 普通 整数 , 分 数 /1 就 称 作 有 理 数 ; 如果 不 存在 
整数 m, mw, 使 得 一 个 确定 的 “ 数 ”7 可 以 表示 成 m/n, 那么 就 称 
作 无 理 数 。 因此 MV，M 引 ，M5 是 无 理 数 。 如 果 一 个 无 理 数 
用 十 进位 记 数 法 表示 出 来 ， 那 么 小 数 点 后 面 的 数字 不 会 呈现 出 规 
律 性 一 一 没有 重复 的 “周期 ” 而 在 有 理 数 的 十 进位 表示 ， 比 如 说 
13/11=1.181818.……, 其 中 “18” 无 限 次 重复 。 那 么 , 如 果 表 示 是 完 
全 无 规律 的 ， 怎 样 决定 (更 不 用 说 计算 ) 与 无 理 数 等 同 的 十 进 小 数 
呢 ? 我 们 有 无 理 数 是 什么 的 清楚 的 概念 吗 ? 欧 多 克 斯 认为 他 有 , 戴 
德 金 的 数 、 有 理 数 或 无 理 数 之 间 相 等 的 定义 ， 与 欧 多 克 斯 的 定义 
( 见 第 二 章 ) 是 一 致 的 。 

如 果 两 个 有 理 数 相等 ， 那么 无 疑 它们 的 平方 根 显然 相等 。 这 
样 ,2x3 和 6 是 相等 的 ; 那么 V3X3 和 V6 也 相等 。 但 是 /3 
x M3=M2xX3, 因此 \23xw/3=/6，, 就 不 是 显然 的 。 这 个 san 
简单 的 假定 的 等 式 M3x MB 一 M6, 是 中 学 算术 中 被 当 作 理 所 
当然 的 , 如 果 我 们 看 一 下 这 个 等 式 隐 含 着 什么 , 它 的 不 显然 性 就 是 
明显 的 : 开 出 2、 8. 6 的 “无 规律 ”的 平方 根 ,然后 把 前 两 个 乘 在 一 
起 , 结果 就 会 等 于 第 三 个 平方 根 。 由 于 这 三 个 根 不 管 计算 进行 到 
十 进 小 数 的 多 少 位 , 都 不 能 精确 地 开 出 来 , 因此 很 明显 , 通过 刚刚 
描述 的 乘法 去 证 明 , 永远 也 办 不 到 。 整 个 人 类 在 它 全 部 存在 过 程 中 
连续 不 断 地 若干 , 也 永远 不 能 以 这 种 方式 证 明 /3xwS 一 /6。 
随 着 时 间 的 流逝 , 能 够 得 到 对 于 等 式 的 越 来 越 近 的 逼近 , 但 是 最 后 
结局 会 继续 向 远 处 退去 。 使 “逼近 ” 利 “ 相 等 ?的 这 些 概念 精确 ,或 
者 用 更 严格 的 ,能 排除 所 指出 的 困难 的 描述 , 去 代替 我 们 一 开始 的 
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粗糙 的 无 理 数 概念 ， 这 就 是 戴 德 金 在 十 九 世 纪 七 十 年 代 初 为 自己 
规定 的 任务 。 他 关于 “连续 性 和 无 理 数 ” 的 著作 发 表 于 1872 年 。 

戴 德 金 的 无 理 数理 论 的 中 心 是 他 的 “分 划 ” 或 “ 截 点 ”的 概念 : 
一 个 分 划 把 全 部 有 理 数 分 为 两 类 ， 使 得 第 一 类 中 的 每 个 数 小 于 在 
第 二 类 中 的 每 个 数 ， 每 一 个 这 样 的 不 “相应 ”于 一 个 有 理 数 的 分 划 
“定义 ”了 一 个 无 理 数 。 这 个 单调 的 论断 需要 详尽 阐述 , 特别 是 因 
为 一 个 精确 的 解释 隐藏 了 一 些 根源 在 于 数学 的 无 限 理论 之 中 的 难 
以 捉摸 的 困难 , 当 我 们 考虑 戴 德 金 的 朋友 康 托 尔 的 生平 时 , 这 些 困 
难 还 要 再 次 出 现 。 

假定 已 经 规定 了 某 个 规则 , 它 把 一 切 有 理 数 分 成 两 类 , 比如 说 
“上 ”类 和 “下 ”类 , 使 得 下 类 中 的 每 一 个 数 小 于 上 类 中 的 每 一 个 数 。 
(这 样 一 个 假定 今天 不 会 不 引起 所 有 数学 哲学 学 派 的 争议 。 不 过 ， 
暂时 可 以 认为 它 是 无 可 非议 的 。) 在 这 个 假定 下 ， 可 能 有 三 种 互 不 
包含 的 情形 。 

(A) 在 下 类 中 可 以 有 一 个 数 , 大 于 该 类 中 任何 其 它 数 。 

(B) 在 上 类 中 可 以 有 一 个 数 , 小 于 该 类 中 任何 其 它 数 。 

(0) 在 (A)、(B) 中 所 说 的 两 个 数 ([A] 中 最 大 的 , [B] 中 最 小 
的 ) 都 不 存在 。 上 : z 

导致 无 理 数 可 能 性 的 是 (0)。 因 为 ， 如果 (0) 成 立 ， 假 定 的 规 
则 就 在 一 切 有 理 数 的 集合 中 “定义 ”了 一 个 确定 的 断 开 或 “分 划 ”。 
上 、 下 两 类 好 象 努 力 要 合 在 一 起 。 但 是 为 了 这 两 类 合 在 一 起 , 必须 
有 某 个 “ 数 ” 来 填 上 分 划 点 , 而 由 (0) ,这 样 的 填充 是 不 可 能 的 。 

这 里 我 们 求助 于 直 党 。 沿 着 一 条 已 知 直线 ,从 任何 定点 量 起 
的 一 切 距离 ， 都 “相应 > 于 “测量 > 这些 距 离 的 “ 数 "。 如 果 分 划 点 留 
下 来 没有 填 上 ， 那 么 我 们 就 必须 画 出 现在 上 面 有 一 条 不 可 和 逾越 的 
缝 孙 的 直线 ， 从 前 我 们 可 以 想象 它 是 由 一 个 点 的 连续 运动 描 出 来 
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的 。 这 违反 了 我 们 的 直 党 概念 , 所 以 我 们 说 , 按照 定义 , 每 个 分 划 
确实 决定 了 一 个 数 。 这 样 决定 的 数 不 是 有 理 数 , 就 是 说 , 它 是 无 理 
数 。 为 了 提供 用 这 样 的 由 (类 [0] 的 ) 分 划 决定 的 无 理 数 进行 运算 
容易 掌握 的 方法 ， 我 们 现在 认为 (0) 中 有 理 数 的 下 类 与 分 划 定 义 
的 无 理 数 是 相等 的 。 

举 一 个 例子 就 够 了 。 2 的 无 理 平方 根 是 由 这 样 的 分 划 定义 
的 , 它 的 上 类 包含 所 有 其 平方 大 于 2 的 正 有 理 数 , 下 类 包含 所 有 其 
它 的 有 理 数 。 

如 果 分 划 的 有 点 无 从 捉摸 的 概念 是 令 人 不 愉快 的 ， 可 以 提出 
两 种 纠正 方法 ; 设想 一 个 不 象 戴 德 金 的 定义 这 样 神秘 , 而 又 完全 可 
用 的 无 理 数 定义 ; 按照 克 罗 内 克 , 否认 无 理 数 存在 , 不 用 无 理 数 重 
新 构造 数学 。 在 数学 的 现存 状态 下 , 某 种 无 理 数理 论 是 适宜 的 。 但 
是 , 从 无 理 数 的 真正 性 质 去 看 , 似乎 在 有 可 能 建立 一 个 适当 的 无 再 
数理 论 之 前 ， 有 必要 党 彻底 理解 数学 无 限 。 对 无 限 类 的 要 求 在 戴 
德 金 的 分 划 定义 中 是 明显 的 。 这 样 的 类 导致 了 严重 的 逻辑 困难 。 

一 个 数学 家 把 这 些 困 难看 作对 于 数学 的 一 贯 发 展 是 有 关系 
的 , 还 是 没有 影响 的 , 依赖 于 他 玩弄 诡辩 的 水 平 。 勇 敢 的 分 析 学 家 
们 大 胆 地 向 前 进 , 把 一 个 通天 塔 @ 堆 在 另 一 个 的 上 面 , 坚信 没有 哪 
一 个 理念 的 暴 农 之 神 会 打 乱 他 和 他 的 全 部 工作 ， 而 苛刻 的 逻辑 学 
家 们 则 读 请 地 盯 着 他 兄弟 的 庄严 的 摩天 大 楼 ， 做 快速 心算 预测 其 
倒塌 的 日 期 。 同 时 , 大 家 都 很 忙 , 大 家 似乎 都 过 得 很 快乐 。 但 是 有 
一 个 结论 显得 是 无 法 避免 的 :没有 一 个 一 致 的 数学 无 限 捍 论 , 就 没 
有 无 理 数理 论 ; 没有 无 理 数理 论 , 就 没有 与 我 们 现在 所 有 的 即便 


中 通天 塔 (BabeD) 为 古巴 比 伦 之 一 城 及 该 城 所 建 之 塔 , 建 塔 者 拟 使 之 高 过 天 庭 ， 
土 帝 以 其 狂妄 责 罚 之 ,使 各 入 突 操 不 同 的 语言 , 彼此 不 相 了 解 , 该 塔 因 之 无 法 建成 。 见 
《 旧 约 圣经 .创世纪 > 第 十 一 章 。 意 指 无 法 实现 的 计划 。 一 一 译 者 
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许 相 似 的 .任何 形式 的 数学 分 析 ; 最 后 , 没有 分 析 , 象 现 在 存在 的 大 
部 分 数学 一 一 包括 几何 和 大 部 分 应 用 数学 一 一 就 不 再 存在 了 。 

因此 , 数学 家 们 可 面临 的 最 重要 的 任务 , 看 来 是 构造 一 个 令 人 
满意 的 数学 无 限 理论 。 康 托 尔 尝试 了 这 件 事 ,所 取得 的 成 功 将 在 
后 面 看 到 。 至 于 戴 德 金 的 无 理 数理 论 , 它 的 作者 似乎 有 些 疑 号 , 因 
为 他 足 左 了 两 年 多 才 冒 险 公布 了 它 。 如 果 读 者 们 回头 看 看 欧 多 克 
斯 的 “同比 ”的 定义 (第 二 章 )， 他 们 会 看 到 “无 限 的 困难 “也 在 那里 
出 现 , 特别 是 在 “不 管 什 么 样 的 等 倍数 ”这 个 习惯 用 语 中 出 现 。 然 
而 , 自从 欧 多 死 斯 写 这 名 话 以 来 , 已 经 有 了 一 些 进步 ; 我 们 至 少 正 
在 开始 懂得 我 们 的 困难 的 性 质 . 





戴 德 金 对 “ 数 ” 的 概念 作出 的 另 一 个 突出 贡献 是 在 代数 数 方 
面 。。 对于 所 论 基本 问题 的 性 质 , 我 们 必须 提 到 在 克 罗 内 克 那 一 章 
中 说 过 的 ， 关 于 代数 数 域 和 代数 整数 分 解 成 素 因 子 的 内 容 。 这 个 
问题 的 关键 在 于 ,在 一 些 这 样 的 域 中 , 分 解 成 未 因子 不 象 在 普通 算 
术 中 那样 是 唯一 的 ; 戴 德 金 通过 发 明 他 称 为 理想 的 东西 , 恢复 了 这 
个 非常 希望 得 到 的 唯一 性 。 一 个 理想 不 是 一 个 数 , 而 是 .- 个 数 的 
无 限 的 类 , 所 以 戴 德 金 又 是 逃 到 无 限 中 去 克服 他 的 困难 了 。 


§ $+» 


识 总 是 要 受到 冲击 的 ， 要 是 我 们 没有 什么 比 防震 的 常识 更 不 易 受 
损害 的 东西 ,我们 就 是 一 个 天 生 轧 内 的 物种 。 一 个 理想 必须 至 少 
做 两 件 事 : 它 必须 实际 上 对 普通 的 (有 理 ) 算 术 听 其 自然 ; 它 必 须 据 
使 难 对 付 的 代数 整数 遵守 它们 无 视 的 算术 基本 规律 一 一 唯一 分 解 
成 素数 。 

包含 得 更 多 的 类 整除 包含 得 较 少 的 类 ， 这 一 点 涉及 烈 下 面 的 
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现象 (和 它 的 扩展 , 不 久 将 要 讲 到 )。 考虑 2 整除 4 这 一 事实 一 


用 算术 方法 , 就 是 说 , 没有 余 项 。 代 蔡 这 个 明显 的 事实 (如 果 进 入 


代数 数 域 ， 它 什么 也 得 不 出 )， 我 们 用 所 有 2 的 整数 倍 的 类 ……， 
一 8， 一 6， 一 生 一 2 0，2, 4 6,8, …… 来 代替 2。 为 方便 起 见 , 我 们 
用 (2) 表 示 这 个 类 。 同 样 ,用 (4 表示 4 的 所 有 整数 倍 的 类 。 (4 中 
的 一 些 数 是 :……… ,16, —12, —8, —4, 0, 8, 12, 16, ..... o 现 在 
很 明显 ,，'2) 是 包含 得 更 多 的 类 ; 事实 上 (2) 包含 所 有 (多 中 的 数 以 
及 (只 提 两 个 ) -6 和 6。(2) 包含 (4) 这 -一 事实 用 符号 来 表示 , 写成 
(2) | (4)。 很 容易 就 能 看 出 , 如 果 m,n 是 任意 普通 整数 , 那么 当 而 
且 仅 当 m 整除 % 时 , (mm) | (n)。 

这 可 能 提醒 我 们 ， 普 通 算术 可 除 性 的 概念 可 以 由 刚刚 叙述 的 
类 包含 的 概念 来 代替 。 但 是 如 果 这 样 代替 不 能 保持 算术 可 除 性 特 
有 的 性 质 , 它 就 是 无 益 的 。 可 以 详细 说 明 它 确实 保持 了 这 些 性 质 ， 
但 是 举 一 个 例子 就 足够 了 。 如 果 m 整除 %, n 整除 1 那么 m 整除 
! 一 一 例如 ,12 整除 24, 24 整除 72,12 事实 上 确实 整除 72。 象 上 面 
那样 转换 到 类 , 这 就 成 为 ， 如 果 (oo) | (nw)，(n) 1(D ,那么 (m) | GD， 
或 者 用 文字 叙述 ， 如 果 类 (m) 包 含 类 (w)， 又 如 果 类 (人 m) 包 含 类 
(DD), 那么 类 (m) 包含 类 (人 一 一 这 显然 是 成 立 的 。 结果 是 ， 当 我 们 
加 上 “乘法 ”的 定义 ， (ra) x (m) 定 义 为 类 (mm); 如 (2) x (6) = (12) 
时 , 数 用 它们 相应 的 类 来 代替 , 做 了 所 需要 的 事 。 注 意 , 习 法 是 定 
义 , 并 不 意味 着 可 以 从 (m) 和 (n) 的 意义 中 推出 来 。 

戴 德 金 对 于 代数 数 的 理想 是 上 述 内 容 的 概括 。 按 照 他 通常 的 
习惯 , 戴 德 金 下 了 一 个 抽象 的 定义 , 那 就 是 说 , 一 个 基于 基本 性 质 ， 
而 不 是 依 表示 或 描述 所 定义 的 东西 的 某 个 特殊 模式 而 下 的 定义 。 

考虑 一 个 已 知 代数 数 域 中 的 所 有 代数 整数 的 集合 (或 类 )。 在 
这 个 全 包含 的 集中 有 一 些 子 集 。 一 个 子 集 有 下 面 两 个 性 质 则 被 称 
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力 一 个 理想 。 

A. 子 集中 任意 两 个 整数 的 和 与 差 仍 在 子 集中 。 

B， 如 果子 集中 的 任何 整数 由 任何 在 全 包含 集中 的 整数 去 
乘 , 所 得 的 整数 仍 在 子 集中 。 

这 样 , 一 个 理想 是 整数 的 一 个 无 限 的 类 。 可 以 很 容易 看 出 , 根 
据 A，B， 前 面 所 定义 的 Gm)，(%)，……: 都 是 理想 。 象 以 前 一 样 ， 
如 果 一 个 理想 包含 着 另 一 个 理想 ， 就 说 第 一 个 理想 整除 第 二 个 ; 

可 以 证 明 每 一 个 理想 是 一 个 具有 形式 为 

0401 十 0a02 十 …， 十 wn 

的 整数 的 类 ， 其 中 md，w，…，n 是 所 论 的 % 次 域 中 的 固定 的 整 
数 , zt za …， 加 中 的 每 一 个 可 以 是 域 中 不 管 什么 样 的 任意 整数 。 
这 样 ,通过 只 表示 固定 的 整数 G1， Qo,…, an 来 用 符号 表示 一 个 理 
想 是 方便 的 ， 这 可 以 由 以 (ea sa，…，qn) 作 为 理想 的 符号 来 完成 。 
符号 中 qz, aa an 的 顺序 是 不 重要 的 。 

现在 必须 给 理想 的 4 乘法 ”下 定义 : 两 个 理想 (ci，…，cn)，(0， 
,0,) 的 乘积 是 符号 为 (a151, Gd0 pb) 的 理想 ,在 这 个 
符号 中 出 现 由 第 一 个 符号 中 的 一 个 整数 与 第 二 个 符号 中 的 一 个 整 
数 相 乘 得 到 的 所 有 可 能 的 积 w2i, 等 等 。 例如, (41, 02) 和 (Bi, 8s) 
的 乘积 是 (41b1,， cz5a, aab1, aspa)。 把 任何 这 样 的 乘积 符号 (对 于 
一 个 % 次 域 ) 化 简 成 最 多 含有 个 整数 的 符号 总 是 可 能 的 。 

可 以 用 一 个 最 后 的 短评 来 完成 这 个 叙述 的 梗概 。 一 个 其 符号 
只 包含 一 个 整数 的 理想 , 诸如 (oz) , 称 为 一 个 主 理想 。 象 以 前 一 样 
用 记号 (@1)| (081) 表示 (oz 包含 (2a) ,我 们 可 以 毫 无 困难 地 看 出 ， 当 
且 仅 当 整数 wa 整除 整数 及 时 , (41) | (51)。 那 么 , 象 以 前 一 样 , 算 
术 可 除 性 的 概念 在 这 里 一 一 对 于 代数 整数 一 一 完全 等 同 于 类 的 包 
含 。 一 个 素 理想 最 除了 包含 给 定 域 中 的 全 部 代数 整数 的 全 包含 理 
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想 之 外 , 不 能 被 任何 理想 “整除 ” 包含 在 内 一 一 的 理想 。 代数 
将 数 现 在 被 它 的 相应 的 主 理想 所 代替 ， 人 们 证 明了 一 个 已 知 理想 
只 是 在 某 种 程度 上 的 素 理想 的 乘积 , 恰 如 在 “算术 基本 定理 ”中 ,一 
个 有 理 整 数 只 是 在 某 种 程度 上 素数 的 乘积 。 根 据 对 代数 整数 的 类 
包含 的 上 述 算术 可 除 性 的 等 同性 ， 算 术 基 本 定理 对 于 代数 数 域 中 
的 整数 得 到 了 恢复 。 
任何 对 戴 德 金 的 创造 的 前 述 简单 梗概 加 以 考虑 的 人 都 会 看 
到 ， 他 所 做 的 工作 要 求 有 深刻 的 洞察 力 和 在 抽象 能 力 方面 远 远 超 
普通 良好 数学 头脑 的 有 天 赋 的 头脑 。 戴 德 金 是 完全 符合 高 斯 心 
意 的 数学 家 .“ 但 是 在 我 们 看 来 ,这些 [算术 的 ] 真 理应 该 从 概念 而 
不 是 从 记号 得 出 来 。” 戴 德 金 总 是 依靠 自己 的 头脑 , 而 不 是 依靠 巧 
妙 的 符号 表示 和 对 公式 的 熟练 运用 来 使 自己 前 进 的 。 如 果 有 过 一 
个 人 把 概念 放 入 数学 的 话 , 戴 德 金 就 是 一 个 , 他 喜爱 创造 性 思想 胜 
于 喜爱 枯燥 无 味 的 符号 。 这 种 智慧 现在 是 明显 的 , 虽然 在 他 活着 
的 时 候 可 能 并 不 是 如 此 。 数学 存在 得 越久 ,就 变 得 越 抽 象 - 一 -也 
许 正 因为 如 此 , 也 就 变 得 更 实际 。 
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526 一 个 名 副 其 实 的 科学 家 ， 尤 其 是 一 个 
数学 家 ， 在 他 的 工作 中 感受 到 与 一 个 艺术 
家 同样 的 印象 ; 他 的 愉快 也 同样 巨大 , 并 具 
有 同样 的 性 质 。 
一 一 享 利 . 庞 加 菜 
星 占 学 家 威廉 . 利 利 (1602 一 1681) 在 < 他 的 生活 和 时 代 的 历 
史 > 中 ,对 于 对 数 发 明 者 、 梅 奇 斯 顿 的 约翰 内 皮尔 (1550 一 1617) 和 
计算 出 第 一 个 常用 对 数 表 的 伦敦 格雷 沙 姆 学 院 的 亨利 " 布 里 格 其 
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(1561 一 1631) 的 会 见 ， 作 了 一 次 有 趣 的 一 一 即便 是 难以 置信 的 
一 一 叙述 。 一 个 叫 约 输 :马尔 的 “杰出 的 数学 家 和 几何 学 家 ”，“ 在 
布 里 格 斯 先生 之 前 到 达 苏 格 兰 ， 目 的 是 要 在 这 两 个 如 此 博学 的 人 
会 面 时 在 场 。 布 里 格 斯 先生 指定 了 在 爱丁堡 会 面 的 日 期 , 但 是 没 
有 能 如 期 前 往 , 内 皮尔 勋爵 怀疑 他 不 会 去 了 。 一 天 , 碰巧 马尔 和 内 
皮尔 助 珊 正 讲 到 布 里 格 斯 先生 :“* 响 ,约翰 ( 梅 奇 斯 顿 的 约翰 说 )， 
布 里 格 斯 先生 不 会 来 了 。* 正在 这 时 , 有 人 项 门 ; 约翰 .马尔 急忙 下 
楼 ,他 很 满意 地 证 实 来 人 正 是 布 里 格 斯 先生 。 他 把 布 里 格 斯 先后 
领 上 楼 , 带 进 助 明 的 房间 , 在 开口 说 话 之 前 ， 两 人 互相 笋 赏 地 注视 
着 , 几乎 过 了 一 刻 钟 。” 

西 尔 维 斯 特 回想 起 这 个 传说 ， 讲 述 了 他 自己 怎样 仿效 布 里 格 
斯 使 人 目瞪口呆 的 赞赏 的 世界 纪录 ， 那 是 在 1885 年 ， 他 访问 一 位 
写 了 许多 令 人 惊奇 的 、 成 熟 和 有 不 可 恩 议 的 创见 的 文章 的 作者 时 
的 事 , 这 些 文章 是 关于 分 析 学 的 一 个 新 分 支 的 , 从 十 九 世纪 八 十 年 
代 初 开始 , 它们 就 使 各 种 数学 杂志 的 编辑 们 应 接 不 暇 了 。 

“ 当 我 最 近 在 盖 - 昌 萨 街 庞 加 莱 [1854- 一 1919] 的 通风 的 休息 处 
拜访 他 时 , > 西 尔 维 斯 特 承认 “我 完全 进入 了 布 里 格 斯 面 晤 内 皮尔 
时 的 感情 ……。 在 那个 被 抑制 的 智慧 的 伟大 著 积 者 面前 ,我 的 舌 
头 一 下 子 失 去 了 功能 , 直到 我 用 了 一 些 时 间 ( 可 能 有 两 .三 分 钟 ) 仔 
细 端 详 和 承受 了 可 请 他 思想 的 外 部 形式 的 年 轻 面 魏 时 ， 我 才 发 现 
自己 能 够 开口 说 话 了 。” 

西 尔 维 斯 特 在 另 一 处 记述 他 在 六 六 普兰 地 隐 上 通 往 谋 加 莱 卷 
“通风 的 休息 处 > 的 三 层 狭窄 的 楼 梯 以 后 , 停 下 来 , 擦 着 他 那 硕大 的 
秃头 时 , 看 到 的 不 过 是 一 个 孩子 , 当时 他 惊奇 得 不 知 所 措 ;这 个 “如 
此 美 魏 ,如 此 年 轻 " 的 孩子 , 竞 然 是 那些 洪水 般 涌 来 .预告 了 柯 西 的 
一 个 后 继 者 的 到 来 的 文章 的 作者 。 
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第 二 件 轶 事 可 以 多 少 说 明 那 些 能 够 欣赏 庞 加 莱 的 工作 范围 的 
人 , 对 他 的 工作 所 持 有 的 尊敬 的 程度 。 当 一 个 爱国 的 英国 将 官 在 
[第 一 次 ] 世界 大 战 的 狂热 民族 主义 时 期 一 一 那 时 所 有 学 术 界 的 爱 
国 者 都 把 抬 高 他 们 风雅 的 盟国 ， 贬 低 他 们 粗俗 的 敌人 当 作 一 种 义 
兰 . 罗 素 , 法 国 现代 产生 的 最 伟大 的 人 是 谁 , 伯 特 兰 * 
罗素 立刻 答 道 :“ 庞 加 菜 。”' 什 么 y 那个 家 伙 ?” 他 那 位 穿 军 服 的 交 
谈 者 喊 道 ， 认 为 罗素 指 的 是 法 兰 西 共和 国 的 总 统 雷 蒙 - 席 加 莱 。 
“ 噢 , ” 当 罗 素 明白 了 那个 人 惊 情 的 原因 时 , 他 解释 说 : NE 
雷 蒙 的 堂 兄弟 , 亨利 * 庞 加 菜 。” 

ee 
数学 两 方面 一 一 作为 他 的 研究 领域 的 人 。 人 们 一 般 认 为 ; 在 今天 
起 步 的 任何 人 都 不 可 能 全 面 地 理解 数学 的 四 个 主要 部 分 ~- 一- 算 
术 、 代 数 、 几 何 . 分 析 一 一 中 的 两 个 以 上 ,更 不 用 说 作出 请 质量 的 创 
造 性 工作 了 ,对 天 文学 和 数学 物理 就 更 谈 不 上 了 。 但 是 , 甚至 在 斗 
九 世 纪 八 十 年 代 ,在 庞 加 莱 的 伟大 事业 开始 时 , 人 们 就 普遍 认为 高 
斯 是 最 后 一 个 数学 通才 ， 所 展示 全 二 由 不 可 能 下 关 个 未 来 的 记 业 
莱 再 次 包罗 这 整个 领域 。 

随 着 数学 的 演化 , 它 既 扩展 也 收缩 , 多 少 有 点 象 勘 梅 特 尔 的 一 
个 字 背 模型 。 目 前 , 这 个 状况 是 爆炸 地 扩展 的 , 任何 人 要 想 熟 悉 自 
1900 年 以 来 倾注 于 世 的 全 部 刚刚 开始 的 数学 ， 是 完全 不 可 能 的 。 
但 是 在 一 些 重要 的 部 分 ， 一 个 最 受 欢迎 的 收缩 的 倾向 是 清楚 明显 
的 。 例 如 , 在 代数 中 就 是 如 此 , 公设 法 的 全 面 采 用 ; 立刻 使 得 这 个 
学 科 更 抽象 、 更 一 般 、 更 连贯 。 现 代 着 手 的 一 些 工作 揭 开 了 一 些 意 
想不到 的 类 似 的 情形 。 可 以 想象 , 下 一 代 的 代数 学 家 将 无 需 知道 
许多 现在 被 视 为 有 价值 的 东西 , 因为 这 些 特殊 的 、 困难 的 东西 , 有 
许多 将 被 妇 入 范围 更 广阔 的 、 较 为 简单 的 一 般 原理 。 当 相 对 论 把 
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以 太 的 复杂 的 数学 束之高阁 时 ， 在 经 典 的 数学 物理 中 就 发 生 了 这 
一 类 的 事 。 

扩展 中 的 这 种 收缩 的 另 一 个 例子 ， 是 较 之 向 量 分 析 的 许多 特 
殊 用 途 来 , 张 量 分 析 的 应 用 有 了 迅速 增长 。 这 样 的 扩展 和 压缩 往 
往 一 开始 很 难为 年 纪 大 的 人 所 掌握 ， 并 且 常 常 要 经 过 严峻 的 斗争 
才能 存在 下 来 , 但 是 最 后 人 们 通常 认识 到 , 一 般 方 法 比 为 特殊 问题 
设计 的 各 种 各 样 巧妙 的 花样 在 本 质 上 更 简单 、 更 容易 掌握 。 当 数 
学 家 们 肠 言 诸如 张 量 分 析 这 样 的 东西 是 容易 的 一 一 至 少 与 它 之 前 
的 一 些 算法 相 比 较 一 一 时 , 他 们 并 不 是 要 显得 优越 或 神秘 , 而 是 在 
陈述 一 个 每 个 学 生 都 能 自己 证 实 的 、 有 价值 的 真理 。 这 个 范围 广 
大 的 一 般 性 的 特性 , 是 庞 加 莱 大 量 著作 的 一 个 卓著 特点 。 
”如果 抽 象 性 和 一 般 性 有 所 指出 的 那 种 明显 的 优点 ， 那 么 它们 
有 时 候 对 那些 对 细节 感 兴趣 的 人 来 说 有 严重 缺点 也 是 事实 。 一 个 
工作 中 的 物理 学 家 知道 在 他 的 工作 中 出 现 的 特殊 微分 方程 是 可 解 
的 ， 因 为 当 他 和 数学 家 都 不 能 完成 能 够 用 于 特殊 问题 的 数值 解 所 
要 求 的 赫 拉 克勤 斯 @ 式 的 劳动 时 , 某 个 纯 数 学 家 证 明了 它 可 解 , 这 
对 他 有 什么 直接 用 处 呢 ? 

从 庞 加 药 作 出 他 的 一 些 最 有 独创 性 的 工作 的 领域 中 ， 举 一 个 
例子 : 考虑 一 个 均匀 的 、 不 可 压缩 的 流体 , 被 它 的 粒子 的 引力 作用 
来 合 在 一 起 , 围绕 一 个 轴 旋 转 。 在 什么 条 件 下 运动 是 稳定 的 ?这样 
一 个 稳定 的 旋转 流体 的 形状 是 什么 ?麦克 劳 杀 、 雅 可 比 和 其 他 一 些 
人 证 明了 一 些 椭 球 是 稳定 的 ; 庞 加 莱 采 用 了 比 他 的 前 非 们 更 直观 、 
而 且 “ 不 那么 数学 ”的 方法 ， 他 一 度 认为 他 确定 了 一 个 梨 形体 的 稳 
定性 的 标准 。 但 是 他 错 了 。 他 的 方法 不 适 于 数值 计算 ， 不 适 于 后 


”“@ 赫 拉 克 勒 斯 为 希 噶 神话 中 主神 宙斯 之 子 , 力 大 无 穷 , 曾 完成 十 二 项 英雄 业绩 。 
一 -- 渗 者 
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来 的 工作 者 , 包括 著名 的 查理 .达尔 文 的 儿子 G. 耳 . 达尔 文 ,去 得 
到 一 个 明确 的 解 , 即便 这 些 工作 者 没有 被 在 得 出 确定 的 结论 以 前 ， 
必须 从 道路 上 清除 的 极其 可 怕 的 代数 和 算术 的 丛林 阻挡 住 。@ 
对 双星 的 演变 感 兴趣 的 人 , 如 果 数 学 家 们 的 研究 结果 , 以 他 能 
应 用 于 计算 机 器 的 形式 , 呈现 在 他 面前 , 他 会 比较 轻松 。 自 从 克 罗 
内 克 的 “没有 构造 就 没有 存在 ”的 法 令 以 来 ， 一 些 纯 数学 家 本 人 对 
于 非 构造 性 的 存在 定理 , 也 不 象 他 们 在 庞 加 莱 的 时 代 那 样 热 心 了 。 
庇 加 莱 茂 视 要 求 使 用 数学 的 人 在 他 们 进行 工作 以 前 必须 具备 的 那 
些 细节 ,这 是 有 助 于 他 多 方面 才能 的 一 个 最 重要 的 原因 。 另 一 个 
原因 是 他 非 同 寻常 地 全 面 掌 握 了 单 复 变量 函数 理论 的 全 部 方法 。 
在 这 方面 他 是 无 与 伦比 的 。 可 以 注意 到 ,上 庞 加 莱 把 他 多 方面 的 才 
能 极 好 地 用 来 揭示 以 前 未 曾 猜 想到 的 、 数 学 的 相距 甚 远 的 分 支 
一 一 例如 (连续 ) 群 和 线性 代数 一 一 之 间 的 联系 。 
为 了 全 面 起 见 , 我 们 在 讲 到 庞 加 菜 的 生平 以 前 , 必须 回想 他 的 
观点 的 另 一 个 特点 ， 很 少 有 几 个 数学 家 具有 上 庞 加 莱 那 样 宽广 的 哲 
学 观点 , 没有 一 个 数学 家 在 清晰 地 讲解 的 天 赋 方 面 超过 他 。 也 许 
他 总 是 对 科学 和 数学 的 哲学 含意 深 感 兴趣 ， 但 是 只 是 在 1902 年 ， 
当 他 作为 一 个 伟大 的 专业 数学 家 的 地 位 ， 已 经 无 可 挑剔 地 确立 起 
来 时 ,他 才 把 普及 数学 从 一 种 附带 的 兴趣 , 转 到 可 以 称 为 数学 普及 
的 呼吁 ,真诚 热心 地 投身 于 和 非 专业 的 人 们 一 起 , 尽情 分 享 他 的 学 
科 的 意义 及 其 对 人 类 的 重要 性 。 在 这 里 , 他 对 一 般 胜 于 对 特殊 的 
言 爱 , 帮助 他 深入 浅 出 地 向 知识 的 门外汉 们 , 讲述 数学 中 比 技术 更 
。。@ ”这 个 着 名 的 ( 涤 形 体 "的 问题 ,在 字 宙 进化 论 中 有 相当 大 的 重要 性 。1905 年 由 
利 亚 读 诺 夫 明显 地 解决 了 , 他 的 结论 在 1915 年 由 詹姆斯- 琼斯 时 十 进一步 证 实 : 他 们 
发 现 运动 是 不 稳定 的 , 极 少 有 人 有 勇气 去 检查 那些 计算 。1915 年 以 后 , 利 亚 波 诺 夫 的 


一 位 同胞 莱 昂 - 利 希 腾 施 泰 因 对 旋转 流体 的 问题 作 了 一 般 考 虑 。 这 个 问题 似乎 是 招致 
不 幸 的 ; 两 个 利 那 死 于 非 命 。 








欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 八 章 ”最 后 一 位 通才 615 


重要 的 东西 。 二 、 三 十 年 前 , 可 以 在 巴黎 的 公园 和 咖啡 馆 里 , 看 到 
工人 和 女 店 员 们 热心 地 读 着 庞 加 菜 的 这 一 部 或 那 一 部 杰作 的 印 出 
简陋 、 封 面 纸张 低劣 的 通俗 本 。 这 些 著作 的 较 好 的 版 本 , 也 可 以 在 
有 专业 学 问 的 人 的 书桌 上 找到 一 一 经 过 反复 翻动 , 明显 是 读 过 的 。 
这 些 书 被 译 成 英文 、 德 文 、 西班牙 文 、 匈牙利 文 、 瑞典 文 和 日 文 出 
版 。 庞 加 莱 对 所 有 的 人 用 他 们 能 识别 的 语言 , 讲 着 数学 和 科学 的 
通用 的 语言 。 他 的 风格 ， 他 自己 特有 的 风格 ， 在 翻译 中 失去 了 很 
多 。 

由 于 庞 加 莱 的 通俗 著作 的 文学 成 就 ， 他 被 授与 法 国 著作 家 所 
能 得 到 的 最 高 荣誉 , 成 为 法 兰 西 学 院 院士 。 心怀 妒 嫉 的 小 说 家 们 
用 分 恶意 地 说 , 庞 加 莱 获 得 这 个 对 科学 界 人 士 独 特 的 荣誉 , 是 因 
为 ( 文 ) 学 院 的 一 个 职能 是 不 断 地 汇编 一 部 权威 性 的 法 语 字典 ， 通 
才 庞 加 莱 显 然 是 在 诗人 和 语言 学 家 们 告诉 世界 甚么 是 自 守 函 数 的 
努力 中 给 他 们 帮 了 忙 。 建 立 在 对 庞 加 菜 的 著作 进行 研究 的 基础 上 
的 公正 看 法 , 认为 这 个 数学 家 正 该 得 到 他 所 得 到 的 荣誉 。 

与 庞 加 莱 对 数学 的 哲学 思想 感 兴趣 密切 相关 的 ， 是 他 对 数学 
创造 心理 的 专注 。 数 学 家 们 是 怎样 作出 他 们 的 发 现 的 呢 ? 后 面庞 
加 菜 会 在 他 写 的 有 关 个 人 发 现 的 一 个 有 趣 的 故事 中 ， 告 诉 我 们 他 
对 这 个 秘密 的 看 法 。 结 论 好 象 是 数学 发 现 是 在 数学 家 这 方面 的 长 
期 艰苦 劳动 之 后 ， 或 多 或 少 自己 冒 出 来 的 。 正如 在 文学 中 一 一 按 
照 丹 特 . 加 布 里 埃 尔 . 罗 赛 带 @ 的话 一 一 首 诗 成 熟 之 前 ,“ 一 定量 
的 基本 脑力 劳动 ”是 必要 的 , 在 数学 中 也 是 如 此 , 没有 事先 的 单调 
辛苦 的 工作 ， 就 没有 发 现 ， 但 是 这 决 不 是 整个 情形 。 凡 是 创造 力 
未 能 提供 一 个 禾 门 ,使 有 天 赋 的 人 能 据 以 进行 创造 的 全 部 “解释 ”， 


Q@@ 罗 赛 蒂 (Dante Gabriel Rossetti;, 1828 一 1882) ,英国 画家 ,诗人 , 拉 非 尔 前 派 
创始 人 之 一 ,祖籍 意大利 。 一 一 译 者 
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都 全 得 怀疑 。 庞 加 菜 到 实际 心理 学 中 去 邀 游 ， 和 其 他 一 些 在 同一 
方向 道 游 的 人 一 样 , 没有 能 带 回 金 羊毛 @, 但 是 它 至 少 提出 了 这 样 
的 事情 并 不 是 完全 神秘 的 ， 有 一 天 当 人 类 聪明 到 能 够 浇 得 他 们 自 
己 的 季 体 时 , 金 羊毛 是 可 以 找到 的 。 





庞 加 菜 的 智力 遗传 在 父母 两 方面 都 很 好 。 我 们 只 追 潮 到 他 的 
祖父 。 在 1814 年 的 拿破仑 战争 期 间 , 这 位 祖父 只 有 二 十 岁 , 隶属 
于 在 圣 " 康 坦 的 陆军 医院 。1817 年 他 在 鲁 晶 定居 之 后 , 结 了 婚 , 生 
了 两 个 儿子: 莱 昂 " 庇 加 莱 , 生 于 1828 年 , 后 来 成 为 一 名 第 一 流 的 
医生 和 医师 公会 的 成 员 ， 安 托 万 ， 成 为 公路 及 桥梁 部 门 的 总 检查 
官 。 莱 蝇 的 儿子 享 利于 1854 年 4 月 29 日 出 生 在 洛 林 的 南 希 , 成 
为 二 十 世纪 初 的 第 一 流 数学 家 ; 安 托 万 有 两 个 儿子 ， 雷 蒙 从 事 法 
律 , 在 世界 大 战 期 间 升任 法 兰 西 共和 国 总 统 ; 安 托 万 的 另 一 个 儿子 
成 了 中 等 教育 局 局 长 。 庞 加 莱 祖 父 的 一 个 跟随 拿破仑 入 侵 俄国 的 
兄弟 失踪 了 , 在 莫斯科 大 败 后 音信 埋 无。 

从 这 个 杰出 的 家 系 表 看 ， 人 们 可 能 会 认为 享 利 会 显示 出 一 些 
管理 才能 ,但 是 他 没有 , 只 是 在 他 的 童年 时 代 随 意 发 明了 一 些 供 他 
的 妹妹 和 小 朋友 们 玩 的 政治 游戏 。 在 这 些 游戏 中 ， 他 总 是 极其 公 
正 的 ,注意 让 他 的 每 一 个 玩 伴 都 在 " 当 官 ”的 游戏 中 扮演 他 或 她 的 
角色 。 这 也 许 是 “从 小 看 大 , 三 岁 看 老 > 的 一 个 确证 , 庞 加 菜 天 生 不 
具备 懂得 景 简单 的 管理 原则 的 能 力 ， 而 他 的 堂 兄弟 雷 蒙 本 能 地 运 
用 着 这 些 原则 。 

庞 加 药 的 传记 是 由 他 的 同胞 、 现 代 主 要 的 几何 学 家 之 一 加 斯 
东 * 达 布 (1842--1917) 在 1913 年 ( 斋 加 革 去 世 后 的 第 二 年 ) 非 常 详 


QD 见 希 腊 神 话 中 阿尔 成 英雄 随同 伊 阿森 乘 阿尔 戈 舟 去 海外 寻找 金 羊毛 的 故事 。 
一 一 译 者 
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细 地 写成 的 。 有 些 事情 该 书 作者 可 能 没有 注意 到 , 但 是 好 象 达 布 
在 讲述 了 虎 加 莱 的 母亲 “出 自 一 个 在 默 兹 区 的 家 庭 , 她 的 [母亲 的 ] 
双亲 住 在 阿兰 西 , 她 是 一 个 很 好 的 人 , 很 灵敏 , 很 聪明 ”以 后 , 无 意 
忘记 提 到 她 娘家 的 姓 。 难道 法 国人 可 能 在 德国 1870 年 和 1914 
年 对 法 国 的 文化 入 侵 之 后 , 从 他 们 新 近 的 教师 那里 接 过 “三 个 大 写 
的 K 一 一 在 戴 德 金 那 一 章 中 提 到 过 一 一 的 观点 吗 y 不 过 , 从 达 布 
后 来 讲 的 一 件 软 事 中 ,可 以 知道 诊 加 莱 母 亲 的 姓 可 能 是 朗 努 瓦 .我 
们 知道 ， 这 位 母亲 把 她 的 全 部 注意 力 都 贡献 给 她 的 两 个 孩子 亨利 
和 他 妹妹 (未 提 到 名 字 ) 的 教育 了 。 他 的 妹妹 后 来 成 了 埃 米尔 . 布 
特 鲁 的 妻子 和 一 位 数学 家 ( 死 得 很 早 ) 的 母亲 。 
庞 加 莱 童 年 时 代 智力 发 展 极 快 ， 这 部 分 归功 于 她 母亲 的 不 断 
“照料 。 他 很 早 就 学 会 了 说 话 , 但 是 他 在 一 开始 说 得 很 糟 , 因为 他 想 
得 比 说 得 要 快 。 从 婴儿 时 起 , 他 的 运动 神经 的 调节 官能 就 很 差 。 当 
他 学 会 写字 时 , 人 们 发 现 他 左右 手 都 能 用 , 用 左手 写字 或 画 画 同 用 
右手 一 样 糟糕 。 庞 加 菜 从 来 没有 摆脱 这 种 身体 不 灵活 的 毛病 。 可 
以 回想 一 下 和 这 有 关 的 一 件 有 趣 的 事 ， 当 庞 加 莱 被 认为 他 那个 讨 
代 的 第 一 流 数学 家 和 主要 的 科学 普及 者 时 , 他 参加 了 比 奈 测 验 @， 
表现 得 这 样 丢脸 , 以 至 于 要 是 不 把 他 作为 著名 的 数学 家 , 而 是 当 作 
孩子 来 判断 的 话 , 他 就 会 被 这 次 测验 列 为 一 个 低能 儿 。 
五 岁 时 , 享 利 因 患 白喉 而 受到 严重 障碍 , 喉 呢 麻 疡 达 九 个 月 之 
久 。 这 次 不 幸 使 他 很 长 时 间 虚 弱 而 胆 小 , 但 是 这 也 使 他 回 到 他 自 
已 的 消遣 ， 因 为 他 不 得 不 避 开 他 那个 年 龄 的 孩子 们 的 比较 粗野 的 
游戏 。 
他 的 主要 娱乐 是 阅读 , 这 里 他 非凡 的 才能 首次 显示 了 出 来 。 一 
国 ” 比 奈 ,Binet Alfrea(1857 一 1911) 为 法 图 心理 学 家 ， 对 智力 测验 作出 了 所 天 
贡献 。 一 一 谋 者 
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有 旦 读 过 了 一 本 书 一 一 以 难以 置信 的 速度 一 一 便 永 记 不 忘 ， 他 总 能 
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说 出 讲 到 一 件 特定 的 事情 是 在 第 几 页 和 第 几 行 。 他 终生 保持 着 这 
种 强 有 力 的 记忆 力 。 这 种 罕见 的 本 领 可 以 称 为 视觉 或 场所 的 记 
忆 , 欧 拉 也 和 庞 加 药 一 样 具 有 这 种 本 领 , 不 过 程度 差 一 些 。 在 项 刻 
记忆 一 一 以 不 可 思议 的 准确 性 回想 起 一 系列 早已 过 去 的 事件 的 能 
力 一 一 方面 , 他 也 是 不 寻常 地 强 有 力 的 。 然而 他 还 不 脸红 地 说 他 
记忆 力 “ 坏 ”>。 他 可 怜 的 视力 也 许 给 他 的 记忆 力 增加 了 第 三 个 奇特 
之 处 。 大 多 数 数学 家 看 来 主要 是 靠 眼 睛 记 住 定理 和 公式 , 而 庞 加 
莱 几 乎 完全 是 靠 耳 条 。 他 在 学 校 学 习 高 等 数学 时 , 看 不 清和 黑板 , 就 
坐 在 后 面 听 ， 不 记 笔 记 也 能 很 好 地 跟 上 并 记 住 一 一 这 在 他 是 一 种 
很 容易 的 技术 , 但 对 大 多 数 数学 家 却 是 不 能 理解 的 。 然而 他 一 定 
也 有 一 种 “内 部 眼睛 ”的 生动 的 记忆 力 ， 因 为 他 的 许多 工作 就 象 黎 
曼 的 许多 工作 一 样 ， 是 那 种 伴 有 敏捷 的 空间 直觉 和 实际 形象 的 类 
型 的 。 他 不 能 灵巧 地 运用 他 的 手指 , 这 当然 妨碍 他 去 做 实验 。 这 看 
来 很 可 惜 , 因为 要 是 他 掌握 了 实验 的 艺术 , 他 自己 的 一 些 关 于 数学 
物理 的 工作 , 可 能 就 与 现实 更 密切 了 。 要 是 庞 加 莱 在 实验 科学 方 
面 也 象 他 在 理论 上 那么 强 有 力 ， 他 可 能 就 会 和 无 与 伦比 的 阿 基 米 
德 .牛顿 和 高 斯 三 人 一 起 , 成 为 无 与 伦比 的 第 四 个 了 。 

没有 多 少 大 数学 家 是 公众 的 想象 力 喜 欢 把 他 们 描绘 成 的 那 种 
心 不 在 磊 的 梦想 家 。 庞 加 莱 是 一 个 例外 , 不 过 只 是 在 一 些 较 小 的 
事情 上 , 诸如 在 他 的 行李 中 带 走 了 旅馆 的 亚麻 布 制品 如 台布 、 床 单 
之 类 。 但 是 很 多 决 不 是 心 不 在 锋 的 人 也 二 同样 的 事 , 人 们 知道 ,一 
些 最 机 灵 的 家 伙 把 饭店 的 银 餐具 偷偷 放 到 衣 袋 里 浪 走 。 

庞 加 莱 的 心 不 在 克 的 一 个 方面 , 类 似 于 一 些 完全 不 同 的 事情 。 
( 达 布 没有 讲 这 件 事 , 但 是 应 该 讲 到 它 ， 因 为 它 说 明了 斋 加 莱 晚 年 
的 某 些 粗暴 无 礼 的 行为 。) 一 位 著名 的 数学 家 打 老 远 从 芬兰 来 到 
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巴黎 , 和 庇 加 莱 商 量 一 些 科学 问题 , 女仆 通报 后 , 席 加 莱 没 有 高 开 
书房 去 欢迎 这 位 来 访 者 ， 而 是 继续 不 停 地 号 来 跤 去 一 一 因为 这 是 
他 思考 数学 时 的 习惯 一 一 足 足 有 三 个 小 时 。 整个 这 段 时 间 , 那 位 
谦虚 的 来 访 者 一 直 安 静 地 坐 在 隔壁 的 屋子 里 ， 与 这 位 大 师 只 隔 着 
薄 薄 的 门帘 。 最 后 ， 门 帘 掀 开 了 。 庞 加 菜 的 水 牛 般 的 大 脑袋 伸 进 
了 房间 一 下 。“ 你 大 大 打扰 了 我 。” 那 个 脑袋 突然 出 现 ， 随 即 消失 
了 。 来 访 者 没有 被 接见 就 离开 了 ， 这 恰恰 是 “ 心 不 在 适 ”的 教授 所 
要 的 。 

庞 加 菜 的 小 学 成 绩 是 优异 的 。 虽 然 他 一 开始 并 没有 在 数学 上 
显示 出 任何 显著 的 兴趣 。 他 最 早 是 热爱 自然 史 ， 他 终生 都 是 动物 
的 伟大 爱护 者 。 他 第 一 次 试用 步枪 时 , 不 在 意 地 射 下 了 一 只 他 并 
没有 瞄准 的 鸟 。 这 个 不 幸 深 深 地 影响 了 他 , 以 至 从 那 以 后 , 什么 也 
不 能 (除了 强迫 的 军事 训练 ) 使 他 去 磁 火 器 。 九 岁 时 , 他 显示 出 将 
要 成 为 他 的 一 项 主要 成 就 的 第 一 次 希望 。 法 文 作文 的 教师 宣称 , 年 
幼 的 庞 如 莱 交 去 的 一 篇 形式 和 内 容 都 很 新 颖 的 短 短 的 习作 ， 是 一 
篇 “小 小 的 杰作 ”并 把 它 作 为 他 的 一 件 宝贝 保留 了 起 来 。 但 是 他 
也 劝告 这 个 学 生 , 如 果 他 希望 给 学 校 的 主考 人 留 个 好 印象 , 就 得 更 
平常 一 些 一 一 更 牺 些 。 

庞 加 莱 不 能 参加 同学 们 的 比较 喧闹 的 游戏 ， 就 发 明了 他 自己 
的 游戏 。 他 还 成 了 一 个 不 知 疲倦 的 跳舞 迷 。 由 于 他 所 有 的 功课 对 
他 说 来 都 象 呼吸 一 样 容易 ， 他 把 他 的 大 部 分 时 间 用 在 玩 夏 和 帮助 
他 母亲 做 家 务 上 。 甚至 在 他 一 生 的 这 个 比较 早 的 阶段 , 他 已 显示 
出 了 他 的 “ 心 不 在 丰 ”的 一 些 比较 可 疑 的 特点 ; 他 常常 忘记 吃饭 , 几 
乎 从 来 记 不 得 他 是 否 吃 过 早饭 。 也 许 他 是 不 愿意 象 大 多 数 孩子 那 
样 吃 得 过 饱 。 

对 数学 的 热情 ， 在 青春 期 或 在 那 以 前 不 久 ( 当 他 大 约 十 五 岁 
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时 ) 抓 住 了 他 。 从 一 开始 他 就 显示 出 一 个 终生 的 特点 : 他 的 数学 是 
在 他 不 停 地 路 来 踊 去 时 做 出 来 的 ， 而 且 只 是 在 -- 切 都 想 好 了 时 才 
写 下 来 。 他 工作 时 ， 谈 话 或 其 它 哮 杂 的 声音 从 来 不 会 干扰 他 。 后 
来 他 写 数 学 论文 一 挥 而 就 , 从 来 不 回头 看 看 他 写 了 些 什么 , 并 且 在 
写作 时 限制 他 自己 只 作 极 少儿 处 删改 。 凯 莱 也 用 这 种 方法 写作 ， 
也 许 欧 拉 也 是 这 样 。 庞 加 莱 的 一 些 工作 显 出 写作 匆忙 的 痕迹 ,他 
自己 说 他 从 来 没有 在 完成 一 篇 文章 后 , 不 是 为 文章 的 形式 , 就 是 为 
文章 的 内 容 忻 悔 。 不 只 一 个 写 得 很 好 的 人 有 同样 的 感觉 。 庞 加 莱 
对 古典 文学 研究 的 鉴别 力 ,教会 了 他 形式 和 内 容 的 重要 性 , 他 在 中 
学 时 代 古 典 文学 就 很 好 。 

1870 年 庞 加 莱 十 六 岁 时 ,普法 战争 在 法 国 领土 上 爆发 了 。 昌 
然 庞 加 莱 太 年 轻 、 体 质 太 弱 , 不 能 服 现役 , 然而 他 完全 承担 了 他 那 
一 份 念 惧 ,因为 他 居住 的 地 方 南 希 , 被 侵略 的 浪潮 淹没 了 , 这 个 年 
轻 的 孩子 便 伴 随 他 那 乘 着 救护 车 巡回 医疗 的 、 作 医生 的 父亲 四 处 
奔波 。 后 来 他 和 母亲 、 妹妹 一 起 , 在 极端 困难 的 情况 下 , 到 阿 朗 西 
去 看 他 的 外 祖父 母 出 了 什么 事 。 他 曾 在 漫长 的 学 校 假期 中 ,在 外 
祖父 的 宽敞 的 乡村 花园 里 , 度 过 了 他 童年 时 代 最 幸福 的 时 光 。 阿 
朗 西 靠近 圣 普 里 碗 的 战场 。 为 了 到 达 这 个 城镇 , 他 们 三 人 不 得 不 
“在 冰冻 的 严寒 中 ” 穿 过 被 烧毁 了 的 、 荒芜 的 村 庄 。 最 后 他 们 到 达 
了 目的 地 , 只 是 发 现 家 里 已 经 被 抢劫 一 空 ,“ 不 只 是 有 价值 的 东西 ， 
就 连 不 值钱 的 东西 也 被 抢 走 了 ， 并 且 被 野兽 般 的 行径 弄 得 很 脏 ， 
这 种 行径 法 国人 在 1870 年 和 继 后 的 1914 年 是 很 熟悉 的 。 外 祖父 
母 什么 也 没有 了 ; 在 他 们 目睹 大 洗劫 的 那天 , 他 们 的 晚饭 是 一 位 贫 
穷 的 妇女 供给 的 , 她 不 肯 抛 弃 她 已 成 度 塘 的 农舍 ,并且 坚持 要 和 他 
们 分 食 那 一 点 点 晚饭 。 

庞 加 莱 永远 忘 不 了 这 件 事 ， 他 也 忘 不 了 南 希 的 长 期 被 敢 人 占 
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。 正 是 在 战争 期 间 , 他 学 会 了 德语 。 庇 加 莱 无 法 得 到 任何 法 国 
ee en 已 说 了 些 甚么 ,十 是 
他 自学 了 这 种 语言 。 他 所 看 见 的 和 他 从 入 侵 者 自己 的 官方 报道 中 
知道 的 一 切 , 使 他 终生 成 为 一 名 热情 的 爱国 者 。 但 是 , 正 象 埃 尔 米 
特 一 样 , 他 从 来 没有 把 他 国家 的 敌人 的 数学 , 和 他 们 更 实际 的 行动 
混淆 起 来 。 另 一 方面 , 他 的 堂 兄弟 雷 蒙 只 要 一 说 到 德国 人 的 任何 
东西 就 恨 得 大 叫 大 于 。 在 那 平 衡 一 个 爱国 者 的 仇恨 与 另 一 个 爱国 
者 的 仇恨 的 短 记 上 , 庞 加 菜 可 以 和 库 默 尔 相抵 , 埃 尔 米 特 与 高 斯 相 
抵 , 这 样 就 产生 了 隐 含 在 圣经 的 契约 “以 腿 还 眼 , 以 牙 还 牙 ”之 中 的 
完全 的 零 。 

按照 通常 的 法 国 习惯 ， 庞 加 菜 在 从 事 专业 之 前 参加 了 取得 他 
的 第 一 次 学 位 (文学 士 及 理学 士 ) 的 考试 。 他 在 1871 年 十 七 岁 通 
过 了 这 些 考试 一 数学 差 一 点 没有 通过 ! 他 迟到 了 ， 考 试 时 有 些 
懂 , 在 收敛 几何 级 数 的 求 和 公式 的 极其 简单 的 证 明 上 失败 了 。 但 
是 他 的 名 气 已 经 走 在 他 前 面 , 主考 人 宣称 ;“ 除 席 加 莱 以 外 , 任何 学 
生 都 会 考 不 及 格 。” 

接着 他 准备 了 林学 院 的 入 学 考试 ， 在 这 所 学 校 中 ， 他 使 他 的 
同伴 们 大 吃 一 惊 ， 他 赢得 了 第 一 次 数学 头 奖 而 从 不 费事 去 做 任何 
课堂 笔记 。 他 的 同班 同学 们 预先 考 过 他 ,他 们 认为 他 是 一 个 吊 儿 
郎 当 的 人 , 选 出 一 个 四 年 级 的 学 生 ,用 一 道 看 来 是 特别 难 的 数学 难 
题 来 测验 他 。 庇 加 莱 不 假 思索 地 立刻 给 出 解答 就 老 开 了 , 留 下 想 
引 他 上 当 的 人 间 道 ,，“ 他 是 怎么 解 出 来 的 呢 ?” 在 庞 加 莱 的 一 生 中 ， 
其 他 一 些 人 也 会 问 同样 的 问题 。 当 他 的 同事 们 交 给 他 一 道 数 学 难 
题 时 , 他 好 象 从 不 思考 , “答案 象 一 梳 箭 似 的 飞 了 出 来 。” 

这 一 年 年 底 , 他 考 入 综合 工科 学 校 , 名 列 第 一 。 有 几 个 关于 他 
独特 的 考试 的 传说 流传 了 下 来 。 其 中 的 一 个 讲 到 有 一 个 主考 人 ， 
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事先 得 到 了 上 庞 加 莱 是 一 个 数学 天 才 的 警告 ， 就 把 考试 暂停 了 四 十 
五 分 钟 ， 以 便 设计 “一 道 好 ' 题 ”一 -一道 精心 想 出 的 难题 。 但 是 
庞 加 菜 战胜 了 他 , 这 位 提问 人 “热烈 地 祝贺 考生 , 告诉 他 , 他 赢得 了 
最 高 分 。” 论 加 莱 与 折磨 他 的 人 一 起 的 经 历 似 乎 表明 ,法 国 的 数学 
主考 人 自从 毁 了 仙 罗 瓦 , 又 差 一 点 同样 毁 了 埃 尔 米 特 以 来 , 已 经 学 
到 了 一 些 东 西 。 

在 综合 工科 学 校 , 庞 加 药 以 他 在 数学 上 的 卓越 才气 , 在 所 有 体 
育 锻 练 .包括 体操 和 军事 训练 上 的 极端 无 能 , 以 及 他 完全 没有 绘画 
能 力 , 画 出 的 东西 甚么 也 不 象 而 闻名 。 最 后 一 点 决 不 是 开玩笑 ; 他 
在 入 学 考试 时 绘画 得 了 零 分 , 差点 把 他 关 在 校门 外 面 。 这 曾 使 他 
的 主考 人 大 伤 脑筋 :“…… 有 了 零 分 是 不 能 录取 的 。 在 其 他 一 切 科 
目 [ 除 了 绘 西 ] 上 他 都 是 绝对 无 可 匹敌 的 。 如 果 他 被 录取 , 那 将 是 
第 一 名 ; 但 是 他 能 被 录取 吗 ? "既然 庞 加 莱 是 被 录取 了 , 好心 的 主考 
人 们 可 能 在 零 前 面 放 了 一 个 小 数 点 , 在 零 后面 添 了 个 1。 

尽管 庞 加 菜 在 体育 锻 练 上 很 无 能 ， 他 在 班 上 却 很 得 人 心 。 有 
一 年 年 底 , 他 们 举办 了 庞 加 莱 艺 术 作 品 的 公开 展览 , 用 希腊 文 仔细 
地 给 展品 标 上 标题 , “这 是 一 匹 马 岂 等 等 一 一 并 不 总 是 准确 的 。 但 
是 庞 加 莱 对 绘画 的 无 能 , 在 他 学 习 几 何 时 也 有 它 严重 的 一 面 , 他 失 
去 了 第 一 的 位 置 , 在 学 校 名 列 第 二 了 。 

庞 加 莱 在 1875 年 二 十 一 岁 时 离开 了 综合 工科 学 校 , 进 了 高 等 
矿业 学 校 , 打算 当 一 名 工程 师 。 虽 然 他 诚心 诚意 地 学 习 他 的 专业 ， 
还 是 留 下 了 一 些 空 暇 去 研究 数学 ， 他 在 着 手 解 决 一 个 微分 方程 的 
一 般 问题 上 , 显示 了 他 的 能 力 。 三 年 后 他 向 巴黎 的 科学 院 提交 了 
一 篇 同一 题目 的 论文 , 作为 数学 博士 论文 , 但 是 这 篇 论文 涉及 到 一 
个 更 困难 也 更 一 般 的 问题 。 被 请 去 审查 这 项 工作 的 达 布 说 ,“ 第 一 
眼 我 就 清楚 地 看 出 这 篇 论文 是 不 同 寻 常 的 , 很 有 接受 的 价值 。 它 
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所 包含 的 结果 肯定 足以 为 几 篇 好 论文 提供 材料 。 但 是 , 我 必须 不 ”537 
怕 说 出 , 如 果 要 求 虑 加 莱 对 他 的 工作 方法 提出 一 个 精确 的 想法 , 那 

么 很 多 地 方 需要 修改 或 解释 。 庞 加 莱 是 一 个 直观 主义 者 。 一 旦 达 
到 了 顶峰 , 他 从 不 追 湖 他 的 步骤 。 他 满足 于 冶 过 难关 , 把 勘测 注定 

更 容易 通 辐 尽 头 的 坦途 四 的 辛苦 留 给 别人 。 他 很 乐意 地 做 了 我 认 
为 是 必要 前 修正 和 整理 。 但 是 当 我 要 求 他 做 这 件 事 时 , 他 向 我 解 
释 说 , 他 脑子 里 有 许多 其 它 想法 ; 他 已 经 在 忙 着 一 些 大 问题 了 。 他 

会 把 解答 给 我 们 的 。” 

因此 年 轻 的 庞 加 莱 就 象 高 斯 一 样 ， 被 围攻 他 的 头脑 的 大 群 想 
法 压倒 了 , 但 是 与 高 斯 不 同 的 是 , 他 的 座右铭 不 是 “ 少 些 ,但 是 要 成 
熟 。 "一 个 有 创造 力 的 科学 家 把 他 的 劳动 果实 储藏 了 很 久 , 以 至 它 
们 中 的 一 些 已 不 新 鲜 了 ; 比较 性 急 的 人 则 把 采集 到 的 一 切 不 论 生 
熟 都 散播 出 去 , 随 着 风 和 气候 带 它 们 落 到 可 能 成 熟 , 可 能 腐烂 的 地 
方 去 ; 前 一 个 人 对 科学 的 进展 所 做 的 工作 是 否 比 性 急 的 人 更 多 呢 ， 
这 是 一 个 没有 解决 的 问题 。 有 人 认为 这 样 ， 有 人 认为 那样 。 由 于 
作出 一 个 决定 超出 了 客观 标准 的 范畴 ， 人 人 都 有 权 提出 他 自己 的 
纯 主 观 的 意见 。 

庞 加 莱 注 定 不 会 成 为 一 个 矿业 工程 师 ， 但 是 他 在 见习 期 间 表 
明了 他 至 少 有 真正 工程 师 的 勇气 。 在 一 次 造成 十 六 人 牺牲 的 矿井 
爆炸 和 着 火 之 后 ， 他 立即 跟着 救援 人 员 下 并 了 。 但 是 这 个 职业 间 
他 的 志趣 不 合 ， 他 欢迎 他 前 学 位 论文 和 另 一 项 早期 工作 为 他 打开 
的 、 成 为 专业 数学 家 的 机 会 。 他 的 第 一 次 学 术 任命 是 1879 年 12 
月 工 日 在 卡 晶 担任 教学 分 析 教 授 。 两 年 以 后 (他 二 守 七 岁 时 ), 他 
被 提升 到 巴黎 大 学 ，1886 年 他 再 次 晋升 , 在 巴黎 大 学 负责 力学 和 


@ 据说 当 亚历山大 大 帝 想 要 很 快 地 征服 几何 时 ， 梅 纳 奇 斯 对 他 说 ，“ 几 何 无 坦 
途 。” 
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实验 物理 课程 (后 一 项 看 来 有 点 奇怪 , 是 考 嵌 到 庞 加 莱 作 学 生 时 在 
实验 室 中 的 功绩 吧 )。 庞 加 莱 除 了 去 欧洲 参加 科学 会 设 御 1904 年 
作为 圣 路 易 博 览 会 邀请 的 演讲 人 去 美国 访问 过 一 次 以 外 ， 一 直入 
在 巴黎 , 成 为 法 国 数学 的 统治 者 。 


庞 加 莱 的 创作 时 期 开始 于 1878 年 的 学 位 论文 ， 终 止 于 他 在 
1912 年 逝世 一 -当时 他 正 处 在 他 力量 的 顶峰 。 他 给 这 个 相对 
短促 的 三 十 四 年 的 跨度 塞 进 了 大 量 著 作 ， 当 我 们 考虑 到 大 部 分 工 
作 的 难度 时 ， 其 数量 简直 是 绝对 难以 置信 的 。 他 的 记录 是 近 五 百 
篇 关于 新 数学 的 文章 , 其 中 很 多 是 范围 广泛 的 研究 报告 , 还 有 三 十 
多 部 实际 上 包括 了 数学 物理 、 理 论 物 理 和 理论 天 文学 当时 的 所 有 
分 支 的 著作 。 这 还 没有 计 入 他 关于 科学 的 哲学 的 那些 名 著 和 他 的 
通俗 文章 。 谁 要 想 对 这 个 庞大 的 劳动 量 有 一 个 恰当 的 概念 ， 就 必 
须 成 为 第 二 个 庞 加 菜 ， 所 以 我 们 现在 只 从 他 的 最 驰名 的 著作 中 选 
出 两 、 三 种 , 加 以 简单 论述 , 遵 在 此 最 后 一 次 为 必需 的 不 全 面 而 道 
娄 。 

庞 加 莱 的 第 -- 次 成 功 是 在 微分 方程 理论 方面 ， 他 把 分 析 学 的 
全 部 方法 应 用 于 微分 方程 ， 他 是 分 析 学 的 绝对 大 师 。 :选择 这 个 早 
期 的 主要 努力 方向 , 已 经 表明 了 庞 加 菜 对 于 数学 的 应 用 倾向, 因为 
自从 牛顿 时 代 以 来 , 微分 方程 吸引 了 众多 的 工作 者 , 主要 是 因为 它 
们 在 物理 世界 的 探索 中 具有 的 重要 性 。“ 纯 ”数学 家 有 时 候 喜欢 想 
象 他 们 的 一 切 活动 都 服从 于 他 们 自己 的 趣味 ， 科 学 上 的 应 用 没有 
向 他 们 提供 什么 有 趣 的 东西 。 然 而 纯 数学 家 中 的 一 些 最 纯 的 人 ， 
终生 孜孜 不 倦 地 致力 于 微分 方程 ， 这 些 方程 首先 出 现在 将 物理 状 
况 转变 成 数学 符号 之 中 , 恰恰 是 这 些 , 实际 上 提出 了 这 一 理论 的 核 
心 微分 方程 。 由 科学 提出 的 一 个 特殊 的 方程 , 可 以 被 数学 家 们 推 
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FN 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 八 章 最 后 一 位 通才 625 


广 ,然后 转 回 到 科学 家 手 里 (经 常 是 没有 他 们 能 够 使 用 的 任何 形式 
的 解答 ), 以 便 应 用 到 新 的 物理 问题 上 ,但 是 总 的 说 来 , 动机 是 科学 
的 。 伟 里 叶 在 一 段 使 一 类 数学 家 恼怒 的 名 言 中 总 结 了 这 个 命题 ， 
但 是 斋 加 莱 赞 成 这 种 说 法 , 并 在 他 的 大 部 分 工作 中 遵循 它 。 


“对 自然 的 深入 研究 ,” 伟 里 叶 宜 称 ,“ 是 数学 发 现 的 最 丰厚 的 


源泉 。 这 种 研究 通过 提出 一 个 供 研究 的 明确 目标 ,不 仅 有 排出 含 
糊 的 问题 和 无 用 的 计算 的 优点 ， 而 且 也 是 一 个 形成 分 析 本 身 和 发 
现 分 析 中 那些 原理 的 可 靠 方 法 , 了 解 这 些 原 理 是 必要 的 , 科学 总 应 
该 保存 它们 。 这 些 基本 的 原理 , 就 是 在 自然 现象 中 反复 出 现 的 那 
些 原理 。 对 此 , 一 些 人 可 能 会 反 驶 : 很 可 能 , 但 是 在 高 斯 意义 上 的 
算术 怎么 办 呢 ? 无 论 如 何 , 庞 加 莱 是 遵循 了 傅 里 时 的 忠告 ,不 管 他 


是 否 相 信 它 一 一 甚至 他 在 数论 中 的 研究 ， 也 多 多 少 少 受到 了 其 他 
.一 些 更 接近 于 物理 科学 的 数学 研究 的 间接 鼓舞 。 


庞 加 菜 在 微分 方程 上 的 研究 ,在 1880 年 , 他 二 十 六 岁 时 , 导致 
了 他 的 第 一 个 最 好 的 发 现 ,椭圆 函数 (和 一 些 其 它 函 数 ) 的 推广 。 单 
变量 ( 单 值 ) 周 期 函数 的 性 质 ,在 前 面 几 章 中 多 次 叙述 过 , 但 是 为 了 
说 明 庞 加 菜 所 做 的 工作 ， 我 们 可 以 重复 基本 的 东西 。 三 角 函 数 
sinz 有 周期 27, 即 sin(z 十 2z) sin% 那 就 是 说 , 当 变 量 z 增加 2 
时 , z 的 正弦 函数 回 到 它 的 初 值 。 一 个 椭圆 函 数 , 比如 说 吾 (z), 有 
两 个 不 同 的 周期 , 比如 说 ps 和 ps。， 使 得 (zp) 一 吾 ()， 吾 (s 十 
ps) 一 吾 (z)。 庞 加 业 发 现 周期 性 只 是 一 个 更 一 般 的 性 质 的 特例 ; 当 
变量 由 可 数 的 无 限 多 个 它 自身 的 线性 分 式 变换 代替 时 ， 一 些 函数 
的 值 还 原 . 所 有 这 些 变换 形成 一 个 群 。 几 个 符号 就 能 讲 清楚 这 个 
论断 。 3 


设 z 被 (az 十 5)/ (cs 十 Q) 代 换 。 那么 对 于 4, 5, c, 9 的 值 的 一 、 
个 可 数 无 限 集 , 有 “* 的 一 些 单 值 函数 , 比如 说 五 (2 是 其 中 的 一 个 ， 
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QZ 十 用 
Fr 一 及 
Ce (9)。 


进而 , 如 果 ci，p， C1, Q1， 和 G42，0s, Cg, da 是 4, ,6,0 的 值 集中 


的 任意 两 个 又 如 果 “ 先 被 2 二 代 换 ， 然 后 在 这 个 式 子 中 ，。 


被 42 守 守 代 远 ,得 到 比如 说 训 2 汪 方 ,那么 我 们 不 仅 有 


F( Le) —F(2), 7(SEt 2) =F(2), 




















C12 十 Qi Gi%2 + Oa 
Az+B 
而 且 有 f(t)-7(0)。 
进而 保持 (2) 的 值 如 刚才 解释 的 那样 不 变 的 所 有 置换 
og¢t+0 
0 6%2 十 人 @ | 
(第 头 读 作 “ 用 …… 代 换 ”) 的 集合 形成 一 个 群 ， 集 合 中 而 个 置换 的 
逐次 实施 的 结果 
042 十 1 Qo% 十 Da 
人 a Co ds 


是 在 集合 中 ; 集合 中 有 一 个 “全 等 置 换 ”, 即 z->z( 这 里 4=1, 5=0, 
c 一 0, 4 一 轧 ; 最 后 , 每 一 个 置换 有 一 个 唯一 的 “ 逆 ” 一 一 就 是 说 ,对 
于 集合 中 的 每 一 个 置换 , 有 一 个 单独 的 另 一 个 置换 , 如 果 把 它 作 用 
到 第 一 个 置换 上 去 , 就 产生 同等 置换 。 总 之 , 用 前 面 各 章 的 术语 ， 


”我 们 看 出 了 (z) 是 一 个 在 一 个 线性 分 式 变换 的 无 限 群 下 不 变 的 郴 


人 Da a 和 a . . . 。 . 四 » De 


数 。 注 意 , 如 开始 时 说 的 那样 , 置换 的 无 限 是 可 数 的 无 限 ， 置 换 能 
用 1 2 3, …… 数 出 来 ,不 象 直线 上 的 点 那样 多 。 庞 加 菜 实际 构 
小 出 了 这 样 的 函数 ， 他 在 十 九 世 纪 八 十 年 代 的 一 系列 文章 中 发 展 
了 它们 的 最 重要 的 性 质 。 这 样 的 函数 称 为 自 守 函数 。 
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这 里 》 只 希 说 两 点 ， 以 指出 庞 加 莱 用 这 个 奇妙 的 创造 取得 了 什 
么 样 的 成 就 。 首先 ， 他 的 理论 把 椭圆 函数 理论 作为 一 个 细节 包括 
进去 。 其 次 ,正如 著名 的 法 国 数学 家 乔治 . 洪 堡 所 说 ， 庞 加 菜 发 现 
了 两 个 值得 注意 的 命题 , 这 些 命题 “给 了 他 代数 和 谐 的 钥匙 

两 个 在 同一 个 群 下 不 变动 的 自 守 函数 @， 是 由 一 个 代数 方程 
联系 起 来 的 ; 

反 过 来 ,在 任何 代数 曲线 上 的 点 的 坐标 , 都 能 够 用 自 守 函数 表 
示 出 来 , 因此 可 用 一 个 参数 (变量 ) 的 单位 陨 数 表示 出 来 。 

一 条 代数 曲线 是 其 方程 具有 类 型 为 P(%, 9) =0 的 曲线 , 其 中 
P(z, y) 是 x2, y 的 多 项 式 。 举 一 个 简单 的 例子 ， 中 心 在 原点 一 一 
(0，0) 一 一 半径 为 ec 的 圆 的 方程 是 到 十 = 到 按照 庞 加 莱 的 第 二 
把 “钥匙 ”, 把 wy 表示 成 一 个 单 参数 的 ,比如 说 t 的 自 守 函数 ,一 定 
尝 可 行 的 。 它 确 实 是 可 行 的 ， 因 为 如 果 w=gcost, y 一 gsint， 那 
么 ,开平 方 并 相 加 ， 我 们 就 消去 了 民 因 为 eos?t+sgin”t=1)， 得 出 
v2 十 一 0:。 但 是 三 角 函 数 co09t, sint 是 椭圆 函数 的 特例 ， 而 椭圆 
函数 又 是 自 守 函数 的 特例 。 

这 个 广阔 的 自 守 函数 理论 的 创立 ， 只 不 过 是 庞 加 药 在 三 十 岁 
以 前 做 出 的 、 分 析 学 中 许多 令 人 吃惊 的 东西 中 的 一 个 。 他 并 没有 
把 全 部 时 间 都 奉献 给 分 析 学 , 数论 、 代 数 的 一 些 部 分 , 数学 天 文学 ， 
占据 了 他 的 注意 力 。 在 数论 中 ,他 以 几何 形式 重新 建立 了 双 二 次 
形式 的 高 斯 理论 ( 见 高 斯 那 一 章 )， 这 特别 合乎 那些 象 庞 加 莱 一 样 
喜欢 直观 方法 的 人 的 心意 。 这 当然 不 是 他 在 高 等 算术 理论 中 作 过 
的 全 部 贡献 ,但 是 限于 篇 幅 , 不 能 进一步 详 述 。 


名 ” 庞 加 菜 以 现代 微分 方程 理论 的 创始 省 之 一 ， 德 国 数学 家 拉 扎 勒 斯 ' 富 克 斯 
《1833 一 1903) 的 名 字 ， 称 他 的 一 些 函数 为 富 克 斯 函数 ， 其 原因 无 需 在 这 里 说 明 。 其 他 
-一 些 函数 他 以 费 利克 斯 . 克 菜 因 的 名 字 称 为 克 菜 因 函 数 一 一 讽刺 性 地 承认 有 争议 的 优 
先 权 。 
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这 个 本 事 很 大 的 人 的 工作 ， 从 没有 不 受 人 重视 。 在 三 十 二 岁 


《1887 年 ) 这 个 不 寻常 的 年 轻 年 龄 , 庞 加 莱 被 选 入 科学 院 。 他 的 提 
名 人 说 了 一 些 言 过 其 实 的 话 ， 但 是 大 多 数 数学 家 会 同意 这 是 真实 
的 :“[ 谢 加 菜 的 工作 ] 高 于 通常 的 赞扬 ， 但 是 我 们 不 可 避免 地 想起 
雅 可 比 写 到 阿 贝 耳 的 话 一 一 他 解决 了 在 他 之 前 无 法 想象 的 问题 。 
确实 必须 承认 , 我 们 正 目睹 一 场 数学 上 的 革命 , 这 场 革命 在 每 个 方 
面 都 可 以 与 半 个 世纪 以 前 ， 由 于 椭圆 函数 的 出 现 所 产生 的 革命 相 
比 。” * 

在 这 里 离开 庞 加 菜 的 纯 数 学 工作 ， 就 象 刚刚 坐 在 宴会 桌 旁 就 
站 起 来 一 样 , 但 是 我 必需 转 到 他 的 多 方面 才能 的 另 一 方面 了 。 


自从 牛顿 和 他 的 直接 后 继 者 的 时 代 以 来 , * 天 文学 怀 慨 地 给 数 
学 家 们 提供 了 比 他 们 能 解决 的 还 要 多 的 问题 。 直 到 十 九 世纪 后 期 
为 止 , 数学 家 们 在 着 手 解决 天 文学 问题 时 所 用 的 方法 , 实际 上 都 是 
由 牛顿 本 人 、 欧 拉 , 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 发 明 的 那些 方法 的 直接 改 
进 。 但 是 贯穿 整个 十 九 世 纪 , 特别 是 自从 柯 西 对 单 复 变量 函数 的 
发 展 , 以 及 他 本 人 和 其 他 一 些 人 关于 无 穷 级 数 收敛 性 的 研究 以 来 ， 
纯 数 学 家 的 工作 中 已 经 积聚 了 大 量 未 经 试验 的 方法 。 对 于 庞 加 
莱 , 分 析 对 他 条 思考 一 样 自然 , 这 一 大 堆 未 曾 用 过 的 数学 , 好 象 是 
世界 上 用 来 解决 天 体力 学 和 星系 演变 的 突出 问题 的 最 自然 的 东 
西 。 他 从 这 一 大 堆 中 拣 出 并 挑选 了 他 喜爱 的 东西 ,改进 了 它们 , 发 
明了 他 自己 的 新 方法 ， 以 理论 天 文学 一 个 世纪 以 来 没有 经 受过 的 


:庞大 的 方式 向 它 进 攻 。 他 把 这 个 进攻 现代 化 了 ， 对 于 大 多 数 天 体 


力学 专家 来 说 ， 他 的 战役 确实 是 极端 现代 的 ， 以 至 于 甚至 今天 ， 
在 庞 加 菜 开 始 他 的 进攻 四 十 年 或 更 久 以 后 ， 还 很 少 有 人 掌握 他 的 
方法 , 一 些 不 能 运用 他 的 方法 的 人 , 暗示 它 在 实际 解决 问题 上 是 没 
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有 价值 的 。 然而 庞 加 奢 并 不 缺乏 有 力 的 拥护 者 ， 他 们 的 胜利 对 于 
庞 加 莱 时 代 以 前 的 人 们 是 不 可 能 的 。 

庞 加 菜 在 数学 天 文学 上 的 第 一 次 (1889 年 ) 成 功 ,出 自 他 对 'n 
体 问题 ”的 一 个 不 成 功 的 考虑 。 对 于 ”= 2， 这 个 问题 已 由 牛顿 完 
全 解决 了 ， 著 名 的 “三 体 问题 ”(% 一 3) 将 在 后 面谈 到 ; 当 % 超 过 3 
时 , 一 些 可 以 适用 于 m= 3 的 情形 的 化 简 可 以 继续 下 去 。 

根据 牛顿 的 万 有 引力 定律 ,两 个 质量 为 m, M ,间隔 距离 为 D 
的 质点 ， 以 与 (mx 用 )/ 防 成 比例 的 力 相 互 吸 引 。 想像 空间 中 随 
意 分 布 的 % 个 质点 ; 假定 所 有 的 质点 的 质量 、 初 始 运 动 和 相互 之 间 
Rt et honda ned 
什么 呢 ? 0 es 个 星团 . 9 或 星系 团 中 的 性， 
可 以 看 作 是 按照 牛顿 宅 律 互相 吸引 的 质点 。 这 样 ,“ 体 问题 ”相当 
于 一 一 在 它 的 一 个 应 用 中 一 一 提问 从 现在 起 一 年 或 此 后 十 亿 年， 
天 空 是 什么 样子 的 ， 人 们 认为 , 我 们 现在 有 足够 的 观察 数据 , 可 以 
换 述 一 般 状 态 。 当 然 问题 由 于 辐射 而 极其 复杂 一 一 星 的 质量 不 会 
历数 百 万 年 而 不 变 ; 但 是 % 体 问题 在 其 牛顿 式 的 一 个 完全 的 、 可 
计算 的 解答 中 ， 也 会 提供 对 一 / 
类 很 可 能 在 辐射 能 够 造成 可 以 观测 到 的 误差 之 前 很 久 就 消亡 了 。 

这 实质 上 是 为 瑞典 国王 奥斯卡 二 世 在 1881 年 提供 的 奖金 所 
提出 的 问题 。- 斋 加 莱 没 有 解决 这 个 问题 , 但 在 .1889 年 ， 由 于 他 对 
动力 学 微分 方程 的 一 般 讨论 ， 和 对 三 体 问题 的 一 次 进攻 ， 不 管 怎 
样 ， 他 被 一 个 由 维尔 斯 特 拉 斯 、 埃 尔 米 特 和 米 塔 格 - 列 夫 勒 组 成 的 
评奖 团 授与 了 这 一 奖金 。 三 体 问题 通常 被 认为 是 % 体 问题 的 最 重 
- 要 的 情形 , 因为 地 球 . 月 亮 和 太阳 提供 了 一 个 ”= 3 的 情形 的 例子 。 
维尔 斯 特 拉 斯 在 给 米 塔 格 - 列 夫 勤 的 报告 中 写 道 : “您 可 以 告诉 您 
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的 国士, 这 项 工作 确实 不 能 看 作 提供 了 所 提出 的 问题 的 完全 解答 ， 
但 是 不 管 怎 么 说 , 它 是 非常 重要 的 , 以 至 于 他 的 发 表 将 在 天 体力 学 


考虑 的 目的 已 经 达到 。? 法 国政 府 不 甘心 落 在 瑞典 国王 后 面 ,在 斋 
加 荣获 得 奖金 后 封 他 为 荣誉 军团 骑士 一 一 这 是 对 这 位 年 轻 数 学 家 
的 天 才 所 给 的 比 国 王 的 两 千 五 百 克朗 和 人 金 质 奖章 便宜 得 多 的 奖 
励 。 
由 于 我 们 已 经 提 到 过 三 体 问 题 ， 我 们 现在 可 以 报告 它 最 近 的 
发 展 中 的 一 个 项 目 ; 自从 欧 拉 那 时 以 来 , 它 就 被 认为 是 整个 数学 领 
域 中 最 困难 的 问题 之 一 。 从 数学 上 讲 , 这 个 问题 归结 为 解 九 个 微 
分 方程 (都 是 线性 的 、 二 阶 的 ) 联 立方 程 组 。 拉客 朗 日 成 功 地 把 这 
个 方程 组 化 约 为 更 简单 的 形式 。 如 同 在 大 部 分 物理 问题 中 那样 ， 
出 。 如 果 这 些 级 数 满足 那些 方程 (形式 上 )， 而 且 对 于 变量 的 一 些 
值 收 敛 ， 那 么 解 就 “存在 ”?。 中 心 困难 是 证 明 收 敛 。 到 1905 年 为 
止 , 已 经 发 现 了 各 种 各 样 的 特殊 解 , 但 是 没有 证 明 任何 能 被 称 为 一 
般 的 东西 的 存在 。 
在 1906 年 和 1909 年 ， 一 个 完全 意 想 不 到 的 地 区 一 一 芬兰 
一 一 取得 了 一 项 重要 进展 , 对 于 这 个 国家 , 老 于 世故 的 欧洲 人 甚至 
今天 还 认为 它 见 乎 是 不 开化 的 , 特别 是 对 它 还 债 的 奇怪 习惯 , 认为 
不 文明 ; 在 帕 沃 . 努 尔 米 @ 在 田径 赛跑 中 跑 过 美国 之 前 , 很 少 有 美 
国人 认为 这 个 国家 超出 了 石器 时 代 。 除 了 所 有 三 体 同 时 撞 到 一 起 


. 的 极 罕见 的 情形 ， 赫 尔 辛 福 斯 多 的 卡尔 , 弗 里 绍 夫 :宁德 曼 利 用 归 


四 ”由 沃 : 努 尔 米 (1897 一 1973) 为 芬兰 径 赛 运动 员 。 在 三 次 奥运 会 上 共 获 六 枚 金 
牌 , 保持 4 分 10.4 秒 的 1 英里 赛跑 世界 纪录 达 八 年 (1923 一 1931)。 一 一 译 者 
@ 即 赫 尔 辛 基 。 一 一 译 者 
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功 于 意大利 人 菜 维 . 奇 维 塔 和 法 国人 潘 勒 韦 的 分 析 方 法 , 作出 他 自 
已 的 巧妙 变换 ， 证 明了 存在 上 述 意义 的 解 ， 宗 德 曼 的 解答 不 适宜 
于 数值 计算 , 也 没有 提供 多 少 关 于 实际 运动 的 信息 , 但 是 那 不 是 这 
里 感 兴趣 的 事 : 一 个 不 知道 是 否 可 解 的 问题 被 证 明 是 可 解 的 了 。 许 
多 人 曾经 不 顾 一 切 地 努力 证 明 这 个 重要 结论 , 当 证 明 即 将 出 现时 ， 
一 些 人 在 人 力所能及 的 范围 内 ， 和 急忙 指出 宗 德 曼 没有 做 出 什么 重 
要 的 事 ， 因 为 除了 他 解决 的 那个 问题 以 外 ,se 他 没有 解决 其 他 的 问 
题 ， 这 一 类 批评 在 数学 上 就 象 在 文学 和 艺术 上 一 样 平常 ， 这 再 次 
表明 数学 家 同 任何 人 一 样 是 凡人 。 

庞 加 莱 在 数学 天 文学 中 的 最 有 独创 性 的 工作 ， 总 结 在 他 的 伟 
大 专著 天 体力 学 新 方法 > (三 卷 、1893.1893.、1899 年 ) 中 。 接 着 是 
1905 一 1910 年 的 具有 更 直接 的 实际 性 质 的 另 一 部 三 卷 集 的 著作 
«天 体力 学 教程 >, 以 及 再 晚 一 些 出 版 的 他 的 课程 讲义 < 长 流体 质量 
平衡 的 图 形 >, 和 一 本 历史 性 评论 著作 < 关于 宇宙 论 的 假设 >。 

达 布 (得 到 其 他 许多 人 的 支持 ) 就 这 些 著 作 中 的 第 一 部 发 表 看 
法 , 说 它 确实 开创 了 天 体力 学 的 一 个 新 时 代 , 它 可 以 与 拉 普 拉 斯 的 “ 
天 体力 学 > 和 达 朗 贝尔 早期 关于 岁差 的 著作 媲美 ,。“ 沿 着 拉客 朗 晶 
开创 的 分 析 力学 的 道路 , ” 达 布 说 ,“…… 雅 可 比 建立 了 一 个 看 来 是 
动力 学 中 最 完整 的 理论 。 五 十 年 来 , 我 们 依靠 这 位 杰出 的 德国 数 
学 家 的 那些 定理 , 从 各 种 角度 应 用 它们 , 研究 它们 , 但 是 没有 添加 
任何 本 质 的 东西 。 正 是 庞 加 某 第 一 次 打破 了 似乎 装着 这 个 理论 的 
这 些 僵 硬 的 框 子 , 为 它 设计 出 客观 世界 的 前 县 和 新 的 窗口 。 他 在 动 
力学 问题 的 研究 中 引进 或 使 用 了 不 同 的 概念 : 首先 是 变 分 方程 , 即 
决定 问题 的 无 限 接近 于 已 知 解 的 解答 的 线性 微分 方程 ， 这 个 概念 
以 前 就 有 过 ， 而 且 不 仅仅 可 以 应 用 于 力学 ; 其 次 是 积分 不 变 式 , 这 


完全 属于 他 ,并 在 这 些 研究 中 起 了 重要 作用 。 这 些 概念 上 还 加 上 
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了 其 它 一 些 基 本 概念 , 特别 是 涉及 所 谓 “ 周 期 * 解 的 那些 概念 , 对 于 
全 六 汉 坟 本 的 于 生物 作 在 局 守 同 辣 后 周到 它们 的 各 凡人 
置 和 初始 相对 速度 。” 

周期 解 的 概念 开创 了 数学 的 整整 一 个 部 门 ， 即 对 周期 轨道 的 
研究 ; 比如 说 , 已 知 一 个 行星 , 或 恒星 系 , 以 及 星系 中 所 有 成 员 在 确 
宝 的 时 期 内 初始 位 置 和 相对 速度 的 完整 记载 ， 要 求 确定 在 什么 条 
件 下 星系 会 在 某 个 稍 后 一 些 的 时 期 回 到 它 的 初始 状态 ， 从 此 无 限 
地 继续 重复 它 的 循环 运动 。 例 如 , 太阳 系 具有 这 种 周期 类 型 吗 ?或 
者 如 果 不 具 有 , 那么 要 是 它 是 孤立 的 、 而 且 不 受 外 部 星体 的 干扰 ， 
它 会 具有 吗 ? 无需 说 , 这 个 -一 般 的 问题 还 没有 完全 解决 。 

庞 加 菜 的 许多 天 文学 研究 工作 是 定性 的 , 而 不 是 定量 的 , 因为 
适宜 于 一 个 直觉 主义 者 , 这 个 特点 把 他 领 向 了 拓扑 学 的 研究 , 就 象 
它 曾 领 过 黎 曙 一样。 他 发 表 了 六 篇 关于 拓扑 学 的 著名 论文 ,它们 
昔 新 了 当时 的 这 个 学 科 。 关 于 拓扑 学 的 研究 又 被 大 量 应 用 于 天 广 
学 的 数学 。 

我 们 已 经 提 到 过 庞 加 散 关 于 旋转 流动 物体 问题 的 工作 -一 在 
宇宙 学 中 具有 明显 的 重要 性 ， 它 的 一 个 方面 假定 行星 一 度 很 象 这 
样 一 些 星体 ， 它 们 可 以 被 看 作 好 象 它们 实际 上 不 是 那么 荒 雇 可 笑 
的 样子 。 它 们 是 否 如 此 , 对 这 种 情形 的 数学 并 不 重要 , 它 本 身 就 很 
有 意思 。 从 庞 加 莱 自 己 的 概述 中 摘出 的 几 段 话 ， 比 任何 释义 更 清 
楚 地 说 明了 他 在 这 个 困难 的 学 科 中 用 数学 说 明 的 东西 的 性 质 。 

“让 我 们 想象 一 个 [旋转 ] 流 动物 体 由 于 冷却 而 收缩 , 但 是 收缩 
慢 得 足以 保持 均匀 , 并 使 旋转 在 一 切 部 分 都 一 样 。 

“一 开始 ， 形 状 很 近似 一 个 球 的 这 团 物体 变 成 一 个 旋转 椭 球 ， 
它 将 变 得 越 来 越 扁 , 然后 , 在 某 个 一 定 的 时 刻 , 它 将 变 成 一 个 有 三 

54 个 不 同 的 轴 的 椭 球 。 再 后 来 , 形状 不 再 是 椭 球 , 而 成 了 梨 形 , 直到 
i 
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最 后 这 一 团 物 体 在 它 的 “腰部 越 来 越 凹 进去 , 分 成 两 个 隔 开 的 .不 
同 的 物体 为 止 ， 

“上 述 假说 肯定 不 能 应 用 到 太阳 系 。 一 些 天 文学 家 认为 它 可 
能 对 一 些 双星 是 成 立 的 ， 二 等 天 琴 星 座 类 的 双星 可 能 会 旦 现 出 类 
似 于 我 们 讲 到 的 那 种 形式 的 过 渡 形 式 。” 

然后 他 继续 提出 对 土星 光环 的 应 用 ， 它 宣称 已 经 证 明了 只 要 
光环 的 密度 超过 土星 密度 的 1/16， 光 环 就 能 够 是 稳定 的 。 可 以 
说 , 直到 1935 年 这 些 问题 还 不 能 被 看 作 完全 解决 了 。 特 别 是 对 可 
怜 的 老 土星 的 更 严格 的 数学 处 理 ， 似 乎 表明 它 还 没有 被 大 数学 家 
们 完全 征服 。 这 些 数 学 家 中 包括 克拉 克 . 麦 克 斯 书 , 过 去 的 七 十 年 
中 他 一 直 在 断断续续 地 不 停 地 研究 它 。 


我 们 必须 再 次 离开 这 个 几乎 还 没有 党 到 什么 东西 的 宴会 ， 进 
入 庞 加 某 在 数学 物理 中 的 大 部 头 著作 。 这 里 他 的 运气 不 是 那么 
好 。 要 想 乘机 利用 他 卓越 的 才能 ，' 他 应 该 晚 生 三 十 年 或 多 活 二 十 
年 。 当 物 理学 达到 它 的 一 个 循环 出 现 的 衰老 的 周期 时 , 不 幸 他 正 
处 在 他 的 全 盛 时 期 ， 当 物理 学 开始 恢复 青春 时 一 一 在 普 朗 克 于 
1900 年 ， 爱 因 斯 坦 于 1905 年 , 完成 了 赋 与 这 个 衰老 的 浪子 第 一 对 
新 命脉 的 困难 、 棘 手 的 手术 之 后 一 一 他 已 经 如 此 彻底 地 浸透 了 十 
九 世 纪 的 理论 , 以 至 于 他 在 1912 年 去 世 之 前 几乎 没有 时 间 去 领情 
奇迹 。 席 加 莱 在 他 整个 成 年 时 期 , 似乎 都 是 通过 思考 去 汲取 知识 ， 
而 没有 有 意识 地 去 努力 。 他 象 凯 菜 一 样 ， 不 只 是 一 个 多 产 的 创造 
者 , 而 且 也 是 一 个 学 识 济 博 的 学 者 。 他 的 范围 也 许 比 凯 莱 的 还 要 
宽广 ,- 因为 世 菜 从 来 没有 自称 他 能 够 懂得 在 应 用 数学 中 正 进 行 的 
一 切 。 这 种 独特 的 博学 , 当 碰 到 与 经 典 科 学 相对 立 的 .现实 的 科学 
问题 时 , 也 许 是 一 个 不 利 条 件 。 
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we 








在 物理 学 卉 锅 中 沸腾 的 一 切 只 要 一 出 现 ， 论 加 莱 就 会 立刻 掌 
所 它们 , 把 它们 构成 几 个 纯 数学 研究 的 题目 。 当 无 线 电 报 发 明 时 ， 
他 抓 住 这 个 新 东西 , 创立 了 它 的 数学 。 当 其 他 人 或 者 无 视 爱 因 斯 
坦 关于 (狭义 ) 相 对 论 的 早期 工作 ， 或 者 把 它 只 作为 一 个 奇怪 的 东 
西 忽略 过 去 时 , 庞 加 莱 已 经 在 忙 着 它 的 数学 了 , 他 是 第 一 个 告诉 世 
界 什么 已 经 到 来 的 高 名 望 的 科学 界 人 士 ， 他 催促 全 世界 把 爱 因 斯 
坦 的 理论 看 作 也 许 是 新 纪元 的 最 重要 的 现象 ， 他 预见 到 这 个 新 纪 
元 , 但 是 他 自己 不 能 开创 这 个 新 纪元 。 对 于 普 朗 克 的 量子 理论 的 
早期 形式 也 是 如 此 。 当 然 , 有 各 种 不 同 的 意见 ; 但 是 时 间 过 得 这 样 
久 了 ,现在 看 来 , 数学 物理 之 于 庞 加 莱 , 犹如 谷 神 星之 于 高 斯 ; 虽然 
庞 加 莱 在 数学 物理 方面 所 完成 的 工作 足够 赢 来 半 打 伟大 的 荣誉， 
但 是 那 不 是 他 生 就 去 从 事 的 职业 , 要 是 他 坚持 从 事 于 纯 数学 , 科学 
从 他 得 到 的 会 更 多 一 一 他 的 天 文学 工作 也 就 是 纯 数学 ， 而 不 是 其 
他 。 但 是 科学 得 到 的 已 经 够 多 了 , 而 且 一 个 具有 庞 加 莱 的 天 才 的 
人 ,有 权 作 他 喜爱 的 事 。 


我 们 现在 还 有 篇 幅 来 讲述 庞 加 莱 多 才 多 艺 的 最 后 一 个 方面 ， 
他 对 数学 创造 的 基本 原理 的 兴趣 。 在 1902 年 和 1904 年 , 瑞士 数 
学 杂志 < 数学 教学 ?对 数学 家 们 的 工作 习惯 进行 了 调查 。 调 查 表 发 
给 了 许多 数学 家 , 其 中 一 百 多 人 作 了 回答 。 对 于 问题 的 问答 和 对 
一 般 倾向 的 分 析 ， 在 1912 年 以 最 后 形式 发 表 。@ 任 何 希望 窥视 数 
学 家 的 “心理 ”的 人 , 都 能 在 这 件 奇特 的 工作 , 以 及 庞 加 菜 在 看 到 这 
个 润 查 的 结果 之 前 , 独立 得 出 的 观点 的 证 据 中 , 找到 许多 有 趣 的 东 
西 。 在 我 们 引用 庞 加 莱 的 话 以 前 ， 可 以 提 到 普遍 感 兴趣 的 几 点 。 


@ ”< 数学 教学 > 关于 数学 家 工作 方法 的 调查 。 可 从 杂志 及 单行 本 中 见 到 。 戈 莫 
埃 -- 维 拉 尔 著 , 巴黎 。 
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那些 后 来 成 为 大 数学 家 的 人 对 数学 的 早期 疯 趣 ， 已 经 在 前 面 
各 章 中 多 次 举例 说 明了 。 对 于 “在 什么 时 期 …… 和 在 什么 情况 下 
数学 抓 住 了 你 ?” 这 个 问题 , 收 到 了 九 十 三 人 对 第 一 部 分 的 回答 ; 三 
十 五 人 说 在 十 岁 以 前 , 四 十 三 人 说 在 十 一 岁 到 十 五 岁 ; 十 一 人 说 在 
十 六 岁 到 十 八 岁 ; 三 人 说 在 十 九 岁 到 二 十 岁 ; 只 有 一 个 晚 的 说 在 二 
十 六 岁 。 
另外 , 凡是 有 数学 家 朋友 的 人 都 会 注意 到 , 他 们 当中 有 一 些 人 
喜欢 在 早晨 很 早 的 时 候 工作 (我 知道 一 个 很 出 众 的 数学 家 , 他 在 早 ; 
得 不 近 人 情 的 清晨 五 点 钟 开始 他 一 天 的 工作 ), 而 另外 一 些 人 在 天 
黑 以 前 甚么 都 不 做 。 对 于 这 一 点 的 回答 , 表明 了 一 个 奇怪 的 倾向 
一 一 也 许 是 重要 的 , 尽管 有 许多 例外 : 北方 民族 的 数学 家 们 宁愿 在 
夜里 工作 ， 而 拉丁 系 民族 的 数学 家 喜欢 在 早晨 工作 。 在 夜里 工作 
的 数学 家 中 , 长 时 间 的 集中 精力 , 在 他 们 年 纪 大 一 些 的 时 候 常 常 引 
起 失眠 症 , 于 是 他 们 改 成 一 一 不 情愿 地 一 一 早晨 工作 。 费 利克 斯 . 
克 莱 因 在 年 轻 时 夜以继日 地 工作 ， 他 有 一 次 指出 摆脱 这 种 困境 的 
一 个 可 能 的 途径 。 他 的 一 个 美国 学 生 抠 怨 由 于 思考 数学 而 不 能 睫 
觉 。“ 睡 不 着 , 嗯 ?” 克 莱 因 哼 了 一 声 , “水合 氢 醛 是 干什么 的 ?” 不 
过 , 不 能 不 加 区 别 地 推荐 这 种 药物 ; 克 菜 因 自 己 的 斐 剧 性 的 衰竭 也 
许 与 它 有 关 。 
也 许 收 到 的 回答 中 最 重要 的 是 ， 那 些 关于 灵感 与 苦 干 哪 一 个 
是 数学 发 现 的 源泉 这 个 问题 的 回答 。 结 论 是 “数学 发 现 , 不 论 大 小 
ee 都 永远 不 会 自发 地 产生 。 它 们 总 是 自觉 和 不 自觉 地 以 一 片 揪 
′ 种 了 基础 知识 ,并 花费 劳动 充分 准备 好 了 的 土壤 为 先决 条 件 的 。” 
那些 宣称 天 才 是 百 分 之 九 十 九 的 汗水 ， 只 有 百 分 之 一 的 灵感 
的 人 , 如 托马斯 .阿尔 瓦 . 爱 迪生 , 和 那些 把 这 个 数字 颜 便 过 来 的 人 
并 不 抵触 。 哪 方 都 是 对 的 。 一 方 记 住 了 普 干 , 而 另 一 方 在 摇 似 突 
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然 发 现 的 激动 中 鱼 它 忘 得 精光 , 但 是 当 他 们 分 析 他 们 的 印象 时 , 双 
方 都 承认 , 没有 苦 干 和 “灵感 ”的 闪现 , 就 不 可 能 作出 发 现 。 如 果 只 
是 苦 干 就 够 了 , 那么 许多 酷爱 艰苦 工作 的 人 , 他 们 对 于 某 个 科学 分 
支 似乎 无 所 不 知 ,同时 又 是 很 好 的 批评 家 和 评论 家 , 怎么 会 自己 连 
一 个 小 小 的 发 现 也 从 来 没有 作出 来 呢 ? 另 一 方面 , 那些 相信 “灵感 ” 
是 科学 或 文学 上 发 现 和 发 明 的 唯一 因素 的 人 ， 看 看 雪 菜 的 任何 -- 

“完全 自发 的 ? 诗 早先 的 草稿 (只 要 这 些 草 稿 保存 了 下 来 , 并 重 写 
过 ), 或 者 巴尔 扎 克 使 他 的 气 得 发 狂 的 出 版 商 承 受 的 任何 一 部 长 篇 
小 说 的 一 次 次 修改 稿 , 可 能 发 现 是 很 有 教 益 的 。 

斋 加 莱 在 一 篇 1908 年 发 表 , 以 后 又 收入 李 的 < 科学 方法 > 中 的 
文章 里 ， 说 明了 他 对 数学 发 现 的 看 法 。 他 说 , 数学 发 现 的 产生 ,是 
一 个 应 该 使 心理 学 家 们 非常 感 兴趣 的 问题 ， 因 为 它 是 人 类 头脑 似 
乎 从 外 部 世界 借 得 最 少 的 活动 , 而且 通 过 了 解数 学 思维 的 过 程 ,我 
们 有 希望 得 知 什么 是 人 类 头脑 中 最 本 质 的 东西 。 

虎 加 莱 问 道 ,“ 怎 么 竟 会 有 一 些 不 懂 数 学 的 人 呢 。 这 应 该 使 我 
们 感到 吃惊 , 或 者 , 更 确切 地 说 , 如 果 我 们 不 是 如 此 对 它 习 以 为 常 ， 
它 就 会 使 我 们 吃惊.” 如 果 数 学 仅仅 是 建立 在 逻辑 规则 的 基础 上 ,如 
同 所 有 正常 的 人 都 接受 的 那样 , 而 且 只 有 疯子 才 会 否认 这 -点 ( 按 
昭 庞 加 菜 的 说 法 ), 那么 , 怎么 会 有 这 么 多 人 不 懂 数 学 呢 ? 对 这 个 问 
题 也 许可 以 这 样 回答 ， 还 没有 哪 一 组 证 实数 学 上 的 无 能 是 正常 人 
类 模式 的 详尽 试验 公布 过 。“ 还 有 , ”他 问 ,“ 在 数学 中 错误 怎么 会 
是 可 能 的 呢 ?” 亚 历 山 大 薄 柏 说 , “犯错 误 是 合乎 人 性 的 ,” 这 是 和 
任何 其 它 解答 一 样 不 能 令 人 满意 的 解答 。 消 化 系统 的 化 学 也 许 与 
它 有 点 关系 ， 但 是 庞 加 药 想 要 更 微妙 的 解释 一 -一 个 不 能 以 喂 给 
“无 价值 的 身体” 麻醉剂 和 酒精 来 作 试验 的 解释 。 

“在 我 看 来 答案 是 明显 的 ,” 他 宣称 。 逻 辑 同 发 现 或 发 明 没 有 
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什么 关系 ,记忆力 起 了 作用 。 不 过 记忆 力 并 不 象 它 可 能 的 那样 重 
要 。 他 一 点 不 脸红 地 说 , 他 的 记忆 力 不 好 : “那么 它 为 什么 没有 在 
一 段 困 难 的 、 大 多 数 棋 手 [ 他 认为 他 们 的 “记忆 力 ” 是 极 好 的 ] 都 会 
失败 的 数学 推理 中 抛 下 我 呢 ? 显然 是 因为 它 受到 推理 的 一 般 进 程 
排列 的 演绎 推理 , 而 顺序 是 比 组 成 部 分 本 身 更 重要 的 。” 如 果 他 有 
这 个 顺序 的 “直觉 ”记忆 力 就 算 不 得 甚么 了 , 因为 每 一 个 演绎 推理 
都 将 自动 占据 它 在 序列 中 的 位 置 。 

然而 数学 创造 不 仅 在 于 做 出 已 知事 物 的 新 组 合 ; “任何 人 都 能 
做 出 组 合 ， 但 是 这 样 的 组 合 会 有 无 限 多 个 ,大 多 数 是 没有 意义 的 。 
创造 恰恰 在 于 避免 无 用 的 组 合 , 做 出 那些 有 用 的 组 合 , 它们 只 构成 
一 小 部 分 。 发 明 是 识别 、 选 择 。” 但 是 这 一 切 不 是 以 前 就 说 过 儿 千 
记 了 吗 ? 有 了 哪 一 个 艺术 家 不 知道 选择 一 一 一 个 不 可 捉摸 的 东西 
一 一 是 成 功 的 一 个 秘密 呢 ?9 我 们 恰恰 处 于 我 们 在 研究 开始 以 前 的 
地 方 。 

为 了 结束 庞 加 莱 的 观察 报告 的 这 一 部 分 , 可 以 指出 , 他 说 的 许 
多 东西 都 是 建立 在 一 个 假定 上 的 , 这 个 假定 可 能 确实 是 成 立 的 ,但 
是 它 没有 一 点 儿科 学 证 据 。 直截了当 地 说 ,他 假定 人 类 的 大 多 数 
都 是 数学 上 低能 的 人 。 如 果 在 这 点 上 同意 他 , 那么 我 们 甚至 无 需 
接受 他 的 纯 浪 漫 的 理想 。 它 们 属于 灵感 的 文 堂 , 而 不 属于 科学 。 

我 们 转 到 一 些 不 那么 引起 争论 的 东西 现在 来 引用 二 -段落 名 
的 文字 ， 庞 加 菜 在 这 有 段 文 字 中 描绘 了 他 自己 的 一 个 最 伟大 的 “ 灵 
感 ” 是 怎样 产生 的 , 用意 在 于 证 明 他 的 数学 创造 的 理论 。 它 是 否 起 
到 了 这 个 作用 , 可 以 留待 读者 去 判断 。~ 

他 首先 指出 , 为 了 领会 他 的 叙述 , 不 需要 懂得 专业 术语 ,; “心理 
学 家 们 感 兴趣 的 不 是 定理 , 而 是 环境 。 
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“我 花 了 十 五 天 , 竭力 证 明 不 存在 与 我 后 来 称 为 富 克 斯 函 
数 类 似 的 函数 ; 我 那 时 非常 无 知 。 每 天 坐 在 我 的 工作 台 前 , 花 
上 一 、 两 个 小 时 的 时 间 ; 我 试 了 很 多 种 组 合 , 什么 结果 也 没有 
得 到 。 一 天 傍晚 , 与 我 的 习惯 相反 , 我 喝 不 加 牛奶 和 糖 的 很 浓 
的 咖啡 ; 我 不 能 入 睡 , 各 种 想法 蜂 涌 而 至 ; 我 觉察 到 它们 互相 
冲突 , 可 以 这 么 说 , 直到 一 对 想法 钧 在 一 起 , 形成 了 一 个 稳定 
的 组 合 。 到 旱 晨 我 已 经 证 实 了 一 类 富 克 斯 函数 、 即 从 超 几何 
级 数 中 得 出 的 那 类 函数 的 存在 。 我 只 需要 写 出 结果 ,这 用 了 
我 几 个 小 时 。 

“接着 我 想 用 两 个 级 数 的 比 来 表示 这 些 函 数 ; 这 个 想法 是 
完全 有 意识 的 , 想 出 来 的 ; 与 椭圆 函数 的 相似 指导 了 我 。 我 问 
自己 , 如 果 这 些 级 数 存在 的 话 , 它们 的 性 质 是 什么 , 我 毫 无 困 
难 地 构造 出 了 这 些 级 数 , 我 称 它们 为 富 克 斯 级 数 。 

“然后 我 离开 了 当时 我 住 的 地 方 卡 昂 , 参加 矿业 学 院 主办 
的 一 次 地 质 调查 旅行 旅行 的 紧张 使 我 忘记 了 我 的 数学 劳动 
到 达 库 唐 斯 以 后 , 我 们 乘 公共 汽车 去 某 地 游览 , 就 在 我 踏 上 汽 
车 踏板 的 那 一 瞬间 , 产生 了 一 个 想法 , 显然 没有 什么 我 以 前 想 
到 的 东西 为 它 作 准 备 , 这 个 想法 是 , 我 用 来 定义 富 克 斯 函数 的 
那些 变换 , 与 非 欧 几 何 的 那些 变换 是 一 致 的 。 我 没有 作证 明 ; 
我 不 会 有 时 间 , 曙 为 一 上 车 , 我 就 在 继续 一 个 中 断 了 的 谈话 ; 
但 是 我 立即 感到 这 是 完全 的 确定 无 疑 的 。 一 回 到 卡 昂 , 我 就 
在 我 的 空闲 时 间 证 明了 这 个 结果 , 以 使 自己 安心 。 

“然后 我 着 手 研究 一 些 算术 问题 ， 没 有 甚么 明显 的 成 绩 ， 
也 没有 怀疑 过 这 些 问 题 会 与 我 以 前 的 那些 研究 有 任何 联系 。 
研究 得 不 到 成 功 ， 使 我 感到 厌烦 了 ， 于 是 我 去 海边 度 过 了 几 
天 , 思考 另 一 个 问题 。 一 天 , 当 我 沿 着 海边 的 峭壁 散步 时 , 那 





欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


第 二 十 八 章 ”最 后 一 位 通才 639 





个 想法 又 出 现 了 ,又 带 有 那 种 简明 .突然 ,立即 确定 的 特点 , 这 
就 是 不 定 三 元 二 次 型 的 那些 变换 ， 与 非 欧 几 何 的 那些 变换 是 
一 致 的 。 
“一 回 到 卡 晶 , 我 就 考虑 这 个 结果 , 得 出 了 它 的 结论 ; 二 次 
型 的 例子 向 我 表明 ， 有 一 些 富 克 斯 群 与 相应 于 超 几 何 级 数 的 
那些 富 克 斯 群 不 同 ， 我 看 出 我 能 把 它们 应 用 于 富 克 斯 函数 的 
理论 ， 因 此 存在 一 些 与 从 超 几 何 级 数 中 得 出 的 那些 0 富 克 斯 
函数 不 同 的 g 富 克 斯 函数 ， 这 是 我 到 那 时 为 止 所 知道 的 一 些 
唯一 不 同 的 6 富 克 斯 函数 。 很 自然 地 , 我 给 自己 提出 了 构造 
所 有 这 些 函 数 的 任务 。 我 进行 了 系统 的 再 三 努力 , 一 个 接着 
一 个 地 解决 了 所 有 的 外 围 问题 ， 然 而 有 一 个 问题 仍然 解决 不 
了 , 攻 下 它 就 会 取得 全 盘 胜利 。 但 是 我 的 全 部 努力 只 是 使 我 
更 通晓 了 这 个 问题 的 困难 , 而 这 本 身 确实 是 有 些 道 理 。 所 有 
这 些 工作 都 是 完全 有 意识 地 去 做 的 。 
“正在 这 时 , 我 离开 卡 昂 前 往 瓦 勒 里 昂 山 ,在 那里 服 兵 役 。 
因此 我 有 了 一 些 很 不 同 的 急 务 。 一 天 , 在 穿 过 大 街 时 , 挡住 我 
的 那 道 难题 的 解答 突然 出 现 了 。 我 没有 试图 立刻 深入 研究 
它 , 只 是 到 了 我 的 服役 结束 以 后 , 我 才 继 续 研究 这 个 问题 。 我 
已 经 有 了 所 有 的 组 成 部 分 ， 只 需要 装配 它们 ， 排 列 它们 就 行 
了 。 所 以 我 写 出 了 我 最 后 的 论文 , 一 挥 而 就 , 训 无 困难 。” 
这 类 事情 , 他 说 , 还 可 以 从 他 自己 的 工作 和 其 他 数学 家 的 工作 
中 , 举 出 许多 其 他 的 例子 , 如 在 《数学 教学 > 杂志 中 报告 的 。 从 他 的 
经 历 中 , 他 相信 这 种 表面 上 的 “突然 的 启发 ",“[ 是 ] 以 前 长 期 洪 意 
识 工作 的 明显 标志 , ”他 继续 推 需 他 的 潜意识 思维 的 理论 和 它 在 数 


学 创造 上 的 作用 。 有 意识 的 工作 , 作为 一 种 引发 潜意识 一 直 积 襄 5 


他 没有 这 样 说 ， 但 是 他 所 说 的 与 此 相 





的 炸药 的 触 机 是 必要 的 
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当 。 但 是 如 果 我 们 仿效 庞 加 莱 , 把 正 是 我 们 要 了 解 的 目的 的 那些 
活动 , 强加 在 “潜意识 思维 ”或 “潜在 自我 ”之 上 , 那么 我 们 在 合理 的 
解释 方面 能 得 到 些 什 么 呢 ? 不 去 赋 与 这 个 神秘 的 动因 一 种 假设 的 
机 智 ,使 它 能 够 在 提出 来 (怎样 提出 来 , 庞 加 莱 没 有 说 ) 供 它 检查 的 
“数目 极 多 的 ”可 能 组 合 中 作出 区 别 , 而 平静 地 说 “潜意识 ”除了 “有 
用 的 ”组 合 外 ,拒绝 一 切 组 合 , 因为 它 对 对 称 和 美 有 一 种 感受 力 , 这 
听 起 来 不 免 象 给 初始 问题 一 个 给 人 印象 较 深 的 名 字 来 解决 它 一 
样 。 也 许 这 正 是 庞 加 菜 打 算 做 的 ， 因 为 他 一 度 把 数学 定义 为 给 各 
种 不 同 的 事物 同一 名 字 的 艺术 ; 所 以 在 这 里 他 可 能 是 通过 给 同一 
事物 以 不 同 的 名 字 来 完成 他 的 观点 的 对 称 性 。 看 来 很 奇怪 , 一 个 
能 够 满足 于 数学 创造 的 这 样 一 种 “心理 学 ”的 人 ， 在 宗教 问题 上 竞 
然 是 一 个 完全 的 怀疑 主义 者 , 庇 加 莱 就 是 这 样 一 个 人 。 在 庞 加 菜 
高 明 地 沉 沁 于 心理 学 之 后 ， 怀 疑 主义 者 们 很 可 能 会 因为 曾经 不 相 
信 甚 么 而 绝望 了 。 





在 二 十 世纪 第 一 个 十 年 期 间 , 庞 加 菜 的 名 声 增 长 得 很 快 , 他 开 
始 被 看 作 一 一 特别 是 在 法 国 一 一 一 切 关 于 数学 的 事情 的 大 智 者 。 
他 对 各 种 从 政治 到 伦理 学 的 问题 的 见解 , 通常 是 直截了当 的 -被 大 
多 数 人 当 作 最 终 的 见解 来 接受 。 正 象 在 一 个 伟人 去 世 后 几乎 必然 
会 发 生 的 那样 , 庞 加 菊生 前 令 人 了 眼花 综 乱 的 名 声 ,在 他 去 世 后 的 十 
年 中 经 历 了 不 公平 的 黯然 失色 的 时 期 。 但 是 他 对 于 什么 东西 会 使 
后 代 感 兴趣 的 直 党 已 经 在 为 它 自己 辩护 了 。 只 举 许多 例子 中 的 一 
个 ， 庞 加 莱 是 全 部 数学 都 能 用 经 典 逻辑 的 基本 符号 重 写 这 一 理论 
的 有 力 反 对 者 ; 他 认为 是 某 种 超出 逻辑 的 东西 , 使 数学 成 了 现在 的 
样子 。 虽然 他 没有 象 现在 的 直觉 学 派 走 得 那样 远 , 但 是 他 条 那个 
学 派 一 样 , 似乎 相信 至 少 一 些 数学 概念 先 于 迎 辑 概念 , 并 且 如 果 二 
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者 之 间 有 因果 关系 ,那么 正 是 逻辑 必 宝 出 自 数学 ,而 不 会 反 过 来 。 
这 是 否 就 是 最 终 信条 还 有 待考 虑 , 但 是 目前 看 来 , 好 象 庞 加 菜 使 用 
听任 他 自由 使 用 的 一 切 冷 嘲 去 攻击 的 理论 ， 不 管 它 有 什么 样 的 优 
点 , 并 不 是 最 后 的 理论 。 


在 庞 加 莱 的 最 后 四 年 中 , 除了 令 人 苦恼 的 疾病 之 外 , 他 繁忙 的 ， 


生活 是 平静 而 幸福 的 。 各 种 荣誉 从 全 世界 所 有 的 主要 学 术 团 体 那 
里 象 雨点 般 向 他 飞 来 .在 1906 年 , 五 十 二 岁 时 , 他 获得 了 法 国 科 
学 家 可 能 得 到 的 最 高 的 荣誉 称号 , 法 兰 西 科学 院 院 长 。 所 有 这 一 
切 并 没有 使 庇 加 莱 妻 自尊 大 ， 因 为 他 是 真正 谦 还 的 、 单 纯 的 不 装 
腔 作 势 。 他 当然 知道 ， 在 他 的 壮年 时 期 他 没有 一 个 接近 于 他 的 对 
手 , 但 是 他 也 能 毫 不 做 作 地 说 , 与 要 知道 的 东西 相 比 , 他 什么 都 不 
知道 。 他 很 幸福 地 结 了 婚 , 有 一 个 儿子 和 三 个 女儿 , 他 从 他 们 那里 
得 到 了 很 多 乐趣 , 特别 是 在 他 们 幼小 的 时 候 。 他 的 妻子 是 艾 蒂 安 。 
若 弗 鲁 瓦 ' 圣 伊 菜 尔 的 曾孙 女 , 圣 伊 菜 尔 作为 那个 爱 争 吵 的 比较 解 
襄 学 者 居 维 埃 的 对 手 而 为 人 们 所 记忆 。 庞 加 药 的 爱好 之 一 是 交响 


音乐 。 


在 1908 年 于 罗马 举行 的 国际 数学 大 会 上 , 庞 加 莱 因 病 没有 能 
宣读 他 的 激动 人 心 的 (也 许 是 过 早 的 ) 演 讲 《 数 学 物理 的 未 来 >。 他 
的 病 是 前 列 腺 增 大 , 意大利 的 外 科 医 生 们 给 他 作 了 手术 , 解除 了 症 


状 , 人 们 以 为 他 得 到 了 根治 。 回 到 巴黎 以 后 , 他 象 以 前 一 样 精力 充 


沛 地 继续 他 的 工作 。 但 是 在 1911 年 , 他 开始 有 了 他 可 能 不 久 于 人 
世 的 预感 ， 0 9 a 的 编辑 ,询问 是 否 能 
关于 一 个 庞 
加 来 议 为 最 最 重要 枯 问 题 的 施文 ei 以 我 的 年 纪 我 可 能 不 能 








”解决 它 了 , 所 得 到 的 结果 , 有 可 能 把 研究 者 们 带 到 新 的 、 意 想不到 


的 道路 上 去 , 尽管 它们 使 我 多 次 受骗 , 我 认为 它们 太 有 前 途 了 , 我 
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目 愿 献 出 它们 ……。 ”他 已 经 把 两 年 时 间 中 较 好 的 部 分 用 来 试 着 去 





.克服 他 的 困难 , 但 没有 收效 。 


他 猜测 的 那个 定理 的 证 明 ， 能 够 使 他 在 三 体 问题 上 取得 惊人 
的 进展 ;特别 是 它 将 使 他 能 够 证 明 比 以 前 考虑 过 的 更 一 般 的 一 些 


- 情形 的 无 限 多 个 周期 解 的 存在 。 这 个 期 望 中 的 证 明 , 在 庞 加 药 的 


“未 完成 交响 乐 ” 发 表 以 后 不 久 , 就 由 一 个 年 轻 的 美国 数学 家 乔治 。 
戴 维 ' 伯 殉 直 夫 (1884-- ”) 证 明了 。 

1912 年 春天 , 庞 加 莱 再 次 病 倒 ，7 月 9 日 接受 了 第 二 次 手术 。 
手术 是 成 功 的 ,但 是 7 月 17 日 , 他 在 穿 衣 服 的 时 候 , 非常 突然 地 死 
于 血栓 。 他 当时 五 十 九 岁 , 正 处 在 他 能 力 的 顶峰 一 一 用 潘 勒 韦 的 
话说 , “理性 科学 的 活着 的 大 脑 。” 
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数学 如 同一 切 其 他 学 科 ， 现 在 软 到 它 558 

在 显微镜 下 向 世界 揭示 在 它 的 基础 上 可 能 

存在 的 弱点 了 。 

一 了 . W. 韦 斯 塔 韦 

由 乔治 . 康 托 尔 (1845 一 1918) 在 1874 一 1895 年 创造 的 
Mengenlehre ( 集 论 ， 或 类 论 ， 特 别 是 无 限 集 论 ) 的 引起 争论 的 题 
目 , 按照 它 的 年 代 顺 序 , 很 可 以 作为 本 书 的 结尾 。 这 个 题目 对 于 数 
学 来 说 ， 象 征 着 十 九 世 纪 有 先 见 之 明 的 预言 家 们 认为 是 从 物理 科 
.学 到 民主 政府 的 -一切 事物 中 ,极其 合理 的 原则 的 总 崩溃 , 这 些 预 言 
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罕 们 预见 到 了 一 切 , 只 是 没有 预见 到 这 场 大 月 湿 。 

如 果 说 用 “ 骨 泪 "来 描述 世界 正在 尽 全 力 享 受 的 转变 ， 可 能 是 
太 重 了 , 那么 , 科学 思想 的 演变 正在 如 此 迅速 多 变 地 捞 行 着 , 以 至 


确实 很 难 把 这 一 演变 与 革命 区 分 开 来 。 


没有 过 去 的 错误 作为 动乱 的 根深 蒂 固 的 焦点 ， 物 理科 学 现在 
的 激 变 也 许 不 会 发 生 ， 但 是 认为 我 们 的 前 辈 有 我 们 自己 这 一 代 正 
在 做 的 事情 的 全 部 灵感 ， 那 就 对 他 们 过 誉 了 。 这 一 点 是 值得 考虑 
一 下 的 , 因为 一 些 人 可 能 很 想 说 , 数学 思想 上 的 相应 的 “ 草 命 ”其 
开端 现在 是 显而易见 的 ), 只 是 对 芝 诺 和 古 希腊 的 其 他 一 些 怀疑 论 
者 的 回声 。 

毕 达 哥 拉 斯 在 2 的 平方 根 上 的 困难 ， 和 芝 庶 关于 连续 (或 “无 
限 可 除 性 ”) 的 种 种 悖 论 一 一 就 我 们 所 知 -一 -是 我 们 现在 的 数学 分 
裂 的 起 源 。 今 天 ， 那 些 关心 他 们 的 学 科 的 哲学 (或 基础 ) 的 数学 家 
们 ,在 用 于 数学 分 析 中 的 推理 的 正确 性 上 ， 分 裂 成 至 少 两 个 派别 ， 
现在 显然 没有 甚么 和 解 的 希望 , 这 种 不 一 致 可 以 退回 许多 个 世纪 ， 
追溯 到 中 世纪 ， 再 追溯 到 古 希 腊 。 所 有 各 方面 在 数学 思想 的 各 个 
时 你 都 有 它们 的 代表 ,不 管 那个 思想 是 隐藏 在 挑 起 争论 的 悖 论 中 ， 
象 芝 诺 那样 , 还 是 隐 忠 在 逻辑 的 巧妙 中 , 象 中 世纪 一 些 最 令 人 恼怒 
的 好 辑 学 者 那样 。 数 学 家 们 通常 认为 这 些 差别 的 根源 是 一 个 气质 
问题 ; 试图 把 象 维尔 斯 特 拉 斯 那样 的 分 析 学 家 , 转变 到 象 克 罗 内 克 
那样 的 怀疑 者 的 怀疑 主义 ， 必 然 会 象 试图 把 基督 教 的 原 教 骨 主义 
者 转变 到 偏激 的 无 神 论 那样 徒劳 无 益 。 

在 这 场 论战 中 , 引 自 几 位 领袖 人 物 的 几 段 注 明 日 期 的 话 , 可 以 
作为 我 们 对 乔治 " 康 托 尔 奇 特 的 脑力 生涯 感到 热心 的 兴奋 剂 一 一 
或 镇 静 剂 , 视 爱 好 而 定 一 一 , 康 抒 尔 的 “正确 的 无 限 理论 ”, 在 我 们 
这 一 代 加 速 了 历史 上 关于 传统 数学 推理 正确 性 的 最 激烈 的 蛙 鼠 之 
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战 ( 爱 因 斯 坦 有 一 次 这 样 称呼 它 )。 

1831 年 ， 高 斯 如 下 表达 了 他 对 “实际 无 穷 的 恐惧 ” “我 反对 
把 无 穷 量 作为 一 个 完满 的 东西 来 使 用 ， 在 数学 中 决 不 允许 有 这 样 
的 用 法 。 无 穷 只 是 一 种 说 话 的 方式 , 真正 的 意义 是 指 一 些 比值 ,在 
其 它 一 些 比值 被 允许 无 限制 地 增加 时 , 无 限 趋 近 的 极限 。” 

这 样 , 如 果 “表示 一 个 实数 , 那么 当 z 增加 时 1/z 减 小 , 我 们 
能 够 找到 一 个 2 的 值 ,使 1/z 与 零 之 差 为 任意 预先 给 定 的 量 ( 除 零 
以 外 ), 该 量 可 以 任意 的 小 , 当 ”继续 增加 时 , 差 保持 小 于 这 个 预先 
给 定 的 量 ; 1/zek 当 z 趋 于 无 穷 时 ”的 极限 是 零 。 无 穷 的 符号 是 co 
1/co=0 的 论断 有 两 个 理由 是 无 意义 的 : “用 无 穷 去 除 ” 是 一 个 不 
明确 的 运算 ， 因 此 没有 意义 ， 第 二 个 理由 就 是 高 斯 所 说 的 。 同 样 
地 , 1/0 一 oo 也 是 无 意义 的 。 

康 托 尔 既 同意 又 不 同意 高 斯 的 见解 。 他 在 1866 年 写 到 实在 
(高 斯 称 之 为 完满 的 ) 无 穷 时 , 说 “尽管 在 潜在 无 穷 和 实在 无 穷 之 间 
有 本 质 的 差别 , 前 者 意味 着 一 个 增加 到 超出 所 有 有 限 的 限制 (就 象 
上 面 的 1/z 中 的 四 的 可 变 有 限量 , 而 后 者 是 一 个 超出 所 有 有 限量 
的 固定 的 常量 , 只 是 它 出 现 得 太 经 常 ,因而 它们 被 混淆 了 。” 

康 托 尔 接着 说 , 数学 中 无 穷 的 误 用 ,在 他 那个 时 代 的 亲民 的 数 
学 家 中 ， 正 当地 激 起 了 对 无 穷 的 丽 惧 ， 恰 象 它 激 起 高 斯 的 恐惧 一 
样 。 然而 他 坚持 认为 所 导致 的 “对 合理 的 实在 无 穷 的 不 加 鉴别 的 

”拒绝 ,不 亚 于 对 事物 的 规律 [不 管 那 可 能 是 什么 一 一 似乎 还 没有 作 
为 整体 揭示 给 人 类 ] 的 违背 ， 必 须 为 其 本 然 地 对 待 ”一 一 不 管 可 能 
是 怎样 的 。 康 托 尔 就 这 样 与 中 世纪 的 大 神学 家 们 为 伍 了 ， 他 是 这 
些 神学 家 的 深切 的 学 生 和 热烈 的 赞美 者 。 

一 些 古 老 的 问题 的 绝对 肯定 和 完全 解答 ， 如 果 在 吞 下 去 之 前 
先 腹 透 ， 就 能 更 好 地 咽 下 去 了 。 这 里 是 伯 特 兰 * 罗 素 在 1901 年 关 
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于 康 托 尔 对 无 穷 作 的 普罗 米 修 斯 式 的 进攻 所 不 得 不 说 的 话 。 

“ 芝 庄 关心 过 三 个 问题 .…… 这 就 是 无 穷 小 .无 穷 , 和 连续 的 问 
题 ……。 从 他 那个 时 代 到 我 们 自己 的 时 代 , 每 一 代 最 优秀 的 有 才智 
的 人 都 试 过 解决 这 些 问 题 , 但 是 广义 地 说 , 什么 也 没有 得 到 。…… 
维尔 斯 特 拉 斯 、 戴 德 金 和 康 托 尔 彻底 解决 了 它们 。 它们 的 解答 清 
楚 得 不 再 留 下 丝毫 怀疑 。 这 个 成 就 可 能 是 这 个 时 代 能 够 夺 炉 的 最 
伟大 的 成 就 ……。 无 穷 小 的 问题 是 维尔 斯 特 拉 斯 解决 的 ,其 他 两 
个 问题 的 解决 是 由 戴 德 金 开始 , 最 后 由 康 托 尔 完成 的 。”@ 

这 一 段 文字 中 的 热情 , 甚至 今天 还 使 我 们 感到 温暖 , 虽然 我 们 
知道 罗素 在 他 和 A. N. 怀特 海 的 < 数学 原理 ?第 二 版 (1924 年 ) 中 
承认 ， 戴 德 金 的 “分 划 ”( 见 第 二 十 七 章 ) 并 不 是 十 全 十 美的 一 一 这 
个 “分 划 ” 是 分 析 学 的 浓 髓 。 它 在 今天 也 不 是 十 全 十 美的 。 今 天 在 
十 年 中 支持 或 反对 科学 或 数学 中 的 一 个 特别 信念 所 做 的 一 切 ， 比 
在 古代 .中 世纪 ,或 后 来 的 文艺 复兴 时 期 的 一 个 世纪 中 所 做 的 还 要 
多 。 今天 着 手 解 决 一 个 突出 的 科学 问题 或 数学 问题 的 、 有 才智 的 
优秀 人 物 , 比 以 往 任何 时 候 都 更 多 ,最 后 的 事物 成 了 原 教 则 主义 者 
的 私人 财富 。 在 罗素 1901 年 的 评论 中 的 那些 最 后 的 事物 , 没有 一 
个 残存 下 来 。 四 分 之 一 世纪 以 前 , 那些 看 不 见 预言 家 们 向 他 们 保 
证 的 、 象 正午 的 太阳 在 午夜 的 天 空中 从 炮 那 样 在 头 上 内 炮 的 伟大 
光辉 的 人 ， 只 能 被 称 做 傻瓜 。 今 天 ， 对 于 站 在 预言 家 一 边 的 每 一 
个 有 能 为 的 专家 ， 都 有 一 个 反对 他 的 同样 有 能 力 的 站 在 对 立 面 的 “ 
专家 。 如 果 说 什么 地 方 有 生计 的 言行 , 它 也 是 分 布 得 非常 均匀 的 ， 
以 至 它 不 再 是 区 别 的 标记 。 我 们 正在 进入 一 个 新 时 代 ， 一 个 怀疑 
和 象 样 的 谦 摆 的 时 代 。 

大 约 同一 时 期 (1905 年 ) 站 在 怀疑 一 边 的 ,我 们 发 现 有 庞 加 

@ 引 自 R. 马 , 莫 里 茨 的 《数学 大 事 记 ?>，, 1914 年 。 我 没有 找到 原始 出 处 。 
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莱 , “我 讲 到 过 …… 我 们 需要 不 断 地 回 到 我 们 的 科学 的 第 -- 批 原 
理 ， 也 讲 到 过 这 对 于 研究 人 类 思维 的 好 处 。 这 种 需要 已 经 激发 了 
两 个 大 胆 的 计 基 , 它们 在 数学 的 最 新 发 展 中 占有 非常 显著 的 位 置 。 
第 一 个 是 康 托 尔 体系 ……。 康 托 尔 给 科学 引进 了 考虑 数学 无 穷 的 
新 方法 .…… 但 是 发 生 了 这 样 的 事 ， 我 们 遇 到 了 会 使 爱 利 亚 学 派 的 
芝 诺 和 麦 加 拉 哲学 学 派 高 兴 的 一 些 导论 , 一 些 明 显 的 矛盾 。 所 以 每 
一 个 人 都 必须 寻找 补救 的 方法 。 就 我 来 说 一 一 而 我 并 不 是 单独 一 
人 一 一 我 认为 重要 的 是 永远 不 要 采用 一 些 不 能 用 有 限 的 文字 完全 
定义 的 东西 。 不 论 采 用 什么 样 的 疗法 , 我 们 一 定 可 以 请 来 一 位 治 
疗 一 个 极 好 的 病理 学 病例 的 医生 , 并 为 此 而 感到 喜悦 。” 

几 年 以 后 ， 庞 加 莱 为 病理 学 本 身 的 缘故 而 对 它 产生 的 兴趣 多 
少 有 些 减弱 了 。1908 年 在 罗马 举行 的 国际 数学 大 会 上 , 这 位 厌倦 
了 的 医生 自己 说 出 了 这 样 的 预测 ,“ 今 后 的 几 代 人 将 把 集合 论 当做 
一 种 人 们 已 经 从 中 恢复 过 来 了 的 疾病 。” ， 

康 托 尔 不 由 自主 地 .违反 他 自己 意愿 地 发 现 , “数学 的 肌体 ” 害 
了 重病 , 芝 诺 传染 给 它 的 疾病 还 没有 得 到 缓解 , 这 个 发 现 正 是 康 托 
尔 最 伟大 的 功绩 。 他 的 扰乱 人 心 的 发 现 是 他 自己 聪明 的 一 生 的 一 
个 奇怪 的 共鸣 。 我 们 首先 看 一 看 他 的 物质 生活 的 一 些 事实 ,这些 
事实 本 身 也 许 没有 多 大 兴趣 ， 但 是 它们 后 来 的 那些 方面 对 他 的 理 
论 有 奇特 的 启发 。 


乔治 .费迪南德 .路 德 维 希 . 非 利 普 * 康 托 尔 的 双亲 都 是 纯 犹 太 
血统 , 他 是 富商 乔治 . 沃 尔 德 马 * 康 托 尔 和 他 的 妻子 、 艺 术 家 玛丽 。 
博 欢 的 第 一 个 孩子 。 父亲 出 生 在 丹麦 的 哥本哈根 , 但 在 年 轻 时 移 
居 俄 国 的 圣彼得堡 ， 数 学 家 乔治 . 康 托 尔 于 1845 年 3 月 8 日 出 生 
在 该 城 。1856 年 父亲 因 患 肺病 移居 德国 的 法 兰 克 福 ,* 他 在 那里 过 
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着 舒适 的 退休 生活 , 直到 1863 年 去 世 。 由 于 这 种 奇怪 的 多 民族 的 


混杂 情况 ， 几 个 祖国 都 有 可 能 宣称 康 托 尔 是 它们 的 儿子 。 康 托 尔 
本 人 喜爱 德国 , 但 是 不 能 说 德国 很 热诚 地 喜爱 他 。  ， 

乔治 有 一 个 弟弟 康 斯 坦 丁 , 成 了 一 名 德国 军官 (对 于 犹太 人 是 
什么 样 的 职业 啊 ! ), 还 有 一 个 妹妹 索 非 . 诺 比 琳 。 弟 弟 是 一 位 很 好 
的 钢琴 家 ; 妹妹 是 一 位 有 成 就 的 设计 师 。 乔 治 被 抑制 的 艺术 天 人 性 ， 
在 数学 和 哲学 中 找到 了 它 测 涌 的 发 汇 机 会 , 既是 古典 的 , 又 是 经 院 
式 的 。 孩 子 们 显著 的 音乐 气质 是 从 他 们 的 母亲 那里 继承 来 的 。 她 
的 祖父 是 一 个 音乐 指挥 , 她 的 一 个 兄弟 住 在 维也纳 , 教 出 了 著名 小 
提琴 家 约 阿 希 姆 。 玛丽 * 康 托 尔 的 一 个 弟弟 是 音乐 家 ， 一 个 侄女 
是 画家 。 如 果真 的 象 单调 平庸 的 心理 学 支持 者 所 宣称 的 , 正常 状 
态 和 不 动感 情 的 稳定 性 是 一 回 事 ， 那 么 在 康 托 尔 家 族 中 的 这 一 切 
艺术 才华 , 可 能 就 是 康 托 尔 不 稳定 的 性 格 的 根源 了 。 

这 一 家 都 是 基督 教徒 , 父亲 版 依 了 新 教 ; 母亲 生来 就 是 罗马 天 
主教 徒 。 康 托 尔 和 他 的 主要 敌手 克 罗 内 克 -- 样 , 偏爱 新 教 一 方 ,对 
中 世纪 神学 作 没 完 没 了 的 无 益 而 琐 细 的 分 析 , 有 一 -种 奇特 的 爱好 。 
要 是 他 没有 成 为 数学 家 ， 那 么 很 可 能 他 会 在 哲学 和 神学 方面 留 下 
他 的 痕迹 。 可 以 提 到 与 此 有 关 的 一 件 有 趣 的 事 , 耶稣 会 会 士 们 热 
心地 抓 住 康 托 尔 的 无 穷 理 论 , 他 们 敏锐 的 多 辑 头脑 , 在 超出 他 们 对 
神学 的 理解 之 外 的 数学 比喻 中 ， 发 现 了 对 上 帝 存在 和 圣 三 一 及 其 
三 位 一 体 . 一体 三 位 、 相互 平等 .永远 并 存 的 不 容 置疑 的 证 明 。 在 
过 去 两 千年 中 , 数学 炫耀 着 一 些 美丽 而 奇怪 的 一 致 性 , 这 是 无 与 伦 
比 的 。 康 托 尔 有 敏锐 的 机 智 , 生气 时 有 更 锋利 的 舌头 , 说 他 暑 弄 了 
这 种 “证 明 ” 的 自命 不 凡 的 荒 雇 轧 败 , 是 十 分 公正 的 , 尽管 他 本 人 是 
虔诚 的 基督 教 征 和 神学 专家 。 

康 托 铸 的 学 生生 涯 和 最 有 才华 的 数学 家 们 一 样 一 一 他 最 伟大 
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的 才能 很 早 (在 十 五 岁 以 前 ) 就 得 到 承认 ， 对 数学 研究 有 一 种 着 迷 


的 兴趣 。 他 在 一 位 私人 教师 那里 接受 了 启蒙 教育 , 接着 在 圣 彼 得 
堡 的 一 所 小 学 上 学 。 当 全 家 报到 德国 时 ， 康 托 尔 先 进 了 在 法 兰 克 
福 的 私立 中 学 和 达 姆 斯 塔 特 的 非 古典 学 派 的 学 校 ，1860 年 十 五 岁 
时 进 了 威 斯 巴 登 中 学 。 

康 托 尔 决心 成 为 数学 家 ， 但 是 他 讲求 实际 的 父亲 看 出 了 这 芒 
子 的 数学 才能 , 闫 固 地 想 要 强迫 他 学 工程 , 因为 工程 是 更 有 前 途 的 


”， 谋生 的 职业 。 在 康 托 尔 1860 年 行 坚信 礼 之 际 , 他 父亲 写 信 给 他 ， 


表达 了 他 和 乔治 在 德国 .丹麦 和 俄国 的 众多 婷 、 姨 、 叔 、 身 及 堂 表 兄 
弟 们 对 这 个 有 才华 的 孩子 所 抱 的 很 高 的 希望 : “他们 盼望 你 的 正 是 
”成 为 一 位 特 奥 多 尔 , 金 费 尔 , 然后, 如 果 上 帝 愿 意 , 也 许 成 为 工程 学 
天 空 的 一 颗 闪 兆 的 星星 ,什么 时 候 父母 们 才 会 了 解 让 天 生 的 赛马 
去 拉 车 的 专横 恩 愉 呢 ? 
对 上 帝 的 谎 诚 呼吁 ,在 1800 年 竞 在 迫使 这 个 敏感 而 典 信 宗教 
的 十 五 岁 的 孩子 屈服 , 在 今天 (感谢 上 帝 ! ) 会 象 一 只 网 球 那样 ， 从 
我 们 这 一 代 年 轻 人 的 更 硬 的 头 上 反弹 回去 。 但 是 它 重重 地 击 中 了 
康 托 尔 。 事 实 上 它 把 他 打 锚 了 。 年 轻 的 康 托 尔 深 爱 他 的 父亲 ， 又 
”有 很 深 的 宗教 天 性 ， 他 无 法 看 出 这 位 老人 只 是 在 考虑 他 自己 对 钱 
的 贪 禁 。 这 样 , 乔治 . 康 托 尔 极其 敏感 的 头脑 的 第 一 次 不 正常 就 开 
始 了 。 乔 治 没有 象 今天 有 才能 的 孩子 , 有 几 分 成 功 的 希望 就 反抗 ， 
“乔治 没有 反抗 , 他 届 服 了 , 就 连通 固 的 父亲 也 明显 地 看 出 , 他 是 在 
毁 了 他 儿子 的 意愿 。 但 是 乔治 ' 康 托 尔 在 不 顾 他 自己 天 性 的 敦促 ， 
而 试 着 去 取悦 他 父亲 的 过 程 中 , 播 下 了 自我 怀疑 的 种 子 , 这 使 他 在 
后 期 成 了 克 罗 内 克 王 毒 攻击 的 很 容易 的 牺牲 品 ， 并 造成 他 怀疑 他 
的 工作 的 价值 。 要 是 康 托 尔 被 培养 成 一 个 独立 的 人 ， 他 就 决 不 会 


对 那些 已 经 建立 起 名 声 的 人 那样 缺乏 目 信 地 顺从 ， 这 种 顺从 使 他 
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的 生活 很 不 幸 。 

当 危 害 已 经 锋 成 时 ， 父 亲 让 步 了 。 乔治 在 十 七 岁 以 优异 的 成 
绩 完成 了 中 学 学 业 , 这 时 他 得 到 了 “亲爱 的 爸爸 ”的 允许 , 上 大 学 学 
习 数学 。 “我 亲爱 的 爸爸 !1 ”乔治 用 他 孩子 气 的 感激 口 易 写 道 , “你 
自己 也 能 体会 到 你 的 信使 我 多 么 高 兴 。 这 封 信 确定 了 我 的 未 来 。 
ee 现在 我 很 幸福 , 因为 我 看 到 如 果 我 按照 自己 的 感情 选择 , 让 会 
使 你 不 高 兴 。 我 希望 你 能 活 到 在 我 身上 找到 乐趣 , 亲爱 的 父亲 ; 从 
此 以 后 我 的 灵魂 , 我 整个 人 , 都 为 我 的 天 职 活着 ; 一 个 人 淘 望 做 什 
么 ,凡是 他 的 内 心 强制 他 去 做 的 , 他 就 会 成 功 !1” 这 个 爸爸 无 疑 是 应 
该 受到 感激 的 ， 即使 乔治 的 感激 照 现代 的 情趣 看 来,， 有 一 点 儿 太 缺 
乏 独立 精神 。 

1862 年 康 托 尔 在 苏黎世 开始 了 他 的 大 学 生活 , 但 是 次 年 父亲 ， 
去 世 , 他 转学 到 柏林 大 学 。 在 柏林 大 学 , 他 专攻 数学 、 哲 学 和 物理 。 
他 对 前 两 个 学 科 同 样 感 兴趣 ; 对 物理 学 他 可 从 来 没有 任何 感情 ,他 
的 数学 指导 教师 是 库 默 尔 、 维 尔 斯 特 拉 斯 和 他 未 来 的 敌人 克 罗 内 
克 。 按照 通常 的 德国 习惯 , 康 托 尔 在 另 一 所 大 学 度 过 了 一 段 不 长 
的 时 间 , 1866 年 在 格 丁 根 大 学 住 了 一 学 期 。 

在 柏林 有 库 默 尔 和 克 罗 内 克 , 数学 气氛 就 充满 着 算术 。 康 托 
尔 深 入 钻研 了 高 斯 的 < 算术 研究 >, 写 出 了 他 的 博士 论文 ，1867 年 
获得 博士 学 位 , 他 的 论文 讨论 高 斯 留 下 的 关于 不 定 方程 

ov + Do12 十 cg2 一 0 
的 mw, % “整数 解 的 难点 ， 其 中 4, 2，e 是 任意 已 知 整数 。 这 是 一 
件 很 不 错 的 工作 , 但 是 不 妨 说 没有 哪 一 个 读 到 它 的 数学 家 预见 到 ， 
这 个 二 十 二 岁 的 稳健 的 作者 ， 会 成 为 数学 史上 一 个 最 激进 的 发 明 
者 。 在 这 项 首次 尝试 中 , 才能 无 疑 是 显而易见 的 , 但 是 天 才 一 一 没 


有 。 在 这 篇 严 亲 的 经 典 论文 中 ,没有 一 点 伟大 发 明 者 的 迹象 。 
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对 于 康 托 尔 在 二 十 九 岁 以 前 发 表 的 全 部 最 早 的 工作 ， 也 可 以 
这 样 说 。 这 些 工作 是 优秀 的 ， 但 是 任何 象 康 托 尔 那样 从 高 斯 和 维 
尔 斯 特 拉 斯 那里 完全 领会 了 严格 证 明 学 说 的 有 才气 的 人 ， 都 能 够 
做 出 它们 。 康 托 尔 最 早 的 爱好 是 高 斯 的 数论 , 他 是 被 证 明 的 困难 、 
严 阁 、 清 晰 完善 吸引 到 这 个 理论 来 的 。 在 维尔 斯 特 拉 斯 的 影响 下 ， 
他 不 久 就 从 这 一 理论 岔 到 严格 的 分 析 中 , 特别 是 三 角 级 数 (全 里 叶 
级 数 ) 理 论 中 了 。 

这 个 理论 的 难以 捉摸 的 困难 (其 中 无 穷 级 数 收敛 性 的 那些 问 
题 比 在 宪 级 数理 论 中 更 不 容易 对 付 ), 似乎 激励 了 康 托 尔 比 他 的 任 
何 一 位 同 代 人 更 深入 地 研究 分 析 的 基础 ， 这 样 就 导致 他 对 无 限 本 
身 的 数学 和 哲学 进行 重大 的 进攻 , 而 这 是 关于 连续 .极限 和 收敛 的 
全 部 问题 的 基础 。 康 托 尔 在 快 满 三 十 岁 时 发 表 了 他 的 第 一 篇 关于 
无 穷 级 数 的 革命 性 论文 (在 克 列 尔 的 杂志 上 )。 下 面 将 要 叙述 它 。 
康 托 尔 在 这 篇 论文 中 建立 的 关于 全 部 代数 数 集合 的 意 想不到 和 似 
非 而 可 能 是 的 结果 , 以 及 直接 使 用 的 方法 的 完全 新 颖 , 标志 着 这 位 
, 年 轻 作者 是 一 个 有 非凡 的 独创 力 的 、 有 创造 性 的 数学 家 。 是 否 所 
有 的 人 都 认为 新 方法 成 熟 或 不 成 熟 , 这 无 关 紧 爱 ; 但 全 世界 都 承认 
一 个 在 数学 上 有 十 分 重要 的 新 东西 的 人 已 经 出 现 。 应 该 立刻 给 他 
一 个 有 影响 的 位 置 。 


康 托 尔 的 物质 生活 与 任何 一 个 不 大 出 名 的 德国 数学 教授 的 生 
活 一 样 。 他 从 来 没有 实现 在 柏林 大 学 获得 教授 职位 的 抱负 , 那 也 
许 是 在 康 托 尔 最 伟大 、 最 有 创见 的 创造 时 期 (1874 一 1884 年 ， 二 十 
九 岁 到 三 十 九 岁 ) 德国 最 高 的 荣誉 。 他 活路 的 专业 生涯 全 是 在 哈 
雷 大 学 度 过 的 , 那 是 一 所 独特 的 三 流 学 院 , 他 在 1869 年 二 十 四 岁 
时 被 任命 为 不 领 薪金 的 教师 (一 个 全 靠 从 学 生 那 里 收 学 费 维持 生 
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活 的 讲师 )。 1872 年 他 成 为 讲师 ，1879 年 一 -在 对 他 工作 的 批评 


开始 出 现 对 他 本 人 恶意 的 人 身 攻击 的 局 面 之 前 一 一 他 被 任命 为 正 
教授 。 他 最 早 的 教学 经 历 是 在 柏林 的 一 所 女子 中 学 。 为 了 这 个 奇 
怪 的 不 合适 的 工作 , 他 得 听 一 个 缺乏 创见 的 .数学 上 的 唐人 关于 教 
学 法 的 乏味 演讲 ， 然 后 才 有 资格 取得 教 孩子 们 的 国家 证 书 。 这 对 
社会 是 一 种 浪费 。 

不 管 正确 与 否 ， 康 托 尔 为 他 没有 得 到 他 渴求 的 柏林 大 学 的 职 
位 责怪 克 罗 内 克 。 人 们 常常 谈 到 犹太 人 员 吗 逼 人 的 宗派 , 有 时 把 
它 作为 反对 雇用 他 们 从 事 学 术 工作 的 论据 ， 但 是 人 们 并 没有 十 分 
普遍 地 注意 到 , 当 两 个 犹太 人 在 纯 科 学 问题 上 意 抑 不 一 致 时, 或 者 
当 一 个 人 嫉妒 或 害怕 另 一 个 人 时 ， 他 们 之 间 的 仇恨 只 不 过 是 恶毒 
的 学 术 上 的 仇恨 。 非 犹太 人 或 者 对 这 些 仇恨 -- 笑 置 之 ， 或 者 以 一 
种 有 效 的 葡 诈 方式 扑 向 它们 ， 这 种 方式 常常 使 他 们 能 够 在 真诚 友 
谊 的 伪装 下 达到 他 们 恶意 的 目的 。 当 两 个 犹太 知识 分 子 争吵 时， 
他 们 吵 得 宪 客 不 解 , 不 留 余地 , 并 且 不 遗 余力 地 斤 陂 此 的 脖子 或 在 
彼此 的 背 上 捅 刀子 。- 或 许 这 终究 还 是 比 另 一 种 假装 虎 诚 的 伪 状 更 ， 
体面 的 战斗 方式 一 一 如 果 人 们 一 定 要 战斗 的 话 。 任 何 战争 的 目的 
都 是 消灭 敌人 , .对 这 桩 不 愉快 的 事情 ， 表 现 出 感情 用 事 或 武士 风 
度 ， 都 是 无 能 的 战士 的 标志 。 克 罗 内 克 在 科学 论 辟 上 是 一 个 最 有 
能 力 的 斗士 ; 康 托 尔 却 是 一 个 最 无 能 的 战士 。 但 是 ， 以 后 就 会 看 
出 , 克 罗 内 克 对 康 托 尔 的 强烈 敌意 , 并 不 完全 是 个 人 的 , 至少 部 分 





是 出 于 科学 , 而 且 是 不 存 偏见 的 。 


1874 年 , 康 托 尔 二 十 九 岁 时 发 表 了 他 关于 集合 论 的 第 一 篇 革 
命 性 的 论文 , 同年 与 瓦 利 " 古 特 曼 结婚 , 生 了 两 个 儿子 和 四 个 女儿 。 
没有 一 个 孩子 继承 了 父亲 的 数学 才能 。 

这 一 对 年 轻 夫妇 在 因 特 拉 肖 度 蜜 月 时 , 常 和 戴 德 金 交往 。 戴 - 
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德 金 也 许 是 当时 试图 认真 而 同情 地 了 解 康 托 尔 的 颠覆 性 学 说 的 唯 
一 的 第 一 流 数学 家 。 

在 十 九 世纪 最 后 二 十 五 年 德国 数学 界 的 霸王 们 眼 里 ， 戴 德 金 
本 人 是 一 个 不 大 受 欢迎 的 人 , 因而 有 深刻 独到 见解 的 戴 德 金 , 就 处 
于 同情 科学 上 名 声 不 好 的 康 托 尔 的 地 位 。 局 外 人 有 时 候 以 为 , 在 
科学 上 , 独创 性 总 是 一 定 会 受到 热烈 欢迎 。 数学 史 反 驶 了 这 个 乐 
观 的 幻想 : 在 牢固 建立 的 科学 中 , 违反 它 的 人 的 道路 , 与 人 类 保守 
性 的 任何 其 他 领域 中 的 违反 者 的 道路 可 能 同样 艰难 ， 即 使 人 们 承 
认 这 位 违反 者 由 于 超过 顽固 正统 观念 的 狭窄 范围 ， 而 发 现 了 有 价 
值 的 东西 , 情况 也 仍然 是 这 样 。 

如 果 戴 德 金 和 康 托 尔 在 向 新 的 方向 出 击 之 前 停 下 来 考虑 一 
下 , 他 们 两 人 都 很 可 能 得 到 他 们 本 来 指望 得 到 的 东西 。 戴 德 金吾 
个 工作 的 一 生 是 在 平庸 的 位 置 上 度 过 的 ， 现 在 戴 德 金 的 工作 已 被 
承认 为 德国 有 史 以 来 对 数学 作出 的 最 重要 贡献 之 一 ， 那 种 认为 戴 
德 金 情愿 呆 在 默默 无 闻 的 困境 , 而 让 智力 上 完全 不 比 他 高 明 的 人 ， 

在 得 到 公众 和 学 术 界 尊敬 的 光荣 中 ， 和 象 马口铁 一 般 办 闪 发 光 的 说 
法 , 在 那些 本 人 是 “ 雅 利安 人 ”而 木 是 德国 人 的 旁观 者 看 来 , 纯粹 是 
一 派 胡言 乱 语 。 

十 九 世 纪 德国 学 术 成 就 的 理想 ， 是 一 种 完全 等 同 于 “安全 第 
一 ”的 崇高 理想 , 也 许 它 正确 地 说 明了 对 待 激进 的 独创 性 的 一 种 极 
端 高 斯 式 的 谨慎 一 一 可 以 想象 , 新 事物 可 能 并 不 完全 正确 。 对 于 
云雀 高 飞 的 习惯 , 一 部 诚实 地 编辑 的 百科 全 书 的 资料 来 源 , 一 般 说 
来 比 一 首 关于 同一 题目 的 诗 , 比如 雪 莱 的 诗 , 更 加 可 靠 。 

在 这 样 一 种 令 人 倒 胃 口 的 被 说 成 事实 的 环境 中 ， 康 托 尔 的 无 
穷 论 一 一 过 去 两 千 五 百年 中 对 数学 的 最 令 人 不 安 的 独创 性 贡献 之 
一 一 一 所 感受 到 的 自由 ， 大 约 同 一 只 试图 穿 过 一 层 冰 冷 胶 粘 的 空 
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气 、 飞 上 云霄 的 云 淮 的 自由 一 样 多 。 即便 这 个 吾 论 完全 错 了 一 一 
有 人 认为 不 能 用 任何 类 似 康 托 尔 认为 他 开始 进行 的 东西 的 形式 来 
加 以 补救 一 -也 应 该 得 到 较 好 的 对 待 ， 而 不 能 主要 因为 它 是 新 事 
物 , 没有 以 正统 数学 的 神圣 名 义 给 它 命名 , 就 向 它 扔 砖头 。 


1874 年 这 篇 开拓 性 的 论文 , 着 手 建立 起 全 部 代数 数 集合 的 一 
个 完全 意 想 不 到 的 、 高 度 似 非 而 可 能 是 的 性 质 。 虽然 这 些 数 在 前 
面 几 章 中 已 多 次 描述 过 , 我 们 仍 将 再 次 说 明 它们 是 些 什么 , 以 便 清 
楚 地 阐明 康 托 尔 所 证 明 的 事实 的 性 质 一 一 在 说 到 “证 明 ” 时 ， 我 们 
有 意 忽视 了 目前 对 康 托 尔 所 用 推理 的 合理 性 的 全 部 怀疑 。 

如 果 " 满足 一 个 有 理 整 数 (完全 正 数 ) 系数 的 次 代数 方程 
而 且 如 果 r 不 满足 次 数 小 于 nw 的 这 样 的 方程 ， 那 么 7 就 是 一 个 
次 代数 数 。 . 

. 这 可 以 推广 。 因 为 很 容易 证 明 一 个 类 型 为 
Co 十 G12" 十 十 6,_12 十 0, 一 0， 
其 中 6 是 任意 已 知 代数 数 ( 如 上 定义 的 ) 的 方程 ， 其 任何 根本 身 就 
是 代数 数 。 例 如 , 按照 这 个 定理 ， 
(1 一 3、/ 一切 2m (2+5VIT)v+*/90=0 

的 所 有 的 根 都 是 代数 数 ， 因 为 系数 是 代数 数 。( 第 一 个 系数 满足 
22 一 2 十 10 一 0， 第 二 个 系数 满足 妨 一 4z 一 421=0， 第 三 个 系数 满 
足 吕 一 90=0, 这样 ,方程 的 次 数 分 别 是 了 2, 3)。 

想象 (如 果 你 能 够 ) 全 部 代数 数 的 集合 。 在 这 些 数 中 ， 有 全 部 
正 有 理 整数 1, 2，3,，……， 因为 它们 中 的 任意 一 个 , 比如 说 w 注 
足 一 个 代数 方程 2 一 mn 一 0, 方 程 中 的 系数 (1 和 一 %) 是 有 理 整 数 ,但 
是 除 这 些 以 外 ， 全 部 代数 数 的 集合 还 包括 全 部 有 理 整 系数 二 次 方 
程 的 全 部 根 , 全 部 有 理 整 系数 三 次 方程 的 全 部 根 , 等 等 , 以 至 无 穷 。 
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全 部 代数 数 的 集合 应 比 它 的 有 理 整 数 1,2， 3，,…… 的 子 集 包含 着 
无 限 多 个 元 素 , 在 直观 上 不 是 很 明显 吗 ? 它 可 能 确实 是 明显 的 , 但 
是 它 碰巧 是 错 的 。 

康 托 尔 证 明了 全 体 有 理 整 数 1，2，3;，…… 的 集 革 与 “无 限 地 
包含 更 广泛 ”的 全 体 代数 数 的 集合 , 包含 着 恰恰 同样 多 的 元 素 。 

这 里 不 能 给 出 这 个 似 非 而 可 能 是 的 陈述 的 证 明 ， 但 是 可 以 很 
容易 地 使 证 明 记 根据 的 那 一 类 方法 一 一 “一 一 对 应 ”的 方法 一 一 明 
白 易 懂 。 这 会 使 有 哲学 头脑 的 人 懂得 基数 是 什么 。 在 说 明 这 个 简 
单 但 多 少 有 些 难以 提 摸 的 概念 之 前 ， 先 看 看 关于 康 托 尔 理论 的 这 
一 个 及 其 它 一 些 定义 的 看 法 的 表达 方式 可 能 是 有 帮助 的 ， 这 些 看 
法 强调 了 一 些 数学 家 和 许多 哲学 家 之 间 ， 关 于 “ 数 " 或 “ 量 ” 的 全 部 
问题 的 态度 上 的 差异 。 . 

“一 个 数学 家 从 来 不 用 量 本 身 去 定义 量 , 而 一 个 哲学 家 会 很 愿 
意 这 样 做 ; 数学 家 定义 它们 的 相等 、 它 科 的 和 和 它们 的 积 , 这 些 定 
义 决定 了 , 更 精确 地 说 , 构成 了 量 的 全 部 数学 性 质 。 他 甚至 以 更 抽 
象 、 更 形式 的 方式 , 制定 了 符号 ,同时 规定 了 符号 必须 据 以 组 合 的 
规则 ; 这 些 规则 足以 表示 这 些 符号 的 特性 , 给 予 它们 数学 意义 。 简 
言 之 , 他 用 几 个 棋子 , 由 支配 它们 的 移动 和 它们 之 间 的 关系 的 约定 
来 确定 它们 的 同样 方式 ， 用 任意 的 约定 创造 了 数学 的 实体 "。@ 并 
不 是 所 有 的 数学 思想 学 派 都 同意 这 种 看 法 ， 但 是 它们 至 少 提出 了 
一 种 对 下 面 基 数 的 定义 负责 的 “者 学 ”。 





@ 工 , 库 带 拉 ,< 论 数学 的 无 穷 >, 巴黎 ，1896, 49 页 。 鉴 于 这 部 著作 的 很 多 部 分 
现在 已 毫 无 希望 地 过 时 了 , 我 们 能 够 向 普通 读者 推荐 它 ， 是 由 于 它 的 透彻 明确 。 一 位 
波兰 第 一 流 的 专家 瓦 克 罗 西 尔 平 斯 基 写 了 一 部 说 明康 托 尔 体系 的 原理 的 著作 4 超 限 
数 教程 (巴黎 ，1938) 任何 具有 小 学 程度 和 对 抽象 推理 感 兴趣 的 人 都 能 理解 它 。 波 莱 
尔 写 的 前 言 提 供 了 必要 的 危险 信号 。 上 面 库 蒂 拉 著作 的 摘录 与 希 耳 伯 特 的 方案 有 某 
种 历史 性 的 兴趣 。 它 提前 三 十 年 预见 到 希 耳 伯 特 关于 他 的 形式 主义 的 纲领 。 
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注意 , 定义 中 的 开始 阶段 是 以 库 蒂 拉 的 开场 白 的 精神 描述 “ 同 
样 的 基数 所 然后 “基数 ”就 象 长 生 鸟 一 般 从 它 的 “同样 性 ”的 灰 灼 中 
再 生 了 。 这 完全 是 一 个 没有 明确 定义 的 概念 之 间 的 关系 的 问题 。 

当 两 个 集合 中 的 所 有 东西 都 能 一 对 一 地 对 应 超 来 时 ， 就 说 这 


两 个 集合 有 同样 的 基数 。 在 分 成 对 之 后 ， 哪 个 集合 中 都 没有 不 成 


举 几 个 例子 可 以 讲 清 这 个 奥秘 的 定义 。 这 是 那些 非常 深奥 ， 


以 至 被 忽视 了 几 千 年 的 平常 明显、 丰富 的 微不足道 的 事物 中 的 一 


和 


然 ! 每 一 个 包含 三 个 字母 的 春 事 ), 因为 我 们 能 够 把 第 一 个 集合 中 
的 2, y, 2 与 第 二 个 集合 中 的 4, 5, 6 象 下 面 这 样 分 成 对 ,z 对, y 


对 5, 2 对 并 且 这 样 做 了 以 后 ,我 们 发 现在 哪个 集合 中 也 没有 剩 


下 不 成 对 的 东西 。 显 然 还 有 其 他 进行 分 对 的 方式 。 再 有 ， 在 一 个 
根据 法 律 实行 一 夫 一 麦 制 的 基督 教 社会 中 ， 如 果 二 十 对 已 婚 夫 妇 
坐 在 一 起 进餐 ， 那 么 丈夫 的 集合 就 与 麦子 的 集合 有 同样 的 基数 。 
作为 这 个 “明显 的 同 桩 性 的 另 一 个 例子 ， 我 们 记 起 伽利略 的 
全 体 正 整数 平方 的 集合 和 全 体 正 整数 集合 的 例子 ， 
12, 22, 33, 42, ., 2, 
1, 32, 3, 4, e+, %, 
这 个 例子 和 上 述 例子 之 闻 的 “ 似 非 而 可 能 是 ”的 差别 是 明显 
的 。 如 果 所 有 的 妻子 都 离开 餐 室 到 客厅 去 ， 留 下 她 们 的 丈夫 饮 葡 
萄 酒 聊 天 ， 那 么 正好 有 二 十 个 人 坐 在 餐桌 旁边 ， 恰 好 是 原来 的 一 
半 。 但 是 如 果 所 有 的 平方 数 折 开 自然 数 , 剩 下 来 的 恰好 与 原来 的 
一 样 多 。 不 管 我 们 吝 欢 与 否 ( 如 果 我 们 是 有 理智 的 动物 , 我 们 就 不 
会 喜欢 它 )， 这 个 赤裸 裸 的 奇迹 就 出 现在 我 们 面前 ; 一 个 集合 的 一 


FF 9 oo °° +* 9 9 © +»* 9 9 ¢ 0 3 
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的 “成 对 "定义 , 他 可 以 接受 挑战, 去 下 一 个 更 恰当 的 定义 。 

直觉 (男人 的 , 女人 的 ,或 数学 的 ) 已 经 被 大 大 高 全 了。 直觉 是 
一 切 迷 信 的 根源 。 

注意 , 在 这 个 阶段 一 个 头等 重要 的 困难 被 掩饰 过 去 了 。 一 个 
集合 或 一 个 类 是 什么 呢 ? 用 哈 姆 莱 特 的 话说 ,“ 这 是 一 个 值得 考虑 
的 问题 。”@ 我们 要 回 到 它 , 但 是 我 们 不 回答 它 。 不 管 谁 能 够 成 功 
地 .使 康 托 尔 的 批评 者 们 完全 满意 地 回答 这 个 天 真 的 问题 , 都 很 可 

”能 会 去 解决 针对 康 托 尔 巧妙 的 无 限 论 的 一 些 更 严重 的 障碍 ， 同 时 
在 不 动感 情 的 基础 上 建立 数学 分 析 。 为 了 明白 这 个 困难 不 是 微 不 
足 道 的 ， 试 想 想 全 体 正 有 理 整数 2，3，…… 的 集合 ， 问 问 你 自 
已 ， 与 康 托 尔 一 起 ， 你 是 否 能 在 你 心里 把 这 个 全 体 一 一 它 是 一 个 
“类” 一 一 当 作 一 个 确定 的 思考 对 象 , 就 象 三 个 字母 的 类 vy, “一 
样 容易 理解 。 为 了 领会 康 托 尔 所 创造 的 超 限 数 ， 他 要 求 我 们 做 的 
正 是 这 件 事 。 

现在 我 们 继续 讲 “ 基 数 ” 的 定义 ， 我 们 采用 一 个 更 方便 的 专门 
术语 , 两 个 集 或 类 的 元 素 能 够 一 对 一 的 对 应 起 来 (如 在 前 面 举 出 的 
例子 中 那样 ), 就 说 它们 是 相似 的 。 在 集合 (或 类 )w, y, 中 有 多 少 
元 素 呢 ?显然 是 三 个 。 但 是 “三 ”是 什么 呢 ? 下 面 的 定义 包含 了 一 个 
答案 :“ 一 个 已 知 类 中 元 素 的 数目 是 相似 于 已 知 类 的 所 有 类 的 类 
数 。” 

这 个 定义 从 尝试 的 解释 中 什么 也 得 不 到 必须 就 按 它 这 样 去 
理解 。 它 是 1879 年 由 戈 特 洛 布 * 费 雷 格 提出 的 ，1901 年 又 由 伯 特 
兰 .罗素 再 次 (独立 地 ) 提 出 来 。 它 优 于 “类 的 基数 ” 的 其 它 定 义 的 
一 点 , 是 它 既 可 以 应 用 于 有 限 类 , 又 可 以 应 用 到 无 限 类 。 那 些 认为 





Q@@ 见 莎 士 比 亚 名 剧 * 哈 姆 莱特 ?第 三 幕 、 第 一 场 。 原 话 为 “生存 还 是 毁灭 , 这 是 一 
个 值得 考虑 的 问题 。 ”一 一 译 者 
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这 个 定义 对 于 数学 太 神 秘 的 人 , 可 以 按照 库 蒂 拉 的 忠告 ,不 去 试图 
定义 “基数 ”来 避 开 它 。 不 过 , 那样 做 也 会 引起 一 些 困难 。 

康 托 尔 的 全 体 代数 数 的 类 ， 相 似 于 (在 上 面 定义 的 专门 意义 
上 ) 它 的 全 体 正 有 理 整 数 的 子 类 的 惊人 结果 , 只 是 无 限 类 的 许多 完 
全 意 想 不 到 的 性 质 中 的 第 一 个 。 暂 时 假定 他 为 了 得 出 这 些 性 质 所 
用 的 推理 是 正确 的 ， 或 者 ， 即 便 康 托 尔 留 下 的 形式 不 是 无 可 非议 
的 , 也 能 够 使 它 严格 , 那么 我 们 必须 承认 它 的 力量 。 

例如 考虑 超越 数 的 “存在 "。 在 以 前 的 一 章 中 , 我 们 看 到 埃 尔 
米 特 为 了 证 明 这 一 类 的 一 个 特殊 数 的 超越 性 ， 付 出 了 多 么 巨大 的 


”努力 。 其 至 在 今天 ,也 没有 一 般 方法 能 用 来 证 明 我 们 怀疑 是 超越 


数 的 任何 数 的 超越 性 ; 每 一 个 新 的 类 型 都 要 求 发明 特 殊 的 .巧妙 的 
方法 。 例 如 , 人 们 怀疑 由 


于 ,1i i 
1+ 直 + 可 * logn 


当 ?% 趋 于 无 穷 时 所 决定 的 数 (这 是 一 个 常数 , 虽然 从 它 的 定义 看 好 
象 是 一 个 变量 ) 是 超越 的 , 但 是 我 们 无 法 证 明 它 。 所 需要 的 是 指出 
这 个 常数 不 是 任何 有 理 整 系数 代数 方程 的 根 。 

所 有 这 一 切 提出 了 一 个 问题 : “有 多 少 超越 数 ?它们 比 整数 、 
有 理 数 、 或 金 体 代数 数 更 多 呢 , 还 是 更 少 ? 由 于 (根据 康 托 尔 的 定 
理 ) 整 数 .有 理 数 和 全 体 代 数 数 的 数目 相等 , 这 个 问题 就 归结 为 ; 超 . 
越 数 能 用 i，2, 3，…… 数 饥 吗 ?全 体 超越 数 的 类 , 相似 于 全 体 有 理 
整数 的 类 吗 ? 答案 是 否定 的 ; 超越 数 比 整数 无 限 地 允 得 多 。 

这 里 我 们 开始 进入 集 论 的 引起 争论 的 方面 。 刚 刚 讲 到 的 结论 
对 于 克 罗 内 克 那 种 性 格 的 人 , 很 象 是 一 个 挑战 ,在 讨论 林 德 曼 的 x 
是 超越 数 ( 见 第 二 十 四 章 ) 的 证 明 时 ， 克 罗 内 克 问 道 ,“ 你 关于 w 的 
美妙 研究 有 什么 用 呢 ? 既然 无 理 数 [因此 是 超越 数 ] 不 存在 , 为 什么 
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re 


要 研究 这 样 的 问题 呢 ?” 我 们 可 以 想象 这 种 怀疑 主义 对 于 康 托 尔 的 
超越 数 比 整数 1 2, 3,…… 无 限 地 多 得 多 的 证 明 的 影响 ， 按 照 克 
罗 内 克 的 看 法 ， 整 数 1，2, 3, …… 是 上 帝 的 最 杰出 的 工作 和 唯一 
确实 “存在 ”的 数 。 

甚至 康 托 尔 的 证 明 的 概要 , 在 这 里 也 是 无 法 讨论 的 , 但 是 他 所 
用 的 那 类 推理 的 一 些 东西 ， 可 以 从 下 面 的 简单 考虑 中 看 出 来 。 如 569 
果 一 个 类 相似 于 (在 上 面 的 专门 意义 上 ) 全 体 正 有 理 整 数 的 类 ， 就 
说 这 个 类 是 可 数 的 。 一 个 可 数 类 中 的 元 素 能 够 用 1，2, 3,…… 数 
所 ; 一 个 不 可 数 类 中 的 元 素 不 能 用 1，2, 3, …… 数 遍 ; 不 可 数 类 有 
比 可 数 类 多 的 元 素 。 不 可 数 类 存在 吗 ? 康 托 尔 证 明了 它们 存在 。 事 
实 上 , 在 任何 线段 上 的 所 有 点 的 类 就 是 不 可 数 的 , 不 论 这 个 线段 多 
么 小 (倘若 它 多 于 单独 一 个 点 )。 

由 此 我 们 多 少 看 出 超越 数 为 什么 是 不 可 数 的 。 在 高 斯 那 一 
章 , 我 们 看 到 任何 代数 方 种 的 任何 根 ,都 能 用 笛 卡 儿 几 何 的 平面 上 
的 点 表示 。 所 有 这 些 根 组 成 了 全 体 代数 数 的 集合 , 康 托 尔 证 明了 
这 个 集合 是 可 数 的 ,但 是 如 果 在 单单 一 个 线段 上 的 点 是 不 可 数 的 ， 
那么 可 以 推 知 在 笛 卡 儿 平面 上 的 所 有 点 也 同样 是 不 可 数 的 。 代 数 
数 点 级 在 平面 上 , 就 象 星星 在 漆黑 的 夜空 ; 稠密 的 黑色 就 是 超越 数 
的 天 空 。 

关于 康 托 尔 的 证 明 , 最 值得 注意 的 是 , 它 没有 提供 哪怕 是 一 个 
超越 数 能 据 以 构造 出 来 的 方法 。 对 于 克 罗 内 克 , 任何 这 样 的 证 明 
都 是 十 足 的 废话 。“ 存 在 证 明 ” 的 许多 比较 适度 的 例子 都 激 起 他 的 - 
愤怒 。 这 些 例 子 中 有 一 个 特别 有 意思 , 因为 它 预示 了 布 劳 威 尔 反 
对 在 有 关 无 穷 集 的 推理 中 充分 应 用 古典 ( 亚 里 士 多 德 的 ) 逻 辑 。 

一 个 多 项 式 gag 十 bw”! 十 ………。 二 1， 其 中 系数 gw 6, …… 1 是 
有 理 数 , 如 果 不 能 被 分 解 成 两 个 有 理 系 数 多 项 式 的 乘积 , 就 称 它 为 
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不 可 约 的 。 现 在 , 对 大 多 数 人 来 说 , 象 亚 里 士 多 德 会 做 的 那样 ， 断 
言 一 个 已 知 多 项 式 要 么 是 可 约 的 ,要么 是 不 可 约 的 , 是 一 个 有 意义 
的 陈述 。 

对 于 克 罗 内 克 就 不 是 这 样 了 , 按照 克 罗 内 克 的 看 法 , 在 提供 出 
一 些 确定 的 , 能 够 在 明确 的 有 限 步 完成 的 过 程 , 使 我 们 能 够 据 以 解 
决 任何 已 知 多 项 式 的 可 约 性 之 前 ， 在 逮 辑 上 我 们 没有 权利 在 我 们 
的 数学 证 明 中 使 用 不 可 约 的 概念 。 按 照 他 的 说 法 , 如 果 那 样 用 了 ， 
那 就 是 在 我 们 的 结论 中 引入 了 自 相 矛盾 的 东西 ， 而 且 没有 所 叙述 
的 过 程 就 使 用 “不 可 约 性 ”, 充其量 也 不 过 只 能 给 我 们 一 种 “没有 证 
实 ” 的 . 非 最 后 的 决定 。 所 有 这 些 非 构造 性 的 推理 一 一 按照 克 罗 内 
克 的 看 法 一 一 都 是 不 合 逻辑 的 。 


由 于 康 托 尔 在 他 的 无 限 类 理论 中 的 推理 大 多 是 非 构 造 性 的 ， 
克 罗 内 克 把 它 看 作 一 类 危险 的 数学 疯 狼 。 克 罗 内 克 看 见 数学 在 康 
托 尔 的 领导 下 走向 疯人院 , 便 热烈 地 致力 于 他 所 认为 的 数学 真理 ， 
用 他 能 够 抓 到 的 一 切 武器 , 猛烈 地 恶毒 地 攻击 “正确 的 无 穷 理论 ” 
和 它 的 过 于 敏感 的 作者 , 悲剧 的 结局 不 是 集 论 进 了 疯人院 , 而 是 康 
托 尔 进 了 疯人院 。 克 罗 内 克 的 攻击 摧毁 了 这 一 理论 的 创造 者 。 

1884 年 春 , 康 托 尔 在 四 十 岁 时 经 历 了 他 的 第 一 次 精神 衣 溃 ， 
在 他 长 寿 的 一 生 随 后 的 岁月 中 , 这 种 其 省 以 不 同 的 强度 反复 发 生 , 
把 他 从 社会 上 赶 进 精神 病 诊所 这 个 避难 所 。 他 暴躁 的 脾气 加 剧 了 


”他 的 困难 。 一阵 阵 深刻 的 温 丧 使 他 在 自己 眼 里 都 感到 自重 ， 他 开 


始 怀疑 他 的 工作 的 正确 人 性。 在 一 次 神志 清醒 的 间歇 期 间 ， 他 请 求 
哈雷 大 学 的 学 校 当 局 把 他 从 数学 教授 席位 换 到 哲学 席位 上 去 。 他 
的 一 些 关 于 正确 的 无 穷 理 论 的 最 好 的 工作 是 在 两 次 发 作 之 间 的 间 
软 时 完成 的 。 当 他 从 发 病员 恢复 过 来 时 ,* 他 注意 到 他 的 头脑 特别 
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清楚 。 ; 

克 罗 内 克 或 许 由 于 康 托 尔 的 翡 剧 受到 了 过 分 严厉 的 指责 ， 他 
的 攻击 只 是 许多 起 作用 的 原因 中 的 一 个 。 没 有 得 到 承认 , 使 这 个 
相信 他 朝 着 无 有限 的 合理 理论 迈 出 了 第 一 步 -一 -和 最 后 一 步 一 的 
人 产生 怨恨 , 浊 丧 得 使 自己 患 了 忧郁 症 和 丧失 理性 。 不 过 , 克 罗 内 
克 看 来 的 确 要 为 康 托 尔 没有 得 到 他 所 淄 望 的 柏林 大 学 的 职位 负 主 
要 责任 。 人 们 通常 认为 , 一 个 科学 家 把 他 对 一 个 同 代 人 的 工作 的 
猛烈 攻击 讲 给 学 生 听 , 是 不 够 光明 正大 的 。 不 同 见 解 可 以 在 科学 
文章 中 客观 地 解决 。 克 罗 内 克 在 1891 年 竭尽 全 力 对 他 在 柏林 大 
学 的 学 生 们 批评 康 托 尔 的 工作 , 事情 变 得 很 明显 , 两 人 无 法 共事 。 
由 于 这 罗 内 克 已 经 占有 -- 个 位 置 ， 康 托 尔 只 能 扫兴 地 呆 在 一 边 。 

但 是 , 他 也 并 不 是 没有 得 到 安 感 。 富 于 同情 心 的 米 塔 格 - 列 夫 
勒 不 仅 在 他 的 杂志 (< 数学 学 报 ?) 上 发 表 了 康 托 尔 的 著作 ,而 且 在 康 
托 尔 与 克 罗 内 克 的 争吵 中 安慰 他 ， 仅 仅 在 一 年 的 时 间 中 ， 米 塔 格 - 
列 夫 勒 就 从 痛苦 的 康 托 尔 那 里 收 到 五 十 二 封 信 。 在 那些 相信 康 托 
尔 理论 的 人 当中 ， 和 区 的 埃 尔 米 特 是 最 热情 的 一 个 。 他 对 新 学 说 
热诚 的 接受 , 温暖 了 康 托 尔 谦虚 的 心 :“ 埃 尔 米 特 在 这 封 信 中 ,，…… 
关于 集 论 这 个 题目 向 我 倾吐 的 赞扬 , 在 我 眼 里 是 如 此 之 高 , 如 此 之 
有 价值 ， 以 至 除非 我 遭 到 指责 , 说 我 被 它们 迷惑 了 , 我 是 不 愿意 公 
布 它们 的 。” 








随 着 新 世纪 的 到 来 , 康 托 尔 的 工作 渐渐 开始 被 人 们 接受 了 , 认 
为 是 对 整个 数学 , 特别 是 对 分 析 学 基础 的 一 个 重大 贡献 。 但 是 对 
于 这 个 理论 ， 不 幸 的 是 仍然 影响 着 它 的 悖 论 和 自 丰 矛盾 开始 同时 
出 现 。 这 些 可 能 最 终 是 康 托 尔 的 理论 注定 要 对 数学 做 出 的 最 大 页 
献 ， 因 为 它们 就 在 围绕 无 穷 的 逻辑 和 数学 推理 的 基础 中 意 想 不 
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到 地 存在 ,是 现在 整个 演绎 推论 中 批判 运动 的 直接 启迪 。 我 们 希 
望 从 这 里 能 得 出 一 个 比 康 托 尔 以 前 时 代 的 数学 更 丰富 、 更 “真实 ” 
一 一 摆脱 了 不 一 致 一 一 的 数学 。 
康 托 尔 的 最 惊人 的 结果 是 在 不 可 数 集 论 中 得 到 的 ， 不 可 数 集 
的 最 简单 例子 是 一 段 线 段 上 的 所 有 点 的 集合 。 在 这 里 只 能 谈 谈 他 
的 最 简单 的 结论 中 的 一 个 。 与 直观 所 能 预测 的 相反 , 两 个 不 等 长 
的 线段 包含 着 同样 数目 的 点 。 记 住 两 个 集合 包含 着 同样 数目 的 元 
素 , 当 而 且 仅 当 它们 中 的 元 素 能 够 一 对 一 的 对 应 起 来 时 , 我 们 就 容 
易 看 出 康 托 尔 这 个 结论 的 合理 性 。 如 图 放置 不 等 长 的 线段 4B， 
OD。 线 段 OPQ 交 0D 于 点 P, 交 4B 于 Q@ PP 和 因此 是 对 应 
”的 。 当 OPQ 绕 0 旋转 时 , 点 卫 在 OD 上 移动 , 而 Q 同时 在 4B 上 
移动 ,OD 的 每 一 个 点 有 一 个 且 仅 有 一 个 4B 上 的 点 与 之 “对 应 ”。 


9 





A - B 
可 以 证 明 一 个 更 出 乎 意料 的 结果 。 任 何 线段 , 不 管 多 么 小 , 都 
包含 着 与 无 限 长 的 直线 同样 多 的 点 。 进 一 步 , 线段 包含 的 点 , 与 在 
整个 平面 、 或 整个 三 维 空间 、 或 整个 ” 维 空间 (这 里 和 是 大 于 零 的 ， 
57a 任意 整数 ), 或 者 最 后 , 在 可 数 无 穷 维 空间 中 的 点 同样 多 。 
这 里 ， 我 们 还 没有 试图 去 定义 类 或 集合 。 也 许 (正如 罗素 在 
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-1912 年 认为 的 ) 为 了 对 康 托 尔 的 理论 有 一 个 清楚 的 认识 ， 或 者 为 


了 该 理论 自身 保持 一 致 一 一 这 对 任何 数学 理论 的 要 求 都 足够 了 
一 一 下 这 样 的 定义 是 不 必要 的 。 然 而 现在 的 争论 似乎 要 求 给 出 某 
种 清楚 的 、 自 相 一 致 的 定义 。 下 面 的 定义 常常 被 认为 是 令 人 满意 
的 。 

一 个 集合 是 由 三 个 特性 表示 其 特点 的 ， 它 包含 着 具有 某 种 确 
定性 质 (比如 说 色 度 、 或 体积 、 或 量 ) 的 一 切 东 西 ; 没有 这 个 性 质 
的 东西 都 不 属于 这 个 集合 ; 集合 中 的 每 一 个 元 素 可 以 判别 出 与 集 
合 中 的 其 它 东 西 是 相同 的 还 是 不 同 的 一 一 简 言 之 ， 集 合 中 的 每 一 
个 元 素 都 有 一 种 永远 可 以 辨认 的 个 性 。 集 合 本 身 可 以 作为 一 个 整 
体 来 掌握 。 对 于 应 用 来 说 , 这 个 定义 可 能 是 太 严 格 了 , 例如 , 考虑 
一 下 在 第 三 个 要 求 下 , 康 托 尔 的 全 体 超越 数 的 集合 会 怎么 样 。 

在 这 一 点 上 ， 我 们 可 以 回顾 一 下 全 部 数学 史 一 一 或 者 由 数学 
大 师 们 在 他 们 纯 专 业 工作 中 的 专 论 所 揭示 的 同样 多 的 历史 部 分 
一 一 并 注意 在 几乎 全 部 数学 论著 中 不 断 反 复出 现 的 两 种 表达 方 
式 。 读者 们 或 许 会 对 反复 使 用 诸如 “我 们 能 找到 一 个 大 于 2 的 整 
数 , ”或 “我 们 能 选择 一 个 小 于 n、 大 于 mn 一 2 的 数 ”这 样 的 话 感到 不 
愉快 。 选 择 这 祥 的 用 语 不 只 是 老 一 套 的 卖弄 学 问 。 使 用 它们 是 有 
理由 的 , 细心 的 作者 在 肯定 “我 们 能 找到 , 等 等 "时 ， 是 准确 地 意味 





情 。 

与 此 有 明显 区 别 的 是 另 一 个 在 数学 写作 中 一 再 出 现 的 习惯 用 
语 “存在 >。 例 如 , 一 些 人 会 说 , “存在 一 个 大 于 2 的 整数 , ”或 者 “ 存 
在 一 个 小 于 %, 大 于 w 一 2 的 数 。” 使 用 这 样 的 习惯 用 语 , 肯定 表明 
它 的 使 用 者 相信 克 罗 内 克 认 为 是 站 不 住 脚 的 信念 ， 当 然 , 除非 “ 存 
在 ”能够 由 “构造 证明。 对 于 出 现在 康 托 尔 理论 中 的 集合 (如 上 而 
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定义 的 ), 存在 是 不 能 证 明 的 。 

这 两 种 说 话 方式 把 数学 家 分 成 两 类 ; 说 “我 们 能 ”的 人 认为 (也 
许 是 下 意识 的 ) 数 学 纯粹 是 人 的 发 明 ; 说 “存在 ”的 人 认为 数学 有 它 
自己 的 超出 人 以 外 的 “存在 ”， “我们 ”只 能 在 我 们 的 人 生 旅 途中 侦 
然 发 现 数学 的 “永恒 真理 ”, 这 很 象 一 个 人 在 一 座 城中 散步 , 遇 到 许 
多 街道 , 而 他 与 这 些 街道 的 规划 没有 任何 关系 。 

神学 家 们 是 说 “存在 ”的 人 ; 谨慎 的 怀疑 主义 者 大 多 数 是 说 “我 
们 ”的 人 。 超出 人 以 外 的 存在 的 拥护 者 说 “存在 无 限 多 的 偶数 , 或 
无 限 多 的 素数 , ” 克 罗 内 克 和 说 ‘我们 ”的 人 说 “做 出 它们 来 。” 

从 < 新 约 全 书 ? 中 一 个 著名 的 例子 ， 可 以 看 出 这 个 差别 不 是 微 
不 足 道 的 。 基 督 断 言 父 “存在 六 腓 力 要 求 “将 父 显 给 我 们 看 , 我 们 
就 知足 了 。”@ 康 托 尔 的 理论 几乎 完全 是 在 “存在 ”一 边 的 。 有 没有 
可 能 是 康 托 尔 对 神学 的 热情 决定 了 他 的 忠诚 呢 ? 如 果 是 这 样 的 ,我 
们 就 得 解释 为 什么 克 罗 内 克 是 那样 偏执 地 说 “我 们 ”的 人 ， 他 也 是 
基督 教 神学 的 一 个 行家 啊 。 正如 在 所 有 这 样 的 问题 中 那样 ， 哪 一 
方 的 攻防 手段 都 能 够 从 随便 哪个 口袋 中 偷 出 来 。 

考虑 集 论 “ 存 在 ?前 一 个 惊人 的 和 重要 的 例子 ， 是 由 著名 的 策 
梅 罗 公设 (1904 年 说 明 的 ) 提 供 的 。 “对 于 每 一 个 其 元 素 是 一 些 集 
合 卫 的 集合 对 (也 就 是 说 凡是 一 些 集合 的 一 个 集合 , 或 一 些 类 的 
一 个 类 )， 集 合 王 不 空 且 不 相交 〈 即 没有 两 个 集合 包含 有 共同 元 
素 )， 至 少 存在 一 个 集合 术 , 它 恰好 包含 构成 1 的 集合 己 的 每 一 
个 集合 中 的 一 个 元 素 。” 这 个 公设 与 前 述 集 合 ( 或 类 ) 定 义 的 比较 表 
明 , 如 果 集 合 1 包含 比如 说 无 穷 多 个 不 相交 的 线段 , 说 “我 们 ”的 
人 不 会 考虑 这 个 无 需 证 明 的 公设 。 然 而 这 个 公设 看 来 是 相当 合理 


的 。 证 明 它 的 企图 都 失败 了 。 它 在 一 切 与 连续 有 关 的 问题 中 都 相 


@” 见 基 闻 教 侍 经 ` 约 翰 福音 第 十 四 章 第 八 节 。 一 一 译 者 
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说 说 这 个 公设 是 怎 祥 逐 渐 被 用 到 数学 上 的 ， 将 提出 康 托 尔 再 
论 的 另 一 个 尚未 解决 的 问题 。 一 个 有 清楚 可 数 的 元 素 的 集合 ， 就 
象 一 堵 墙 上 的 全 部 砖头 , 能 够 很 容易 地 排出 顺序 ; 我 们 只 需要 用 许 
多 种 会 自动 使 人 想起 的 不 同方 法 中 的 一 种 , 按 1 2 3，……, 数 饥 它 
们 。 但 是 我 们 怎样 给 直线 上 所 有 的 点 排 顺序 呢 》 不 能 按 1, 2，3, 
ee 数 饥 它们 。 当 我 们 考虑 到 在 直线 上 的 任意 两 个 点 之 闻 “ 我 们 
能 找到 ”或 “存在 ”直线 上 的 另 一 个 点 时 , 这 项 工作 就 显得 毫 无 希望 
了 。 如 果 我 们 每 一 次 数 雯 上 相 邻 的 两 块 砖 , 墙 上 的 另 一 块 砖 就 出 
现在 它们 之 间 , 我 们 的 计算 就 会 有 点 混乱 了 。 然而 直线 上 的 点 看 
来 确实 有 某 种 顺序 ， 我 们 能 说 出 一 个 点 是 在 另 一 个 点 的 左边 或 是 
右边 ， 等 等 。 排 列 直线 上 点 的 顺序 的 努力 没有 成 功 。 策 梅 罗 提出 
了 他 的 公设 , 作为 一 种 使 这 个 努力 容易 一 些 的 方法 , 但 是 它 本 身 还 
没有 被 接受 为 一 个 合理 的 假设 , 或 者 能 可 靠 地 使 用 的 公设 。 

康 托 尔 的 理论 包含 着 比 这 里 指出 的 多 得 多 的 关于 实在 无 穷 和 
超 限 (无 限 ) 数 的 “算术 ”的 东西 。 但 是 由 于 这 个 理论 仍然 处 在 有 和 争 
论 的 阶段 , 我 们 可 以 放下 它 , 谈 谈 最 后 一 个 迹 。“ 存 在 ”或 者 我 们 能 
“构造 ”一 个 集合 ， 它 既 不 同 于 (在 一 一 对 应 的 专门 意义 上 ) 全 体 正 
有 理 整 数 的 集合 ， 又 不 同 于 直线 上 所 有 点 的 集合 吗 ? 答案 是 不 知 
道 。 

康 托 尔 于 1918 年 1 月 6 日 在 哈雷 的 精神 病院 去 世 , 时 年 七 十 
三 岁 。 他 最 后 得 到 了 荣誉 和 承认 ,其 至 忘记 了 过 去 与 克 罗 内 克 争 
吵 的 痛苦 。 康 托 尔 在 克 罗 内 克 1891 年 去 世 前 的 几 年 中 , 与 克 罗 内 
克 至 少 在 表面 上 是 和 解 了 。 回想 起 这 件 事 , 对 他 来 说 无 疑 是 一 种 
满足 。 要 是 康 托 尔 能 活 到 今天 , 对 于 使 全 部 数学 中 的 思想 更 严格 
的 运动 , 他 是 有 资格 感到 骄傲 的 , 因为 这 个 运动 主要 归功 于 他 自己 575 
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在 更 合理 的 基础 上 建立 分 析 ( 和 无 限 ) 的 努力 。 


回顾 为 了 使 实数 .连续 、 极 限 和 无 穷 这 些 概念 在 数学 上 精确 和 
能 一 贯 使 用 而 进行 的 长 期 斗争 ， 我 们 看 到 芝 诺 和 欧 多 克 斯 在 时 间 
上 距离 维尔 斯 特 拉 斯 、 戴 德 金 、 和 康 托 尔 , 并 不 象 把 现代 德国 和 古 
代 希 腊 分 开 的 二 十 四 .五 个 世纪 所 包含 的 意思 那样 瑰 远 。 无 疑 , 与 
我 们 的 前 辈 们 相 比 , 我 们 对 于 所 涉及 的 那些 困难 的 性 质 , 有 更 清楚 
的 概念 , 因为 我 们 看 到 同样 没有 解决 的 问题 , 在 新 的 面 角 和 古人 从 
未 梦想 到 的 新 领域 中 出 现 了 ， 但 是 要 说 我 们 已 经 解决 了 那些 年 代 
古老 的 困难 , 那 就 是 十 足 的 谎报 事实 。 然而 最 后 的 得 分 记录 了 比 
我 们 的 前 辈 们 能 够 合法 地 要 求 的 更 大 的 成 绩 。 我 们 比 他 们 曾经 认 
为 必要 的 研究 得 更 深入 ， 我 们 发 现 一 些 他 们 在 推理 中 接受 的 “ 规 
律 ” 一 一 例如 亚 里 士 多 德 逻辑 的 那些 规律 一 一 在 我 们 将 我 们 的 一 
些 经 验 联 系 起 来 的 努力 中 ， 由 其 它 一 些 规律 一 一 纯粹 的 常规 一 一 
更 好 地 代替 了 。 正 如 已 经 说 过 的 , 康 托 尔 的 革命 性 工作 , 给 我 们 现 
在 的 活动 以 最 初 的 动力 。 但 是 人 们 不 久 就 发 现 一 一 在 康 托 尔 去 世 
之 前 二 十 一 年 一 一 他 的 革命 要 末 是 太 革 命 了 , 要 末 是 不 够 革命 。 现 
在 看 来 是 不 够 革命 。 

意大利 数学 家 布 拉 利 - 福 尔 带 在 1897 年 打响 了 反革命 方面 的 
第 一 枪 , 他 通过 康 托 尔 在 其 无 穷 集 论 中 所 使 用 的 那 种 类 型 的 推理 ， 
提出 了 明目张胆 的 反驳 。 这 个 特殊 的 悖 论 只 是 几 个 悖 论 中 的 第 一 
个 。 由 于 理解 它 需 要 很 长 的 解释 , 我 们 代 之 以 罗素 在 1908 年 的 起 
论 。 

我 们 已 提 到 过 弗 雷 格 , 他 给 已 知 类 的 基数 下 了 “相似 于 已 知 类 
的 所 有 类 的 类 数 ” 的 定义 。 弗 雷 格 花费 了 多 年 的 时 间 , 试图 把 数 的 
数学 置 于 合理 的 逻辑 基础 上 。 他 毕生 的 著作 是 他 的 “算术 基本 法 
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则 >, 第 一 卷发 表 于 1893 年 , 第 二 卷发 表 于 1903 年 。 在 这 部 著作 


中 使 用 了 集合 的 概念 。 也 对 以 前 论述 算术 基础 的 作者 们 的 明显 错 
误 和 种 种 思维 , 使 用 了 大 量 挖苦 的 择 击 。 第 二 卷 以 下 面 的 供认 结 
束 ; 

“一 个 科学 家 几乎 不 能 碰 到 比 这 更 难堪 的 事情 了 , 即 正当 

工作 完成 时 , 它 的 基础 垮 掉 了 。 当 这 部 著作 行将 印 完 时 , 伯 特 

兰 。 罗素 先生 的 一 封 信 就 使 我 处 于 这 样 的 境地 。” 

罗素 把 他 的 “不 是 它们 自身 的 元 素 的 一 切 集合 的 集合 ”的 巧妙 
悖 论 寄 给 了 弗 雷 格 。 这 个 集合 是 自己 的 元 素 吗 ? 稍微 想 一 想 就 能 
推 项 出 , 不 论 哪 种 答案 都 是 错误 的 。 然 而 弗 雷 格 随意 使 用 了 “一 切 
集合 的 集合 。” 

为 了 避免 或 消除 那些 象 炸弹 一 般 开始 在 弗 雷 格 - 戴 德 金 - 康 托 
尔 的 实数 .连续 和 无 限 理论 之 中 和 之 上 爆炸 的 矛盾 , 提出 了 许多 方 
法 。 罗 素 提出 他 的 “循环 论证 原理 ”作为 补救 办 法 : “任何 涉及 到 一 
个 集合 的 所 有 元 素 的 东西 , 都 一 定 不 是 这 个 集合 中 的 元 素 ” 后 来 
他 又 提出 了 “ 约 化 公理 ”由 于 这 个 公理 现在 实际 上 被 抛弃 了 , 我 们 
没有 必要 氢 述 它 。 有 一 个 时 期 , 这 些 补救 方法 是 卓有成效 的 (德国 
数学 家 们 不 这 样 认 为 ， 他 们 从 未 轻易 接受 它们 )。 渐 渐 地 ， 随 着 全 
部 数学 推理 的 批判 检查 取得 了 进展 , 这 种 药剂 便 被 抛弃 了 , 在 开 出 
进一步 的 灵丹妙药 之 前 ， 人 们 开始 齐心 协力 找 出 使 病人 在 无 理 数 
和 实数 中 受苦 的 究竟 是 什么 。 

要 了 解 我 们 的 困难 ， 现 在 的 努力 起 源 于 格 丁 根 的 戴 维 。 希 耳 
伯 特 (1863 一 [1943]) 1899 年 的 工作 ， 和 阿姆斯特丹 的 布 劳 威 尔 
- (1881 一 [1966]) 1912 年 的 工作 。 这 两 个 人 和 他 们 的 众多 追随 者 
有 着 共同 的 目标 , 即 把 数学 推理 置 于 生理 的 基础 上 , 尽管 他 们 的 方 
法 和 暂 学 在 几 个 方面 是 极端 对 立 的。 看 来 不 大 可 能 这 两 个 人 都 象 





577 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


668 数 学 精 英 


各 自 相 信 自 己 是 正确 的 那样 完全 正确 。 

希 耳 伯 特 向 希腊 寻找 他 的 数学 哲学 的 起 源 。 他 重新 开始 毕 达 
哥 拉 斯 的 一 组 严格 而 充分 确定 的 公设 的 计划 ， 通 过 严格 的 演绎 扒 
理 , 从 这 组 公设 中 必然 引起 一 个 数学 论点 , 希 耳 伯 特 使 数学 的 公设 
发 展 比 之 希腊 人 的 更 精确 , 并 于 1899 年 出 版 了 他 关于 几何 基础 的 
经 典 著作 的 第 一 版 。 希 耳 伯 特 提出 的 一 个 要 求 是 , 为 几何 提出 的 - 
公设 将 被 证 明 是 自 相 一 致 的 (摆脱 了 内 在 的 、 隐 含 的 矛盾 ), 而 希腊 
人 似乎 没有 想到 过 这 个 要 求 。 为 了 对 几何 作出 这 样 一 个 证 明 ， 他 
指出 在 几何 中 由 这 些 公 设 发 展 出 来 的 任何 矛盾 ， 都 暗示 着 一 个 算 
术 中 的 了 矛盾。 这样 , 问题 又 回 到 证 明 算术 的 一 致 性 , 一 直 保持 到 今 
天 。 ， 
因此 我 们 再 次 回 到 请 斯 芬 克 斯 @ 告诉 我 们 数 是 甚么 。 戴 德 金 
和 弗 雷 格 两 人 都 逃 向 无 穷 一 一 戴 德 金 以 他 的 无 穷 类 定义 无 理 数 ， 
弗 雷 格 以 他 的 相似 于 已 知 类 的 所 有 类 的 类 定义 基数 一 一 来 解释 迷 
惑 过 毕 达 哥 拉 斯 的 数 。 希 耳 伯 特 也 到 无 穷 中 去 寻找 答案 , 他 相信 ， 
无 穷 对 于 理解 有 限 是 必需 的 。 他 强烈 相信 , 康 托 尔 体系 最 终 会 从 
它 现在 在 其 中 碾 转 不 安 的 炼狱 中 解放 出 来 。“ 在 我 看 来 ,这 [ 康 托 
尔 的 理论 ] 是 数学 思想 的 最 令 人 赞美 的 果实 , 确实 是 人 类 智力 活动 
的 最 高 成 就 之 一 。” 但 是 他 承认 布 拉 利 - 福 尔 蒂 . 罗素 和 其 他 一 些 
人 的 悖 论 还 没有 得 到 解决 。 不 过 他 的 信念 克服 了 一 切 怀疑 , “没有 
人 能 把 我 们 驱逐 出 康 拖 尔 为 我 们 创造 的 乐园 。” 

但 是 在 这 个 兴奋 得 意 的 时 刻 , 布 劳 威 尔 出 现 了 , 他 有 力 的 右手 
握 着 看 上 去 象 是 一 把 燃烧 的 剑 一 样 的 东西 。 驱逐 开始 了 ; 扮演 亚 
当 的 戴 德 金 , 和 在 他 旁边 假扮 成 夏娃 的 康 托 尔 , 在 这 个 不 妥协 的 荷 “ 


@ 希腊 神话 中 带 届 狮 身 女 怪 。 传说 她 常 叫 过 路 人 猜 迷 ， 猜 不 出 者 即 被 杀害 。 
一 译 者 
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re 


兰 人 的 严厉 注视 下 ， 已 经 忧心 仲 伸 地 在 看 着 大 门 。@ 布 劳 威 尔 说 ， 


希 耳 伯 特 提出 的 保证 免除 矛盾 的 公设 法 完成 了 它 的 使 命 一 一 没有 
产生 乞 盾 ， 但 是 “用 这 种 方法 不 会 得 到 任何 有 价值 的 东西 ; 一 个 错 
误 的 理论 , 即使 没有 因 矛 盾 而 告终 , 也 仍然 是 错误 的 , 正如 一 种 有 
罪 的 策略 , 即使 没有 受到 乱 戒 法 庭 的 制止 , 也 仍然 是 有 罪 的 。” 

布 劳 威 尔 反对 他 的 对 手 们 的 “有 罪 的 策略 ”根源 是 一 种 新 的 
东西 一 一 至 少 在 数学 上 是 新 的 。 他 反对 不 加 限制 地 应 用 亚 里 士 多 
能 的 逻辑 , 特别 是 在 处 理 无 穷 集合 时 , 他 坚持 认为 当 这 样 的 逻辑 用 
到 不 能 在 克 罗 内 克 的 意义 上 (必须 提供 一 个 过 程 的 规则 , 使 集合 中 
的 元 素 能 由 它 产生 出 来 ) 确 切 地 构造 出 来 的 集合 时 ， 必 然 产生 了 巴 
盾 。“ 排 中 ” 律 (一 个 东西 必定 有 某 种 性 质 ， 或 者 必定 没有 那 种 性 
质 , 例如 断言 一 个 数 是 素数 或 者 不 是 素数 一 样 ) 只 有 当 用 于 有 限 集 
时 才 是 合理 应 用 的 。 亚 里 士 多 德 发 明 他 的 逻辑 ,是 作为 一 组 对 于 
有 限 集运 用 的 规则 ， 把 他 的 方法 建立 在 有 限 集 的 人 类 经 验 的 基础 
上 , 没有 任何 理由 认为 对 于 有 限 适用 的 逻辑 当 应 用 到 无 限时 ,会 继 
续 产 生 一 致 的 (无 矛盾 的 ) 结 果 。 当 我 们 回想 起 无 穷 集 的 真正 定义 
强调 无 限 集 的 一 部 分 可 以 包含 与 整个 集 元 素 完 全 同样 多 的 元 素 
(如 我 们 多 次 解释 的 那样 ) 时 , 这 似乎 是 很 合理 的 , 当 “ 部 分 "意味 着 
一 些 而 不 是 合体 (如 在 无 穷 集 定义 中 那样 ) 时 ， 定 义 所 强调 的 这 种 
情形 对 有 限 集 永远 不 会 发 生 。 

这 里 我 们 得 到 一 些 人 认为 是 康 托 尔 实际 无 限 理论 的 麻烦 的 根 
源 。 因 为 集合 的 定义 (如 前 所 述 ), 所 有 有 某 种 性 质 的 东西 由 它 “ 绩 
合 ” 形 成 一 个 “集合 ”( 或 “类 ”), 并 不 适合 于 作为 集合 论 的 基础 ,这 








” @ 亚当 为 4 圣经 > 中 所 说 的 上 帝 创造 的 第 一 个 男人 , 夏娃 是 第 一 个 女人 ， 由 于 蛇 - 


的 诱惑 ,夏娃 唆使 亚当 偷 吃 了 天 堂 中 的 禁果 ， Rl 见 < 虽 约 全 书 ` 创 世 
记 » 第 二 ,三 章 。 一 一 译 者 | 
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是 由 于 这 个 定义 要 末 不 是 构造 性 的 (在 克 罗 内 克 的 意义 上 )， 要 末 
设想 了 没有 人 能 做 出 来 的 构造 性 。 布 劳 威 尔 宣称 , 排 中 律 在 这 种 
情形 的 应 用 , 充其量 也 只 不 过 是 对 那样 一 些 命题 的 启发 式 的 指导 ， 
这 些 命题 可 能 成 立 , 但 不 是 必然 成 立 , 即使 它们 是 严格 用 亚 里 士 多 
德 的 逻辑 推断 出 来 的 , 他 还 说 在 过 去 半 个 世纪 中 , 许多 错误 的 理论 
(包括 康 托 尔 的 理论 ) 都 是 建立 在 这 个 脆弱 的 基础 上 的 。 

。 在 数学 思维 基础 上 的 这 样 一 场 革命 ,不 可 能 不 引起 异议 。 反 
动 右翼 的 粗暴 史 哮 , 加 速 了 布 劳 威 尔 朝 左翼 的 激进 运动 。“ 韦 尔 和 
布 劳 威 尔 [ 布 劳 威 尔 是 领导 者 ， 韦 尔 是 他 在 反叛 由 的 伙伴 ] 正 在 做 
的 事情 主要 是 步 克 罗 内 克 的 后 尘 , ”这 是 希 耳 伯 特 的 说 法 ， 他 是 现 
状 的 维护 者 。“ 他 们 想 抛弃 不 合 他 们 心意 的 一 切 , 并 下 一 道 禁 令 , 试 
图 这 样 来 建立 数学 。 其 效果 是 肢解 我 们 的 科学 , 冒 着 失去 我 们 大 部 
分 最 有 价值 的 东西 的 危险 。 韦 尔 和 布 劳 威 尔 谴责 无 理 数 .函数 一 一 
甚至 诸如 在 数论 中 的 函数 , 康 托 尔 的 超越 数 等 等 一 般 概 念 , 恋 责 正 
整数 的 无 限 集 有 最 小 元 素 的 定理 , 甚至 证 责 “ 排 中 律 ', 例如 象 要 末 
有 无 限 多 个 素数 , 要 末 只 有 有 限 的 素数 这 样 的 论断 。 这 些 是 他 们 所 
禁止 的 定理 和 推理 模式 的 例子 。 我 相信 ， 正 如 克 罗 内 克 上 废除 无 理 
数 的 企图 不 起 作用 ( 韦 尔 和 布 劳 威 尔 确实 允许 我 们 保留 一 个 残缺 
的 东西 ) 一 样 ， 事 实 会 证 明 ， 今 天 他 们 的 努力 同样 是 不 起 作用 的 。 
不 ! 布 劳 威 尔 的 计划 不 是 一 场 革命 , 只 是 用 老 方法 进行 无 用 的 奇袭 
的 重复 , 但 这 是 以 更 大 的 热情 进行 的 , 然而 完全 失败 了 。 今 天 , 这 
个 领域 [数学 ] 通过 弗 雷 格 、 戴 德 金 和 康 托 尔 的 劳动 , 彻底 妆 备 起 来 
并 且 加 强 了 。 布 劳 威 尔 和 韦 尔 的 努力 注定 是 毫 无 结果 的 。” 

另 一 方 对 此 的 回答 只 是 耸 息 肩 ， 继 续 其 在 坚实 的 基础 上 重建 


.数学 (特别 是 分 析 学 基础 ) 的 伟大 而 重要 的 新 任务 ， 这 个 坚实 的 基 


础 要 比 从 毕 达 哥 拉 斯 到 维尔 斯 特 拉 斯 的 过 去 两 千 五 百年 中 人 们 所 
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英 定 的 基础 更 坚实 。™ 

到 这 些 困难 都 被 清除 一 一 我 们 希望 如 此 一 一 之 后 的 一 代 人 屠 
时 , 数学 会 是 什么 样子 呢 ? 只 有 一 个 预言 家 或 预言 家 的 第 七 个 儿子 
会 把 头 伸 进 预言 的 绞 索 。 但 是 如 果 在 数学 的 进程 中 毕竟 有 任何 连 
续 性 一 一 大 多 数 不 带 偏见 的 旁观 者 认为 有 一 一 那么 我 们 发 现 未 来 
的 数学 将 比 我 们 或 我 们 的 前 辈 们 所 知道 的 数学 内 容 更 广泛 、 更 坚 
实 、 更 丰富 。 

这 个 世纪 过 去 的 三 分 之 一 的 争论 ， 已 经 给 数学 的 广大 版 图 添 
加 了 新 的 领域 一 包括 全 新 的 逻辑 ， 新 的 领域 正在 迅速 地 与 旧 有 
的 领域 合 为 一 体 , 协调 一 致 。 如 果 我 们 可 以 茵 接地 冒险 预测 , 那么 
未 来 的 数学 会 比 现在 正 有 力 地 重新 形成 的 数学 更 清新 ， 在 各 方面 
更 年 轻 ， 更 接近 人 类 的 思想 和 人 类 的 需要 一 一 更 能 摆脱 它 对 超出 
人 以 外 的 “存在 ”的 合理 性 的 要 求 。 数 学 的 精神 长 青 。 正 如 康 托 尔 
所 说 , “数学 的 本 质 在 于 它 的 自由 ”现在 的 “革命 ”只 不 过 是 对 那 自 
由 的 另 一 种 主张 。 

* 区 区 
章 受 挫折 和 失败 ,她 仍 继续 工作 ， 
心灵 困 乏 和 烦 问 ,她 工作 越 起 劲 ， 
有 她 不 届 不 抄 的 意志 支撑 
双手 将 会 制作 ,头脑 将 会 钻研 ， 
而 她 的 一 切 翡 伤 将 变 为 劳动 ， 
直到 死亡 这 友好 的 敌人 ,用 他 的 长 剑 
刺 进 那 强 有 力 的 心 , 结束 这 场 苦涩 的 斗争 。 
一 一 詹姆斯 汤姆 森 
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阿 员 耳 ， 尼 尔 斯 : 享 利克 Abel，Ni3]ls 
Henrick 3, 164, 167, 2£3, 229-30, 
260,，270-2，295, chap. 17, 328-9, 
335-7,362, 364, 366，368，377，381, 
407-8, 419, 415, 418, 437, 448, 452— 
3, 457, 460, 473, 476-8, 541 

阿 贝 耳 函 数 ”functions，Abelian，338, 
398, 408, 416, 419-20, 451, 455, 492， 
495, 499—500 

阿 贝 耳 积 分 Abelian integral, 338, 419 

“阿达 玛 , 雅 克 Hadamard, Jacques, 54， 
212 

阿尔 方 , 乔治 Halphen, Gleorges, 403 

阿尔 诺 Arnaujd A., 83, 128-9 

阿尔 齐 塔 斯 Archytas, 25 

阿 基 米 德 Archimedqes，7，19--20，38- 
34, 59, 102, 114, 120, 147, 153, 
162, 218, 220, 230, 237, 240-1,，255- 
6, 400, 459, 533 

阿拉 可 Arago,F. J. D., 139，150，, 
190, 193, 205 

阿 候 尔 , 保 罗 、Appell, Paul, 454 中 

阿波 罗 尼 奥 斯 Apollonius，7，37，78， 
317, 400 : 

阿 欢 特 ”Hachette, J. N. P,, 318，320 

埃 丁 顿 妖 士 ， 阿 瑟 Bddington,， Sir 
Arthur 尺 .，484，515 

埃 尔 米 特 ， 夏 尔 Hermite Charles，4， 
164, 183, 278, 307,，320,368，422, 


引 


chap. £4,” 476-7, 501, 515, 535-6, 
543, 568, 571 

埃 尔 米 特 形式 Hermitian forms, 458-9 

埃 奇 闫 思 ， 玛 琢 亚 Bdgeworth Maria. 
344 

埃 森 贝克 ， 内 斯 : 冯 
Von, 240 

爱迪生 ， 托 马 斯 Edison Thomas A.， 
548 ， 

艾 森 斯 坦 ”Eissnstein,，F. M. G.，68, 
237, 253, 390, 455-6, 468, 439 

艾 斯 库 Aysscough,， Rev。Wm,.，91-~- 
2 

爱 因 斯 坦 , 艾 伯 特 “Einstein，Alo5ert，5， 
7, 15, 19, 138, 154, 213, £655-6, 305, 

~ 320， 350，391，443,，, 490-1。 546-7, 
556 

安 托 瓦 内 特 : 玛 丽 Antoinette， 
166, 170 

昂 修 尔 Ampare A, M., 318 

奥 尔 贝 斯 Olbers,，H. W. M.,，238, 
246, 259, 262 

奥 尔 登 伯 格 Oldenburg, H., 108 

奥 索 尼 厄 斯 Ausonius, 39 

奥斯汀 , 简 Austen, Jans, 380 

奥斯卡 二 世 ， 瑞 上 典 国 玉 Oscar II, King 
of Sweden，543 


Essenbeck Nees, 


Marie, 
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巴 罗 Barrow, I., 96, 106-7, 118 

巴特 尔 斯 ,， 约翰 : 马 Bartels, Johann 
Martin, 222-4 

巴 欢 , 德 . 梅 泽 里 亚 克 Bachet de M6zi- 
riac,71 | 

巴 耶 Baillet, A., 39 

拜 伦 助 下 ， 乔 治 . 戈 登 Byron，G9eorg8e 
Gordon, Lord 257, 330 

保 角 映射 , 保 形 映 壬 ”mapping, confor- 
mal, 266~7 

鲍 尔 , 海 因 里 希 Bauar, Heinrich, 328 

鲍 耶 , 沃 尔 夫 内 Bolyai, Wolfgang. 220 
231, 243, 247, 505 

鲍 耶 ,约翰 Bolyai, Johann, 231 

贝多 芬 “ Beethoven, DL. V., 405 

贝克 革 主 教 ` Berkeley, Bishop，90，345 

贝 塞 尔 , 弗 里 德里 钴 -威廉 ”Bessel, Frie- 
drich Wilihelm, 245, 2438, 250-1, 331 

贝 特 甸 ”Bertrand, J. DL. F,, 453 

贝 托 菜 ， 克 洛 德 路 易 伯 喜 Berthollet， 
Gount Claude—Louis, 183~4, 189-90, 
193-4, 196, 273 

本 生 Bunsen, R. W., 424-5 

比 达 哥 拉 斯 Pythagoras, 16-7, 20 一 292， 


266, 398, 407, 457, 474, 480, 506-7, . 


555, 576-7, 579 


斧 斯 麦 Bismark, O. B.D, Prince von, 


467 
比 奥 Biot, J, B,, 181 
比 , 比 律 ”ratios, 27，348,，529 


彼得 大 帝 Peter the Great,，129，141,. 


145 
边界 值 boundary values, 339 


变 分 法 , 变 分 学 calculug of variations, 
| | 参数 , 参 变数 parameter, 226, 540, 541 


437 
博 查 特 “Borchardt, CG. W., 332, 
421, 426, 464, 501 
玻 尔 “Bohr, N., 19 
伯 次 ”Boeckh, P. A.， 338-9 
伯 克 雷 夫 , 错 治 ` 戴 维 ”Birkhoff, George 


David, 553 

柏拉图 Plato 4, 16, 20-1 24-7，31-2， 
240 

支 兰 登 堡 的 索 菲 ”Sophie of Brandenb- 
urg, 129 

伯 如 利家 族 ” Bernoullis, 115, 126, 182, 
chap. 8, 143-5, 155~6 

信 内 特 , 约翰 Burnet, John, 25 

泊 松 ”Poisson, B. D., 318 

布尔 ,玛丽 Boole Mary, 446-7 

布尔 ， 乔 治 Boole George，118，121， 
124, 213, 354, 389,390，406，chap. 
23, 448, 486 _ 

不 可 数 ”non-denumerable, 569, 571i 

不 可 约 irreducibles, 472, 515, 569 


布 拉 赫 , 第 谷 Brahe, Jyeho, 110 

布 拉 利 - 福 尔 蒂 “Burzrali-Forbi,OQ.，575， 
577, 

布莱克 ,威廉 Biake, William, 10 

布 劳 维尔 Brouwer, L. E. J., 19, 24, 
278, 569, 576-9 

布 里 安生 Brianchon, 0. J., 216 

布 里 格 斯 , 宣 利 Briggs, Henry, 426 


| 布 利 斯 Bliss, G, A., 133-4 


布 林 克 利 ,约翰 Brinkley, John, 343--5 
布鲁克 ,和 鲁 珀 特 ”Brooke, Rupert, 398 
布鲁诺 , 乔 达 诺 Bruno, Giordano, 46 
布鲁斯 特 事 士 , 喜 维 Brewster， Sir 
David 112, 269 、 

布 罗 夏 尔 , 让 娜 “Brochard, Jeanne, 36 
布 特 鲁 , 埃 米尔 Boutrouz， Emile, 532 
布 特 勒 , 塞 缀 尔 Butler, Samuel, 340 


© 


参数 表示 Pparametriec Tepresentation， 
265, 515 : | 

测 地 线 ”geodesic, 302, 305-6,，507 

策 梅 罗 2ermelo, E., 573-4 
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起 几何 级 数 series,，hypergeometric，, 
514, 550-1 

超 限 数 humbers，transfinite，566-7， 
574, 578 

超越 数 numbers, transcendental, 459， 
462-4, 576-9, 572 

在 在 “existenca, 482 


D 


达 布 ， 加 斯 东 Darboux，Gaston，454， 
531, 538, 536, 544 
达尔 文 ， 查 理 ”Darwin， 

”137 
达尔 文 Darvvin, G, H., 529 
达 朗 贝尔 ,让 : 勒 隆 德 ”D’Alembert, Jean 
le Rond, 148-9, 155-62，173，187, 
489, 544 | 
协 德 金 ， 理 查 德 ”Dedekind， Richard 
19，35，2323，238，2353，406-8，468， 
470, 472, 474, 489, 500, 502, chap. 
27, 557, 563, 575-7, 579, 
工 德 金 , 朱 莉 “Dedekind，Julie, 518 
代 换 ， 置 换 substitutions，278， 280, 
382-3，495，518，540 
代数 algebra, 13, 21, 40, 52-4，61-3, 
64-5, 97, 123, 140, 149，163-6，168， 
199, 208, 211, 213, 222~3, 225, 227, 
231-6, 238, 宙 3-4, 260-1，272，282- 
4, 287,309-14, 317, 321-2,，324, 328， 
330，334-5，337-8，347-9， 354-60， 
364，368,，373,，376,，386，388-91，394 
-5，398-404，408，437-9，443-5，448， 
450-1，453，456-7，459-61，463-4， 
470, 472-9, 482, 489, 493, 511, 517-8, 
527-29, 540-1, 564-5, 568-9 


Gharles, 16, 


代数 数 algebraic numbers, 462，464,，- 


469-71, 474, 477-—8, 482, 523-4, 562, 
564-5, 567-9. 

代数 数 域 algebraic number field, 470- 
4, 518, 522-4 

代数 群 groups, abstract, 282, 875-6 
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代数 形式 algebraic forms, 394, 458 

代数 型 式 quapntics，394-5，398 

代数 整数 algebraic integers，470-2, 
514, 518, 522, 524 

单 演 monogenic, 249, 250--1 

单位 根 Toots of unity, 514 

德 朗 布尔 Delambre, J. B. J, 154 

德 隆 , 克莱尔 De Long, Claire, 57 

德 隆 ,路易斯 .De Long, Louise, 58 

德 :摩根 De Morgan，A.，147，354， 
384, 387, 434, 438, 440-1 

德 扎 尔格 Desargues, G., 74, 77，79， 
188, 208, 213, 285, 398 

犹 德 罗 , 德 尼 Diderot, Denis, 146-7 

狄更斯 ,查理 斯 Dickens, Charles, 380， 
436 

笛 卡 儿 ， 勒 内 “Descartes, Ren6, 7，14- 
5, 20, 32, chap. 3，56-9，63-4， 73-4, 
80, 82, 93, 111, 121-2, 129, 140, 147, 
211-2, 233, 245, 265-6, 347, 349, 376, 
443, 457-8, 481, 505, 512 

迪克 森 ”了 Dickson， 卫 。 卫 .,，361, 355 

迪 拉 克 Dirac, P. A. M., 19, 515 

狄 利克 雷 , 蔓 热 纳 ” Dirichlet, P. 
dQ. Lejeune, 236-7, 318, 332, 405, 458， 
468-9, 473, 489, 496, 499, 500, 512, 
517, 518 

丢 番 图 Diophantus, 70-1, 152。 

丢 勒 ,阿尔 贝 Diirer, Albert, 17 

杜 马 ,亚历山大 Dumas,，Alexandre, 
373 

对 偶 duality, 214, 216-7 

多 西 特 乌 斯 Dositheus, 30 

多 值 性 ”mutiformity, 492 

多 周期 函数 functiong, multiple perio- 
dic, 408, 452-3, 455, 515, 539 


及 


% 体 问题 ”Problem of n bodies，543- 
3 
二 次 型 ”guadratic forma, 385, 388， 456, 
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478，503，541，58 工 
厄 拉 多 塞 Eratosthenes, 30-1 


F 


发 散 的 divergent, 287 

方程 equations,52，65，68，70，136, 
150, 155, 157, 162-5, 179, 186, 192, 
198-9,，201,，211，225，232-5，252, 
365-5，370-3，383-3，309-4，317-8， 
322, 328, 334-6, 338, 347, 354-6, 364， 
368, 372, 376, 389-90, 404, 408, 416, 
430, 438, 445, 450-3, 456-7, 459-64, 
470, 472-4, 476-8, 482, 489_90, 492-_3， 
499, 514-5, 518, 528, 536，538-40, 
543-4, 561, 564-5, 568-9 

凡 过 伦 。 Veblen, O,, 268 

莫 迪 南 ,不 伦 瑞 克 人 公历 ”Jerdinand, Duke 
of Brunswick 224, 231-2, 241, 243--6， 
348， 

理 迪 南 二 世 Ferdinand IT, 39 

非 迪 亚 斯 Phidiag, 323 

非 里 普 , 路 易 “ “Philippe，Louis,， 373-3 

菲利普 ,使 秆 ”Philip, Apostle, 573 

非 涅 耳 Fregnel, A. J. 351 

非 欧 几何 [学 ] geometry，non-EBuclid- 
ean, 6, 108, 127, 186, 214, 223, 230-1, 
240, 2356，360，364，366，394， 397， 
300-6，358-60, 379, 398-9, 439, 473-4, 
493-5, 507-9, 518, 550-4 

腓 特 烈 大 帝 Frederick the Great, 141， 
148, 153, 158-60, 165, 244 

费 迪 亚 斯 Pheidias, 29 

费 马 ,多 米 尼 克 Fermat, Dominique, 57 

费 马 , 克 莱 芒 - 萨 米 埃 尔 Fermat, C16 
ment-Samuel 58 

费 马 ， 皮 埃 尔 Fermat, Pierre, 7，35,， 
chap. 4, 73-4, 86, 102, 118-9, 133-4, 
140, 152, 161-2, 238, 236--8, 253, 261, 
284, 311, 337, 465, 472-3, 488, 510, 
513-4 

分 数理 论 partitions, theory of,386, 405 


5] 675 


分 配 律 Qistributive law, 356 

分 析 analysis, 13,” 16，22-3，54，64., 
70, 87,117-8, 139-40，144,，150-2, 
154-5, 161-3, 166, 168-9，171，174， 
176, 183, 187, 198, 201-~2, 207，213, 
222-4,，236-7，248-52,，268，270-2, 
275, 286, 311-2, 316, 319, 329，327, 
334-3，338-9，346，364, .377，400, 
406-8, 413-4, 416-7, 419, 421-3, 429, 
446, 451, 456—7, 460-1, 469, 474-5, 
477-81, 488—90, 494, 510, 513,519, 
521-2, 526-7, 537-8, 541-2, 544, 547, 
556-7, 561, 567, 571, 575, 579 

分 枝 , 分 枝 点 branches, branch points， 
493-5 

丰 塞 纳 了 oncenex, D. Le, 154 

弗 菜 明 ， 海 军 上 将 了 eming，Admiral， 
50 

弗 雷 格 , 戈 特 洛 布 Frege, Gottlob, 567， 
575-7，579 

弗 里 克 , 罗伯特 了 ricke，Robert 516 

伏 尔 泰 ”Voltaire, 129, 148 

福 塞 思 Forsyth, A. R., 409 

符号 逻辑 Logic, Symbolic, 6, 13, 121, 
124, 439, 440--6 

符号 推理 symbolic reasoning, 6 

复数 ”complex units, 474 

负数 numbers, negative, 356-7, 482 

富兰克林 ， 费 比 恩 Franklin，Fabian,， 
397 

傅 里 时 ， 让 - 巴 落 斯 特 - 约 瑟 夫 了 ourier， 
Jean-Baptiste-Joseph, 105, 176, 178 
chap. 12, .318, 338-9,，496，538-9, 
561 

富 克 斯 , 拉 扎 勒 斯 Fuchs, Lazarus, 540 


G 


盖 尔 芳 德 , 阿 列 克 西 斯 Gelfond, Alexis, 
463-4 

概率 的 数学 理论 Probability,mathema- 
tical theory of 6, 73, 83, 86--9 133-4, 
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一 一 一 


136, 155, 172, 176-7, 318, 441-2, 451 
高 斯 ， 多 罗 特 娅 ,本 斯 “Gauss，Dorothea 


Benz, 219-20, 224 


高 斯 ， 弗 里 德里 希 Gauss，F'riederich, 


219 








精 英 





、 i conjugates, 459 


古 德 曼 , 克 里 斯 托 夫 Gr Chri- 
stof, 412-3, 424 


古话， 夏 尔 : 旨 朗 索 瓦 ”Gounod, Gharles 


. Francois, 386 


光线 系统 rays, systems of， 346-51 






高 斯 ， 米 纳 . 瓦 尔 德 元 Gauss，Minna 
Waldeck, 243 

高 斯 ， 卡 尔 : 弗 里 德里 希 Ganss，Car] 
Friedrich, 3-4, 20,，28, 64, 67, 69, 
72, 105, 108, 120,.146, 151, 161-9, 
167, 186,. chap. 14, 271，284, 286, 
297, 308, 314-4, 328, 331, 8333, .335, 
337，354，356，359，377，380，389， 
405-7, 443, 448, 450, 455-8, 472-4, 
478, 486, 438-89, 491-3, 495-8, 501, 
507-8, 510, 512-8, 525, 527, 533, 535， 
537, 539, 541, 547, 556-7, 561, 569 

高 斯 ,约翰 尼 . 奥 斯 特 霍 夫 Gauss,Johan- 
ne Osthof 243 

哥 白 尼 , 尼古拉斯 ” Copernicus, Nicolas， 
46, 294, 306 

哥 尔 登 ,弗朗西斯 Galton， Penns 137, 
203，333 

歌德 ”Goethe, J. W., von, 257 

歌德 巴赫 ”Goldbach, O., 405 

琉 伦 布 , 科 里 斯 托 弗 CQolumbus, Ghrigto- 
-pher, 338 | : 

格拉 斯 黑 ， 赫 尔 螺 open Her- 
maprn, 123 | 

格雷 戈 里 Gregory, D. 卫 .， 438 

补 雷 马里 ,詹姆斯 Giregory, James, 125 

烙 罗 特 ”Grote, Geo, 381 

割 园 Cyclotomy, 513. , 

根 数 ， 根 式 ”radicals, 372, 376-7, 453， 
460,477 |i : 

公理 ”axioms，20-1， 305- 6， 333，<419， 
503，576 

公设 : , postulate, 20-1, 23，379-80, 282, 
299, 301, 303, 305, 354-7, 438, 443-5， 
474, 477, 518, 574, 576-7 

共 变 的, 共 变 式 covariant, 395 


.H 


哈 迪 ”Hardy, G. H., 483 
哈雷 ， 埃 传 蒙 ”Halley，FE4mund,， 105、 
108--10, 153 
哈密 顿 ， 汞 拉 . 赫 顿 Hamilton, Sarah 
Hutton, 340 
哈密 顿 ,威廉 - 罗 恩 Hamilton, William 
Rowan 16, £29, 66, 123 . | 
哈密 顿 , 伊 菜 扎 ”五 amilton， Eliza, 345 
哈密 顿 ， 詹姆斯 Hamilton, James, 3460 
-1 
海 堡 Heiberg, J. 了 L., 31 
海 森 堡 ” 再 eisenberg，W,，19,，403 
- 国 数 furctions, 98-9, 101-4， 140, 169, 
179, 201, 223, 232, 248-50, 252, 260, 
268, 265, 275-7, 284, 318-20, 322-4 
329, 333-5, 338, 348-9, 364, 377, 407, 
413, 430, 455, 457, 460-2, 480, 487-95; 
508, 515, 529, 540-1, 550-1,.578 
:行列 式 ”determinants, 838, 888 . 
汉密尔顿 历 士 ,威廉 ee SiI 
: Wm., 438-9, 440-1 
汉 斯 廷 ， 克 里 斯 托 夫 “ 百 ansteen， Chri- 
stoph, 319 
次 拉 斯 ”Horace; 307， 330， 397 
赫 尔 巴 特 Herbart, J F., 491 
! 赫 尔 姆 改 交 Helmihol tz, H. von, 424 


| 赫 欣 尔 避 士 ， 威廉 - Herschel, Sir Wili- 
.am, 2339， 438 
赫兹 , 海 因 里 蒂 ”Hertz， ee 16 
黑 格 尔 ” Hegel, G. W. R.， 239-41,;439, 
| 469 和 
亨 伯 特 ,乔治 Humbert, Georges, 540 : 
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喜 丁 顿 Huntington, E, V.，444 

享 利 Henry, C., 86 | 

人 恒 等 运算 .但 等 [ 式 ] identical operation， 
identity, 279-80 

洪 保 , 亚历山大 : 冯 互 aumbolqt， A 
der von, 204, 242, 245, 259, 333 

硼 克 , 罗伯特 百 ooke，Robert, 107-8 

互 反 性 reciprocity, 226，235，252-3， 
513-4 

华 滋 华 斯 ,威廉 Wordsworth, William,， 
344-5、 402 

画 法 几何 [学] geometry， 
3183，185-6，207，340，353 

怀特 海 Whitehead, A. N.，34，118--9， 
239, 446, 557 

惠 更 斯 ， 克 里 斯 蒂 安 Huygengs，Chri- 
stian, 84, 107, 123-5, 129, 134, 350—1 

餐 姆 伯 厄 , 伯 思 特 * 米 夏 埃 尔 ”Holmbos， 
Bernt Michael 308-9, 313, 315, 318, 
325, 329 


descriptive, 


J 


基础 几何 [学 ] :geometry, foundations,， 
497-8, 502-3 

基督 , 耶 酥 Christ, Jesus, 573 

基 尔 霍 夫 Kirchoff, GQ. BR, 424 

基数 ”number, cardial, 565-7, 575, 577 
合 Sets, 555, 562-7, 569-78 

吉本 ,爱德华 Gibbon, Bdward, 257 

吾 尔 伯 特 ”Gilber$, Wim., 36 

吉尔 曼 , 阿 瑟 Gilman, Arthur, 394 

吉 卜 林 , 拉 迪 亚 德 、Kipling, Rudyard,， 
324 、 

级 数 ”progression, .355，359，535 

级 数 series, 149, 151, 201, 331-3, 337， 

351-3，274，386-7，413-4，430，4837， 
496, 499, 541, 543, 550, 561, 568 

极限 limits, 430 

极 值 extrema, 304 

几何 geometry, 13-4, 20-2, 27, 31, 33， 
40, 52-5, 59-62, 66-7, 74-8, 84—5, 96, 


引 677 


一 -一 


109, 123, 127, 140, 147. 154,，183-4. 
186-7, 207-17, 223, 227-8，233，242, 
254, 256, 260, 263-8, 273, 277，282, 
284, 286, 294, 399-306， 317, 322, 324, 
346-9, 355, 358, 364, 867-9，381-2, 
398—400, 403, 443, 448, 451, 458, 464, 
469, 474, 478-81, 485, 489-91,，493, 
498, 500, 503-4, 506, 508, 510, 513-7， 
522, 527, 531, 535, 537, 541, 569, 577 

% 维 几 何 [ 学 ] geometry, n-dimensional, 
399-400 . 

何 利 略 ”Gtalileo, 16, 20, 26, 36, 41,.45-6, 
80, 84, 93, 121, 129, 291, 566 

伽 罗 瓦 , 埃 瓦 里 斯 Galois, Evariste,3， 
164-5, 167, 270, 312, 3692, chap. 20, 
381, 408, 437, 449, 450, 476-7, 518, 
536 

伽 罗 瓦 ， 尼 古 拉 -加 布 里 埃 尔 
Nicolas-Gabriel 362, 369-70 

交 比 ratio, anharmonic or cross, 213-4 

交换 的 commutative, 356, 360,. 403 . 

阶乘 , 析 因 factorials, 417, 463 

阶 , 序 order, 281, 574 

结合 和 的， 结合 性 ”associative，associati- 
vity, 278-9, 280,356 

杰 弗 里 斯 ,乔治 Jesffreys, Qeorge, 111 

杰 拉 德 ”Jerrayd, d. B., 460 

截 [ 线 ]、 剖 [ 线 ]、 割 [ 线 ] cuts，494-5, 
519-21, 557 

解析 几何 ”geometry， analytic, .5-7, 
32, 40-1, 52-7, 59-64, 93, 123，133, 
139, 147,，154, 199-200，211-2, 233, 
248, 399, 517 | 

金 斯 利 , 袭 斯 Kingsley， Cbas, 385 

距离 。distance, 505-9 

和 矩阵 ”matrices，379，3983， 400-2 


Galois, 


K 


卡 丹 ”Cardan， 开 .，333 
卡尔 诺 ， 拉 扎 和 尔 - 尼 古 拉 - 玛 格 丽 特 


Carnot, Lazare-Nicolas—-Marguerite, 
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207, 285 

卡 瓦 利 ,Cavalieri, B., 118 

开尔文 勋 曙 (威廉 "汤姆 森 ) Kelvin，, 
Llord (William Thomson), 16, 183, 
293, 452 

开 普 勒 “Kepler, J., 28, 93, 105，109, 
131 

凯 莱 ， 阿 恬 Cayley,， Arthuz， 3-4， 
213-4, 271, 282, 359, 368, chap. 21, 
437, 448, 469, 474, 515, 534, 546 

康德 ”Kant, I., 177, 240, 345, 358-9 

康 凡 内 拉 ， 塔 马 索 Campanella，Tam- 
mago, 46 

康 托 尔 ， 玛 丽 * 博 姆 ”Cantor， 
Bohm, 558 

康 托 尔 ; 莫 里 茨 Qantor, Moritz, 17, 19， 
25 

康 托 尔 , 乔治 Qantor, Georg F. 工 . 卫 .， 
354, 406-8, 446, 482, 519~20，532, 
chap. 29 

康 托 尔 " 瓦 利 . 格 特 曼 Cantop，Vally 
Guttman, 568 

康 托 尔 , 沃 尔 德 蕊 :乔治 Cantor，Wald- 
emar Georg, 558 

柯 西 , 奥 古 斯 坦 -路 易 ”Cauchy, Augustin- 
Louis, 152, 164-5, 167, 169, 223, 
250-1, 260, chap. 15, 317-8, 320, 335， 
351, 368-9, 376-8, 407, 416, 457, 473, 
482, 488-90, 518, 527, 541 

科 茨 ,及 。 Cotes, R., 503 

科 尔 伯 恩 ， 章 拉 Colburn，Zerah，66， 
342-3 : 

科 尔 内 耶 , 皮 埃 尔 Corneille, Pierre, 76 

科勒 里 奇 , 塞 织 尔 : 泰 勒 Coleridge， 
Samuel Taylor 344-5, 484 

科隆 Conon, 30 

科 尼 斯 贝 格 尔 Knigsberger, 工 .,434-5 

柯 瓦 列 夫 斯 基 ， 索 妮 亚 Kowalewski, 
Sonja, 261, chap. 22 

可 变 复 数 complex number,，variable， 
233-4, 248-50，253，260，263，267, 


Marie 


284, 293, 333-5, 356-60, 407, 457--9, 
487-93, 405, 510, 514, 529, 541 

可 数 无 限 的 ”denumerable infinity, 539 
-40，569，573 

克 莱 因 ， 费 利克 斯 “ 买 lein，Felixz，306， 
214, 282, 379, 398, 419, 540，548 

克 里 福 德 ”Ql 全 ord, Wm. K., 294, 4060， 
503-4 

克 里 斯 费 尔 
391, 480 

克里斯蒂 娜 ,瑞典 女王 Christine, Queen 
of Sweden, 49, 51, 89 

克 列 尔 ， 奥 十 斯 特 . 利 奥 波 德 ”Crelle， 
August Leopold 314, 316-7, 319-20, 
326, 413, 416, 418-9, 421, 432, 562 

克 罗 内 克 ， 利 奥 波 德 ”Kronecker，Leo- 
Pold, 19,164, 218, 234, 238, 293, 
406-8, 419, 422, 431, chap. 25, 501, 
512-3, 521, 529, 556, 559-63, 568-71， 
573, 577-9 

克 伦 威 尔 ' 奥 利 弗 ”Cromwell, Oliver, 93 

克 内 泽 尔 ,阿道夫 Kneser, Adolf, 467 

空间 space, 15, 54,， 63, 99, 150，154, 
185, 208, 217, 240, 264, 347, 358-60, 
379，391，398-400，491，500，503-4， 
506-9, 515, 533, 57 

孔 多 套 ”Gondorcet, N. 0. de, 152, 180, 
187-8 

库 蒂 拉 Couturat, 工 , 121, 565-7 

库 默 尔 , 恩 斯 特 ' 爱 德 华 ”Kummer, Ernst 
Eduard, 238, 253, 467-70, 473-4,476， 
478-9, 486, 501, chap. 27, 510，535， 
561 


Christoffel, E. B., 256, 


I 

拉 格 朗 日 ,玛丽 - 泰 雷 效 Lagrange， 
Marie-Therése Gros, 153 

拉 格 朗 日 ,约瑟夫 -路 易 Lagrango， 
Joseph—Louis, 5, 9, 62, 115, 133, 142, 
148-9, chap. 10, 174, 177-8, 180-1, 
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185-6, 197, 223-6,237,247，262-3, 
270-1, 274-7, 284, 308，311,，328-9, 
338, 346, 364, 381, 389, 400, 437, 450， 
541, 543-4 

拉 马 克 Lamarck, J. B. A. F., 181 

拉 普 拉 斯 , 皮 埃 尔 , 西 蒙 ”Laplace, Pier- 
re-Simon, Marquis, 104-~5, 111, 156, 
163, 169-70, chap. 11, 184, 197, 209, 
223, 225, 238, 240-2,246-8,，270, 
273-5, 286, 318, 329, 338, 343,，381, 
412, 437, 450, 541, 544 

拉克 和 鲁 瓦 ”Lacroix, SB. Fs 318 

拉 瓦 锡 Lavoisier, A. 工 .，166-7，169， 
184 

莱 布 尼 兹 ， 戈 特 弗 里 德 :威廉 Leibniz, 
Gottfried Wilhelm 7, 13, 15-16, 18, 
32, 56, 59, 68, 76, 78, 87, 98, 103, 
113-6, chap. 7, 133-5, 140-1, 169, 
223, 231, 434, 443 

莱 夫 谢 萄 Liefschetz, 9., 268 

菜 蒙 尼 尔 Lemonnier, P.O0., 109 

莱 维 - 育 维 塔 Levi-Civita， TT,，256，, 
391, 544 

兰 姆 , 稚 勒 斯 Lamb, Horace, 14 

兰 多 , 埃 德 蒙 ”Landau，EHamund, 516 

劳 埃 德 , 汉 弗 莱 Lloyd, Humphrey, 351 

坦 梅 特 尔 ， 法 琴 尔 “emiitre， 了 ather， 
527 

勒 威 耶 Leveriier, U. J. J., 290, 350, 
367 

勒 让 德 ， 阿 德里 安 - 玛 丽 Legendre, 
Adrien-Marie, 174, 197, 325-7, 236--7 
359--60，370，277，384，313，317-8， 
320-4, 335-7, 364, 452, 487, 488 

雷 思 曙 士 , 克里斯托弗 ”Wren,8ir Chris- 
topher, 84, 105 

类 、 组 、 级 ，cjass, 567-9，570，573-5， 
577-8 

黎 塞 留 ， 红 衣 主 教 Richjicu, Cardinal, 
42, 52, 76 

离散 discrete,13-4, 21, 24, 117, 140, 


1623, 283, 505 

黎 曼 ， 格 奥 尔 格 . 弗 里 德里 希 . 伯 恩 哈 德 ， 
Riemann Georg Friedrich Bernh 
ard, 4, 186, 256, 264, 266, 300, 306, 
324, 379, 391-2, 406, 408, 474, chap. 
26, 518, 532, 545 

理想 ,理想 数 ideals, 408, 510 

理想 数 numbers, ideal, 473-4, 513-4 

李 Lie, 8., 391 

里 奇 Ricci, Q, 256, 391 

里 夏 尔 ， 路 易 -保罗 - 埃 朱 尔 Richard， 
Louis-Paul- 六 mile, 367-8, 450 

里 葡 洛 Richelot, F. J., 421 

利 布 里 ”Libri, G., 321 

利 利 Lilly, Wm., 526 

利 努 斯 (烈日 的 ) Linus (of Lie’ge)， 
107 

利 斯 廷 ”Listing, J. B., 491 

利 特 罗 Littrow. J. J. von，395，333 

利 维 尔 ， 约 瑟 夫 Liouville， Joseph， 
335-6，451，403，476 

利 希 滕 施 泰 因 ， 蒜 旬 Lichtengtein， 
Leon，539 

利 亚 波 诺 夫 Liapounoff, A., 529 

连 分 数 ， 连 分 式 fractions，continued,， 
368 . 

连续 群 ”groups, continuous, 268,529 

连续 性 、 连 续 ”continuity%。continuous, 
13, 22-3, 27, 59, 117, 140, 162, 200, 
208-9, 211, 216, 234, 237, 268，283, 
286, 407, 430, 456, 488, 491, 504-5, 
510, 520-1, 555, 557, 562, 569, 574-6, 
579 

景 、 数 量 \ 长 度 magnitude, 565 

量子 理论 quantum theory, 63, 88, 107， 
350, 459, 506, 515, 547 ’ 

林 德 曙 Lindemann F.，314, 4&64-5, 
568 

林肯 ， 亚 伯 拉 罕 Lincoln,，Abraham 
434 的 

流 形 manifold, 365，504-7 
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吕 卡 ( 列 日 的 ) Lucas (of Liége)， 


107-8 

卢梭 ”Rousseau, J. J., 258 

罗 巴 切 夫 斯 基 ， 尼古拉斯 : 伊 万 诺 维 奇 
Lobaichewsky, Nikolas Ivanoviteh, 
chap. 16, 359, 377, 379, 474, 508 

罗 巴 切 夫 斯 基 , 普 拉 斯 科 维 亚 . 伊 万 诺 夫 娜 
Lobatehewsky，Praskovia Ivanovna， 
294 

罗 赛 蒂 ， 丹 特 : 加 布 里 埃 尔 
Dante Gabriel, 528 

罗 摩 妈 真 ， 斯 里 尼 瓦 萨 ”Ramanujan， 
Srinivasa, 328 

罗斯 丹 , 埃 德 蒙 ”Rostand, Bdmond, 59 

罗 森 海 因 Rosenhain, J. G., 3:4 

罗 姆 , 伯 特 兰 ”Russall， Bertrand，A. 
W., 14, 17, 118-9, 131, 239, 433-4, 
446, 527, 557, 567, 572, 575-7 

洛 采 Lotze, R. 了 HH., 439 

洛克 ,约翰 ”Locke, John, 111-92 


Rossetti, 


M 


马尔 , 约 葵 Marr， John, 526 
马 吕 ， 艾 蓄 安 -路 易 Malus， 
Louis, 377-8，348，351 
“ 马 塞 勒 斯 ` Marcellus, 28, 33--4 
玛丽 神父 ” 烙 arie，Abb6k, 158, 163 
麦 考 菜 Macaulay， Thos. B.，257， 
381 
麦克 劳 林 ”MacLaurin，C, 528 
起 克 马 洪 MacMahon, P. A., 378 
麦克 斯 韦 ， 篇 姆 斯 ' 克 拉克 Maxwel]， 
James Olerk 367，350，433， 500， 
546 
“ 莫 尔 More, L. T., 64 
英里 斯 ， 奥 兰 治 和 王子 Maurice,，Prince 
of Orange, 38 . 
: 莫 里 芯 。 Moritz, BR. E., 557 
莫扎特 Mozart, W. A. C., 405 
梅 雷 , 贡 博 . 安 托 万 . 谢 瓦 利 炭 ' 德 ，Mkr6， 


Etienne- 


Gombaud Antoine, Chevajlisr de, 
86~7, 89 

梅 纳 奇 姆 斯 Menaechmus, 537 

梅 塞 内 Mersenne, 卫 .,，387, 妨 ，63， 76, 
80 

门 鳃 尔 松 , 费 利克 斯 ”Mendelsasohn, 
Falix, 468 

蒙 日 ， 加 斯 帕 德 ”Monge,， Gaspard，171， 
chap. 12, 207, 263, 285, 366 

蒙 日 ,雅克 ”Monge, Jacques, 184, 287 

蒙 塔 克 , 查尔斯 Montagu, Charles, 113 

弥 尔 顿 , 约翰 Milton, John, 36 | 

米 塔 格 - 列 夫 勒 ”Mittag-Leffler, G. M.， 
316, 3234, 419, 422, 428, 543, 570, 
571 

吞 级 数 ”power geries, 459-30, 561 

闵可夫 斯 基 Minkowski, H.,7 

模 ， 模 数 ”modulus, 225-7,，236-6, 259, 
293 | 

摩尔 根 , 约翰 :皮尔 庞 特 ”Morgan, John 
Pierpont, 466 


| 墨 卡 托 Mercator, N., 107, 125 


穆 勒 ,约翰 .斯图尔特 ”Mill,John Stual 4 
35 


了 


N 


拿破仑 ' 波 拿 巴 Napoleon Boniparte, 
124, 153, 168, 170, 179-82, 184, 187, 
190-6, 202-7, 209, 224，248，246-7, 
251, 258, 271, 274-5, 277, 285, 348, 
362, 423, 511, 531 

纳 皮 尔 , 约翰 Napier, John, 5236 

纳 脱 , 埃 米 Noether Emmy, 261 . 

南 丁 格 尔 , 弗 洛 伦 斯 “Nightingale， Flo- 
rence，387-8 

牛顿 , 艾 萨 克 Newton, Tsaac, 5, 7, 13， 
18-20, 26, 28-9, 33, 36, 56, 58-60, 
64, 73, chap. 6, 118-21, 123, 125-6, 
129-30, 133, 135, 138-40, 142~3, 147, 
153-5, 157-8, 166-75, 179-80，198, 





欢迎 访问 《i 
http://maths352. bokee. com 


怎样 解 题 》 


索 

201, 213, 218,220，223，225，2380, 
237-8, 240-1, 248，354_-6，263，267， 
270, £289, 308-9, 838, 343-4, 349-50, 
354, 361, 400, 404, 416, 433, 443, 478， 
490-1, 500, 503-4, 533, 538, 541-9 

牛顿 ， 汉 纳 . 艾 斯 库 ”Newton， Hannah 
Ayscough，90 

努 尔 米 , 帕 沃 “Nurmi，Paavo, 543 


0 


网 多 克 斯 Eudozus, 19, 25-7, 407, 480， 
483，519，533，575 

欧 几 里 得 ”Euclid, 7, 14，19-20, 37, 75， 
127, 153, 165, 176, 215-6, 223, 266, 
399 一 303，305-6，314，351，358，379， 
399—400, 443, 454, 474, 514 . 

网 拉 , 阿 尔 贝 ”Euler, Albert, 149 

吹 拉 ,保罗 Euler, Paul, 143 

欧 拉 , 遍 察 琳 娜 、 格 塞 尔 ”Euler, Catha- 
rina Gsell, 145 

网 拉 ， 芋 奥 纳 昂 Euler,，Li6onard，69, 
115, 132-3，135-7，chap. 9，155-6, 
158-60, 175, 223-6, 242, 245, 263, 
271, 277, 284, 308-9, 328-9, 354, 368, 
378, 443, 450, 488-9, 492, S17, 532, 
534, 541, 543 

欧 拉 , 玛 格 丽 特 . 布 律 克 Euler, Margue- 
rite Brucker 143 . 


卫 


帕斯卡 , 艾 蒂 安 Pascal, Etienne, 78 

柏 斯 卡 , 安 托 瓦 内 特 . 贝 贡 ascal Ant- 
oinette Bégone 73 

帕斯卡 ， 布 菜 斯 Pascal, Blaise，3， 9， 
36, 57, chap. 5, 115，119，125，128， 
183, 208, 212, 216, 285, 398 

帕斯卡 , 吉尔 伯 特 ( 佩 里 埃 夫 人 ) ”Pascal, 
Gilberte (Madame Périer), 57, 73, 
75, 80-2 

帕斯卡 ， 雅克 林 Pascaj， 


Jacqueliney 
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78-5, 80-3 

帕 斯 托 震 ”Pastoret, M. de, 180 

庞 加 菜 , 享 利 Poincaré, Henri, 9, 17, 
158, 270, 378, 428, 447-8, 454, 461, 
483, chap. 28, 558 

庞 加 莱 , 雷 蒙 、Poincaré, Rayimond, 537， 
531, 535 

排列 , 置换 Permutation, 279,，283 

潘 勒 韦 ,保罗 Painlevé, Paul, 454, 544. 
554 

羯 别 式 discriminant, 389-90,401 

佩 尔 斯 , 塞 缀 尔 “Pepyg, Samuel, 112 

彭 赛 列 ， 让 -维克托 Pcncelet, Jean- 
Victor, 191, chap. 13, £85, 398 

皮尔 历 士 ,罗伯特 Peel, Sir Robert, 354 

皮尔 斯 , 本杰明 Peirce, Benjamin, 354 

皮卡 尔 , 让 Picard, Jean, 335 

皮 科 克 Peacock, G., 438 

皮 亚 齐 , 朱 塞 佩 ”Piazzi, Giuseppe, 239 

平 达 尔 Pindar, 329 

波 莱 尔 , 埃 米 尔 Borel, mile, 454, 566 

蒲 柏 , 亚历山大 Pope,，Alexander，549 

普 安 索 Poirsot, 上 ., 277 

普法 夫 , 约 输 : 弗 里 德里 希 Pfaff, Johann 
Friedrich, ‘231, 242 

普 朗 克 Planck, M., 546-7 

兽 卢 塔 尔 奇 Plutarch, 28, 33 

普 吕 克 尔 Pliicker, J., 399, 412, 474 


a 


切 比 雪灾 Tcehebycheff, P., 426 

昌 率 curvature，264-5， 500, 504-5, 
507-9 

群 groups，6，68，165，268，371-2， 
278-31, 283, 451, 495, 515, 518, 540， 
551 


RB 


儒 尔 丹 ”Jourdqain, P. E. B., 185 
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热 尔 曼 ， 索 非 ”Germain，8ophie，253， 
261-3 


数 


萨 克 举 ”Thackeray, Wm. M, 380 

芒 沃 伊 公事 ”Savoy, Duke of, 42 

塞 雷 特 ”ferret, J. A., 368 

寒 涅 卡 Seneca, 363 

三 角 学 ”trigonometry，140，201，252, 
322-4, 430, 453, 455, 461, 541, 561 

骚 塞 , 罗伯特 ”fouthey, Robert, 344 

涉 士 比 亚 , 威 廉 Shakespeare, Wm., 36， 
230, 257, 381 

会 尔 克 Bcherk, 理 . F'., 511 

合 费 尔 ， 特 奥 多 尔 Schaeffer, Theodor, 
560 

射影 几何 [学 ] geometry， Projective， 
78, 306-10，3123-7，398-9 

时 间 time， 巧 ，54，63，99-100，364， 
347, 349, 359, 391, 399, 500 

史密斯 , 巴 纳 巴 斯 Smith, Rev. Barna- 
bas, 91 

史密斯 Smith, H. J. 8., 68, 403 

世界 线 world-lines, 391 

收敛 ”convergence,，151，222-3， 274., 
386-7， 430-3， 487，535，541, 543， 
561, 562 

舒 马 赫 Sichumacher H. CQ., 239,，260 

数 number, 6, 13-6, 21-7, 87-8，125,， 
140, 169, 208, 222, 225-9, 231-7, 250, 
252-4, 256, 265-6, 271, 284, 318, 334, 
337-8, 347, 354, 356-7, 364, 376, 386, 
405, 419, 431, 438, 446, 450, 456, 
458-9, 462-4, 470-2, 474, 478, 481--2), 
505-6, 510, 513-4, 519-21, 528-4, 556， 
564-9, 578, 575-6, 578 

数论 numbers,，theory of，13，57-8， 
64—72, 98, 140, 161-2, 176, 225-9, 
231-8, 241, 248, 252-4，260-3，267, 
271-2, 284, 299, 318, 328, 331，334, 


| 
| 


区 
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337-8，373，386，405-6，408，4385， 
455-9, 469-74, 476, 478-9, 482, 487-9， 
510-1, 513-4, 517-24, 539, 541, 561, 
578 

斯 宾 诺 莎 , 本 尼 狄 克 * 德 ”Bpinoza, Bene- 
dict de, 126, 486 

斯 内 利 厄 斯 ”Snellius, W., 351 

斯 泰 纳 Biteiner，J.，27，317，468-9, 
489, 517 

斯 特 思 Stern， 
517 

斯 托 里 小 姐 ”Storey, Miss, 92 

斯 图 度 ”Sturm, OQ., 453 

斯 温 伯 恩 ,阿尔 杰 农 :查尔斯 Swinburne, 
Algerngn Charles, 353 

四 元 数 ”quaternions, 260,，352，354-5，, 
357，359--61 

素 理想 ”ideal, prime, 524 

素数 ”numbers, prime, 471-2，487-8, 
510, 513-4, 573, 578-9 

素 因 数 , 束 因子 ”factors, prime, 522 

算法 algorithm, 140 

算术 arithmetice，21,，64，118，153, 
161-2, 168, 185, 208, 221, 223, 335-6， 
227-9,231-2, 234--8, 240-1, 248, 252-4, 
256, 260-3, 267, 271-2, 276, 284, 356, 
368, 408, 419, 438, 446, 451, 455-8, 
470-4, 477-8, 481, 485, 488, 500, 501, 
518, 517-8, 522-5, 527~-9，6541,，551, 
561, 574-5, 577 | 


M. A., 489, 491, 


T 


坦 纳 里 Tannery, P., 86 

泰 特 ”Tait, P. G., 183 

汤姆 生 , 威廉 , 见 开尔文 勋 蜂 ”Thomson，, 
William, see Kelvin, Lord 

汤姆 生 ， 和 詹姆斯 Thomson, James, 17， 
580 

特 尔 奎 姆 ”Terguem, OO., 367 

特征 characterigtic，349 
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体 corpus, 355 

, 同 余 congruence, 225-7, 235-6, 252~3， 
293 

托 勒 密 ” Ptolemy, 109, 176, 361 ， 

托 里 切 利 Torricelli, E., 80 

托 斯 卡 纳 公 恬 ”Tuscany, Duke of, 46 

椭圆 函数 ”elliptiec functions， 见 func- 
tions, elliptic 

椭圆 函数 ”functiong，elliptic, 127 ,202, 
338-9，2347，353，359-60，383，320， 
322, 324, 329, 331, 383, 335-8,，372, 
382, 386, 408, 413-4, 430, 453, 455, 
461, 469, 477-9, 517, 539-41, 550 

椭 贺 积分 elliptic integrals，317，323, 
324, 336 

拓扑 ”topology,-491-2, 495 

拓扑 [学 ] analysis situs, 263, 267, 492， 
545 


Ww 


瓦尔 特 肖 森 ， 扎 托 里 乌 斯 : 冯 Walter- 


shausen, Sartorius von, 245, 256 
瓦 尼 尼 ”Yanini, L., 46 5 
”威尔逊 , 伍德 罗 Wilson, Woodrow, 485 
威尔逊 ,约翰 Wilson, John, 162 
微分 不 变量 reciprocants, 403 
(1) 微 积分 [学 ]，(2) 演 算 calculus, 5-7: 

13, 23, 32-3, 56-7，59,，61，64, 95, 

97-107， 109， 113-4， 117-8， 121, 

125-6, 132-7, 139-40, 147, 149, 151, 

154-6, 162, 169, 186, 208, 251, 270, 

284, 286, 322, 324, 328, 330, 334, 348， 

361, 364, 407, 442, 448, 488-9,，507, 

517 : 
唯一 析 因 factorization unique，514, 

522 | 
维尔 , 奥 布 里 ' 德 ”Vere, Aubrey de, 344 
维尔 斯 特 拉 斯 ,卡尔 Weierstrass, Karl 

W. T., 19, 25, 30, 223, 250, 270, 

273, 316, 324, 332, chap. 322，474-5， 
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477-83, 500-1, 512, 543, 556-7, 561, 
575, 579 

维 吉 尔 Virgil, 149 

唯一 运算 unique operation, 279 

韦 尔 Weyl, H., 578-9 

韦伯 , 威廉 Weber, Wilhelm, 255, 367, 
490-1, 496-8, 517 

韦 斯 塔 韦 Westaway, F, W., 555 

韦 克 福 德 ”Wakeford, E. K., 398 

韦 尼 埃 ”Vernier, P,, 366 

伪 球 面 ”Pseudo-sphere, 304-6 

沃 尔 夫 斯 凯 尔 ， 保 罗 Wolfskehi, Paul, 
72 

沃 尔 泰 拉 Volterra, V, 406, 428 

沃 利 斯 ”Wallis, J., 118 

无 理 数 ”numbers, irrational，22，27， 
407, 431-2, 456, 460, 463-4, 480, 482, 
519-92, 568, 576-9 


X 


西 尔 平 斯 基 ， 瓦 克 罗 Sierpingki, Wa- 
claw, 566 

西 尔 维 斯 特 , 詹姆斯 "约瑟夫 8Sylvester， 
James Joseph, 76, 213, chap. 21, 437, 
448, 459, 490, 526-7 

西 蹇 罗 Cicero, 55, 363 

希 耳 伯 特 , 戴 维 ”Hilbert David, 63, 3239， 
443, 463, 566, 576-8 

希 巴 克 斯 ”Hipparchus, 109,361 

希特勒 ,阿道夫 Hitler, Adolf, 516 

希 耶 隆 二 世 Hieron IT, 29, 33 

席 勒 ”Bchiller, J. O. F., von, 257, 
362 

司 各 特 ; 沃尔特 ”Scott, Bir Walter, 357， 
380 

夏 菜 神 父 Qharlet, Father, 36-7, 50 

夏 尼 (法 国 大 使 ) Chanute (Fwench am- 
bassador), 50~1 

夏 斯 菜 , 米 歌 尔 Chasles, Michel, 139 

相对 性 ralativity, 6-7，54，63，154, 
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186, 263, 305-6, 350, 360, 378, 391, 
399, 437, 448, 480, 500, 502, 506-7, ， 
509, 528, 547 

相关 、 关连 correlation, 289 

向 量 vector，358-60 

向 量 分 析 vector analysis, 360, 528 

谢 林 Bechelling, F. W. J. von, 240 

形式 算术 理论 arithmetical theory of 
forms, 356 

谢 瓦 利 埃 ， 奥 十 斯 特 Chevalier，Augu- 
ste, 374, 377 

形式 的 持久 性 ”permanence of form, 
355 

形式 体系 ,有 形式 主义 ”formalism, 287 

休 席 , 戴 维 Hume, David, 146 

虚 imaginaries，356，373，399，493 

序列 sequence, 13, 431~2, 480 

雪 莱 , 珀 西 " 比 希 Bhslley Percy Bysshe, 
548, 564 


Y 


雅 可 比 ”Jacobi M. H, 397 

雅 可 比 , 卡 尔 . 古 斯 塔 夫 . 雅 可 布 Jacobi， 
Carl Gustav Jacob, 16, 21, 52, 140, 
229-30, 259-60, 270, 320-4, chap. 18, 
346-77, 408, 418, 420,448，452-6, 

.463, 468-9, 489, 512, 515, 517, 528, 
541, 544 

亚当 斯 ,约翰 " 库 奇 Adms, John Couch; 
350. 


亚历山大 大 帝 Alexander the Great, .1 


537 

亚历山大 Alexander, J. W., 268 

亚 里 士 多 德 、Aristotle, 20, 25, 78, 340， 
278, 569, 575, 557-8 

杨 ,约翰 * 韦 斯 利 Young, John Wesley， 
215 





i 
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鞭 隆 Gelon, 39 

叶 卡 捷 琳 娜 大 帝 Catherine the Great 
141, 145-7, 149-50 

点 物 线 ,等 切面 曲线 tractrix, 304 

一 臻 性 ”uniformity, 249, 250-1 

伊丽莎白 公主 Elisabeth, Princess, 41, 
49, 51, 129 

以 利 亚 ”Elijah, 69 

因果 律 ”Causality, 306 

因子 分 解 factorization, 334, 569 

域 \ 场 ”field, 355, 357, 469-70, 473, 514， 
522 

约 阿 琳 姆 , 约 苇 夫 ”Joachim, Joseph;559 


Z 


| 子 群 subgroups, 281 


自 守 函数 ”functiong, automorphic,530， 
540-—1 


| 詹姆斯 二 世 James II, 111 
| 篇 森 , 科 尼 利 厄 斯 “Jansen, Cornelius, 79 


张 量 分 析 tensor analysis, 360 

张 量 演算 “caleulus，tensor，313，356， 
448; 538 

正规 , 正 交 、 正 态 normal, 264-5 

芝 诺 ”Zeno, 19，34-5，49，119，407， 
555-8, 575 

局 期 性 ”periodicity, 199--202,229,335-6， 
461, 519, 539, 545, 553 

转 量 , 对 换 ' 移 项 transposition, 283 

宗 德 曼 ,卡尔 弗 里 绍 夫 Suudman, Karl 
Frithiof, 544 

最 小 平方 8quares, least, 517 

最 小 平方 理论 least squares, theory of， 
259, 260, 263 
合 、 配 合 combination, 280 

佐 洛 塔 雇 夫 ,G， 2olotareff, G., 162 
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"Prolessor Bell has done his work well....Any [one] engaged in learning 
mathemartics wil]l profit by reading him, since he humanizes the subject and 
helps to a realization of the historical ervironment.”" —Bertrand Russell 


"Extremely harmonious...a first vext in the philosophy of mathematics.... 
Bell's style is very enjovyable.” —The New York Times 


“Professor E.T. Bell has writen a fascirarting book.The amount of biographi- 
cal derails and of mathemarics char he has compressed into a volume of 600 
pages is -extraodinary,.. he carries the reader along; he whers the appetite.” 


一 人 ant 


Here is the classic much-read introduction to the craft and history of 
mathermarics by E.T, Bell.a leading figure in mathematics in America for half a 
the geometry of the Greeks through Newrons calculus and on ro the laws of 
Probabiliry symbolic logic, and the fourth dimension. In addition, the book 
goes beyond pure marthemarics to present a series of engrossing biographies of 
the great mathemaricians—an extraordinary number of whom lived bizarre or 
unusual lives. Finally, Men of Mathemarics is also a history of ideas, tracing the 
majestic development of marhermarical rhoughr from ancient times ro the 
rwenrieth century. This enduring work's clear, often humorous ww of denling 
with complex ideas makes it an ideal book for the non-mathemarician. 


ET. Bell (1883—1960) was for mary Years Professor of Mathemartics at the 
California lnstirure of Technology He was President of the Marhernarical 
Association of America, Vice President of the American Association for the 
Advancemenr of Science, and a member of the Nartional Acadenw of Scienee., 
He published trwelve books, 
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